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Predgovor

Elektri¢ni elementi, napravljeni od materijala kod kojih se procesi polarizacije i magnetizacije ne de-
Savaju trenutno, veé¢ zavise i od istorije procesa, mogu se konstitutivnho modelirati uopstenjem klasi¢ne
konstitutivne jednacine dodavanjem ¢lana koji ukljucuje istoriju fizickog procesa. Matematicki model
frakcionog kondenzatora, elektri¢nog elementa sa memorijskim svojstvima, pored ¢lana koji odgovara
klasi¢nom kondenzatoru, ukljucuje i ¢lan koji sadrzi frakcioni integral, te uvazava da koli¢ina naelektrisa-
nja na frakcionom kondenzatoru ne zavisi samo od trenutne vrednosti napona, veé i od njegove istorije.
Takode, frakcioni kondenzator je moguce modelirati konstitutivnom jednacinom istog matematickog obli-
ka, tako §to ¢e se napon izraziti preko trenutne vrednosti naelektrisanja na njegovim oblogama, kao i
istorije promene naelektrisanja. U sluc¢aju frakcionog uopstenja modela kalema, odnosno u sluc¢aju kada
se proces magnetizacije materijala ne deSava trenutno, veé je ukljuCena i istorija njene promene, fluks
vektora magnetske indukcije se moze izraziti superpozicijom ¢lana koji u obzir uzima trenutnu vrednost
struje i ¢lana kojim se, kori§éenjem frakcionog integrala, modelira uticaj istorije promene struje. Takode,
matematickim modelom istog oblika je moguce izraziti struja kalema u zavisnosti od trenutne vredno-
sti i istorije magnetskog fluksa. Pokazace se da predlozeni konstitutivni modeli, sa aspekta energetskog
bilansa, mogu odgovarati kako elementima koji disipiraju energiju, tako i elementima koji ju generisu.

Navedeni konstitutivni modeli su koriséeni za formulisanje jednacina frakcionih rednih RC, RL i RLC
kola, koje daju struju kao odziv kola na pobudu u vidu elektromotorne sile. U cilju analize odziva kola u
tranzijentnom rezimu za pobudu proizvoljnog oblika, neophodno je resiti jednacine kojima su modelirana
frakciona RC', RL i RLC kola, §to je uinjeno primenom Laplasove transformacije, kojom se odziv kola
dobija u obliku konvolucije sopstvenog (impulsnog) odziva i pobude. Medu specijalnim slu¢ajevima obli-
ka pobude posebno su razmatrane pobude u obliku Hevisajdove i prostoperiodi¢ne funkcije. U slucaju
prostoperiodi¢ne pobude, reSenje jednacine koja opisuje prelazni rezim kola je uporedeno sa reSenjem
jednacine kola, koje ab initio odgovara prostoperiodi¢nom rezimu. Prostoperiodi¢ni rezim kola je poseb-
no analiziran u pogledu energetskog bilansa kola u zavisnosti od ucestalosti pobude, kao i u pogledu
frekvencijskih karakteristika kola, zajedno sa asimtotskim ponaganjem frekvencijskih karakteristika.

Sadrzaj doktorske disertacije je podeljen na Cetiri glave. U prvoj glavi je dat kratak pregled svojstava
klasiécnih RC', RL i RLC kola, matematickog alata, koji uklju¢uje Laplasovu transformaciju, neke od
teorema kompleksne analize i njihovu primenu u odredivanju inverzne Laplasove transformacije metodom
konturne integracije. Takode su navedeni i najvazniji elementi frakcionog ra¢una, kao i neka svojstva
operatora frakcione integracije i frakcionog diferenciranja.

Druga glava disertacije je posvecena frakcionim uopstenjima elektri¢nih elemenata. Pretpostavljajuci
da koli¢ina naelektrisanja na oblogama kondenzatora zavisi od istorije promene napona na njemu, ili
obrnuto, da je napon na kondenzatoru zavisan od istorije promene naelektrisanja na njegovim oblogama,
odnosno izrazavanjem magnetskog fluksa kalema u funkciji istorije njegove struje, ili obrnuto, izrazavanjem
struje kalema preko istorije njegovog magnetskog fluksa, frakcioni kondenzator i kalem su konstitutivno
modelirani zbirom ¢lanova koji opisuju trenutni i memorijski doprinos. Takode, u kvazistacionarnom
rezimu je izvrSena analiza energetskog bilansa elektri¢nih elemenata opisanih navedenim modelima i
komentarisan je njihov karakter.

Formulacija modela disipativnih i generativnih RC' i RL kola je data u treéoj glavi i odredena je
struja kola, kao analiti¢ko reSenje jednacina kola koriS¢enjem Laplasove transformacije i metoda konturne
integracije. Kola su zatim razmatrana u kvazistacionarnom rezimu i komentarisan je njihov energetski
bilans i karakter. Prethodna analiza je potkrepljena ilustrativnim numeri¢kim primerima za pobudu
kola u obliku Hevisajdove i prostoperiodi¢ne funkcije, dok su na kraju glave razmatrane frekvencijske
karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa koja odgovara struji aktivnog i pasivhog RC kola
zajedno sa njihovim asimptotskim ponaSanjem.

U poslednjoj, ¢etvrtoj glavi, formulisani su modeli ¢etiri redna frakciona RLC' kola, koja se sastoje od
kombinacija otpornika sa pasivnim /aktivnim kalemom i pasivnim/aktivnim kondenzatorom: disipativno-
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iv PREDGOVOR

disipativnog, generativno-generativnog, disipativno-generativnog i generativno-disipativnhog RLC kola.
Analiziran je tranzijentni rezim i prelazak u kvazistacionarno stanje disipativno-disipativnog RLC kola,
a takode je razmatran energetski bilans i frekvencijske karakteristike sva Cetiri kola.

Nakon poslednje glave disertacije je izloZen rezime i navedeni su zakljucci proistekli iz dobijenih
rezultata. Na samom kraju je naveden spisak kori§éene literature i data je klju¢na dokumentacijska
informacija.

Originalni naué¢ni doprinos disertacije sadrzan je u drugoj, trec¢oj i ¢etvrtoj glavi i rezultat je istra-
7ivanja, Ciji je deo sadrzan u radovima [23, 24, 25, 26], objavljenim u visokorangiranim medunarodnim
nau¢nim ¢asopisima, kao i u zborniku radova medunarodne nauc¢ne konferencije.
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Glava 1

Uvod

Klasi¢ne konstitutivne jednacine elektri¢nih elemenata, kao i matematicki modeli, impulsni odzivi
struje i frekvencijske karakteristike klasicnih RC, RL i RLC kola, razmatrani su kao motivacija za uop-
Stenja konstitutivnih jednacina elektri¢nih elemenata i kola ¢iji su konstituenti uopsteni elementi. Takode
su navedeni i neophodni matematicki alati koriSéeni za uopStenje konstitutivnih relacija i odredivanje
odziva kola konstituisanih uop8tenim elementima.

1.1 Klasi¢na elektri¢na kola

Konstitutivne relacije osnovnih elektri¢nih elemenata: otpornika, klasi¢nog kondenzatora i klasi¢nog
kalema, date su sledeé¢im izrazima

ur(t) = Ri(t), q(t)=Cuolt) i o(t) = Lir(t), (L.1)

gde R[], C[F] i L[H] predstavljaju otpornost otpornika, kapacitivnost kondenzatora i induktivnost
kalema, respektivno, dok su sa u, ¢ i ¢ oznaceni napon, struja i magnetski fluks na odgovarajuc¢em
elementu, a t > 0 je vreme. Kako bi se formulisali modeli klasi¢énih RC, RL i RLC kola, konstitutivne
relacije elemenata izrazene su preko napona i struje odgovarajuéeg elementa, te se konstitutivne relacije
klasitnog kondenzatora i kalema, date izrazima (1.1)5 i (1.1)3, zapisuju u obliku

i) = Luo) i uL(t):L%i

= (t), (12)

koji je dobijen diferenciranjem izraza (1.1) i (1.1)3 i koris¢enjem definicije jacine elektri¢ne struje i(t) =

L4(t) i Faradejevog zakona elektromagnetske indukcije uy (t) = S¢(t).

Klasiéno RC i RL kolo

Ponaganje klasi¢nog RC' kola, kao i klasi¢énog RL kola, prikazanih na slici 1.1, koja su formirana
rednom vezom otpornika i klasiénog kondenzatora, odnosno rednom vezom otpornika i klasiénog kalema,
modeliranih relacijama (1.1) i koja su pobudena elektromotornom silom &, odredeno je drugim Kirhofovim
zakonom kombinovanim sa Omovim zakonom, odnosno jednacinom klasi¢cnog RC kola u vremenskom
domenu

d d
E(t) = Ri(t) + uc(t), odnosno R (Tcdt + 1) i(t) = TCag(t), (1.3)
pri ¢emu je T = RC'[s] klasi¢na vremenska konstanta, dok je u slu¢aju klasi¢nog RL kola drugi Kirhofov
zakon kombinovanim sa Omovim zakonom, odnosno jednacina kola u vremenskom domenu odredena sa

E(t) = Ri(t) +ur(t), odnosno R (TLccllt + 1) i(t) = E(t), (1.4)

gde je 7, = % [s] klasi¢na vremenska konstanta.

Primenom Laplasove tranformacije, u nastavku definisane relacijom (1.20), na jednacine RC i RL
kola u vremenskom domenu (1.3)2 i (1.4)2, podrazumevajuéi nulte pocetne uslove, dobijaju se funkcije

1



2 GLAVA 1. UVOD

prenosa koje odgovaraju struji, definisane kao koli¢nik Laplasovih transformacija struje i elektromotorne
sile, u oblicima

. (RC) - ’AL(S) _l TC S _l 1 1 _lA(RC) 1
g (s) = °(s) Rtes+1 R ros+1) RIR (5), (1.5)
.(RL) - i(s) _ l 1 _ lA(RL) 1
P8 = °(s) RTrs+1 RrRIR (5), (1.6)

gde su gﬁfc) i QEQRL) funkcije prenosa koje odgovaraju naponu na otporniku.

io, R & i, R L
Ux(t) Uc(t) Ux(t) u(t)
S TR O gy M

(a) Sema klasi¢nog RC kola. (b) Sema klasi¢nog RL kola.

Slika 1.1: Sema klasitnog RC i RL kola.

Struja RC i RL kola u obliku konvolucije impulsnog odziva struje i elektromotorne sile u obliku

. RC . RL
i) = g" W) <€) i i(t) = g™ () =), (L.7)
sledi iz definicije funkcije prenosa koja odgovara struji RC kola (1.5), odnosno definicije funkcije prenosa
koja odgovara struji RL kola (1.6), primenom inverzne Laplasove transformacije, gde je impulsni odziv
struje RC kola odreden sa

1 1 _ ¢
gFt) = gF 1), gdeje  gF(t) =6(t) — —e e, t>0, (1.8)
R TC
dok je impulsni odziv struje RL kola dat izrazom
1 1 _ &
g™ (1) = Zag" (). sdeje g (1) = —eTTE. (1.9)
TL

Izrazi za moduo i argument funkcije prenosa koja odgovara struji RC' kola (1.5), dobijeni su u obliku

. (RC) 2 w?

Jips (w)’dB = 20log ’gg‘c) (w)‘ = 10log §ine)

1
c : —
m i arggp ’(w)=arctan P (1.10)

dok su izrazi za moduo i argument funkcije prenosa koja odgovara struji RL kola (1.6), dati izrazom

(RL)

IR (w)‘dB = 20log §BL) §(RL)

IR (w)‘z—lOlog (1+77w?) 1 arggp  (w)=—arctan(rpw), (L.11)

odredeni uvrStavanjem s = jw u izraze za funkcije prenosa (1.5), odnosno (1.6), gde je w ugaona ucestalost.
Struja kao odziv klasi¢nog RC kola na elektromotornu silu zadatu u obliku Hevisajdove funkcije
E(t) = EH (t), prema izrazima (1.7); i (1.8), odredena je sa

odakle se vidi da struja kola, pocevsi od vrednosti %), sa porastom vremena, eksponencijalno opada na
nultu vrednost, Sto je u skladu sa ¢injenicom da napunjeni kondenzator predstavlja prekid za vremenski
konstantnu struju. Sa druge strane, frekvencijska karakteristika modula funkcije prenosa, prema (1.10)q,
monotono raste od negativne beskonacnosti do nule, §to implicira da je RC' kolo propusnik visokih
ucestalosti. Ovakav oblik frekvencijske karakteristike modula funkcije prenosa je o¢ekivan s obzirom da
funkcija prenosa ima nulu u koordinatnom pocetku, kao i jedan realan pol. Argument funkcije prenosa sa
porastom ucestalosti monotono opada sa vrednosti 7 na nultu vrednost, §to je evidentno iz izraza (1.10).
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Ukoliko se elektromotorna sila zada u obliku Hevisajdove funkcije £(t) = EyH(t), struja kao odziv
klasi¢nog RL kola, prema izrazima (1.7)2 i (1.9), odredena je izrazom

i(t):%ofe_%), >0,

odakle se vidi da struja kola, pocevsi od nulte vrednosti, sa porastom vremena, eksponencijalno raste i
asimptotski se priblizava vrednosti %’, §to je u skladu sa Cinjenicom da kalem predstavlja kratki spoj za
vremenski konstantnu struju. Sa druge strane, frekvencijska karakteristika modula funkcije prenosa, prema
(1.11)1, kao posledica postojanja realnog pola monotono opada od nule do negativne beskonacnosti, §to
implicira da je RL kolo propusnik niskih ucestalosti. Argument funkcije prenosa sa porastom ucestalosti

monotono opada sa nulte vrednosti na vrednost —7, §to je evidentno iz izraza (1.11)s.

Klasiéno RLC kolo

Model klasi¢nog RLC kola, formiranog rednom vezom otpornika, klasi¢nog kondenzatora i klasi¢nog
kalema, videti sliku 1.2 i pobudenog elektromotornom silom &, formulige se kori§éenjem drugog Kirhofovog
zakona, kombinovanog sa Omovim zakonom

E(t) = Ri(t) +up(t) + uc(t), (1.12)

koji Laplasovom transformacijom jednacine (1.12) i konstitutivnih jednac¢ina (1.2), uzimajuéi u obzir
nulte pocetne uslove, u kompleksnom domenu dobija oblik

R(rores® +T1es+1) i(s) = Tes&(s), (1.13)
gde su 7c = RC[s] i 7, = £ [s] klasi¢ne vremenske konstante, te se inverznom Laplasovom transforma-
cijom jednacine kola u kompleksnom domenu (1.13) dobija

2

R (mTc d 1) i) = roLe)

az T at

za jednacinu kola u vremenskom domenu.

i, R C L

_»

w vl ow
[ Ux(t) P Uc(t) uL(t) |
~ &y

)

Slika 1.2: Sema klasicnog RLC kola.

Funkcija prenosa koja odgovara struji klasicnog RLC kola, definisana kao koli¢nik Laplasovih slika
struje i elektromotorne sile, sledi u obliku

; 1 1
o1 5) = ) T = 1), (1.14)

¢ é’(s) - Rrires2+1os+1 RrRIR

iz jednacine kola u kompleksnom domenu (1.13). Kvalitativna svojstva impulsnog odziva struje kola zavise
od prirode dva pola funkcije prenosa, dobijena kao nule karakteristi¢nog polinoma (imenioca funkcije
prenosa), te, ukoliko su polovi kompleksno konjugovani brojevi sa negativnim realnim delom, funkcija
prenosa se zapisuje u obliku

1
~(RLC 1 s 1 S+ 3, 1 Y
g s) = — . == S — g . ., (L15)
Elstat) +92 TE\(s+o4) +22 T (s k) v
gde je
1 1
0?2 = >0, (1.16)

TLTe 472



4 GLAVA 1. UVOD

§to, primenom inverzne Laplasove transformacije, daje impulsni odziv struje

1 1 & 1
g = ok ), edeje gy ) = —e T (COS(% " 27,00 > B
koji je harmonijska funkcija sa eksponencijalno opadaju¢om amplitudom. Ukoliko su polovi funkcije pre-
nosa gf‘LC) realni i razliciti, tada je
1 1
v =-0= — — , odnosno v =j{,

47% TLTC

gde je Q dato izrazom (1.16), te se impulsni odziv struje (1.17) transformise u

RLC 1 ric . RLC 1 _ ¢
g )(t)zﬁg% (1), gdeje g )(t)ZEe 7L (Ch(vt)

sh(vt

27V ( )) ’

koji je neoscilatorna, ali moguée nemonotona funkcija vremena, koja tezi u nulu za dovoljno veliko vreme.
U slucaju da funkcija prenosa Q(RLC)

)

(RLC),,, _ 1 (RLO) . (RLC),,, 1 ¢ 1
9; (t) - EQR (t)v gde Je IR (t) = Ee 27L <1 — Ht ,

ima realni dvostruki pol, impulsni odziv je oblika

koji je funkcija koja ima minimum i tezi u nulu za veliko vreme, a ¢iji oblik sledi primenom inverzne
Laplasove transformacije na funkciju prenosa zapisanu u obliku

. (RLC) 1 1 1 1
(8)27 71_2772
TL 5+ﬁ TL (S—l— 1 )
277,

)

dobijenom iz izraza (1.15) kada je 2 = 0, odnosno kada je 7¢ = 471 u (1.16).
Izrazi za moduo i argument funkcije prenosa koja odgovara struji RLC' kola

2
1
Q%RLC) (w)’ = 20log gg%RLc) (w)‘ = —101log (1 + ( — TLOJ) ) i (1.18)
dB Tow
1
arg QE%RLC) (w) = arctan ( — TLw> , (1.19)
TcWwW

dobijaju se uvr§tavanjem s = jw u izraz za funkciju prenosa (1.14). Moduo funkcije prenosa, odnosno
pojacanje, prema izrazu (1.18), je funkcija koja, sa porastom ucestalosti, iz negativne beskona¢nosti raste

. . | ~(RLC) _ _ 1 1 ..
do maksimalne vrednosti |§), (wr) L= 0, ostvarene za w, = TS = vio tesa daljim porastom

ucestalosti tezi ka negativnoj beskonac¢nosti, §to implicira da je RLC kolo propusnik opsega. Ovakav
oblik frekvencijske karakteristike modula funkcije prenosa je posledica postojanja nule funkcije prenosa u
koordinatnom pocetku, koja obezbeduje rast pojacanja za —1—20% na svim ucestalostima, kao i dva pola,
koji na ucestalostima vi§im od svojih unose promenu pojacanja za —20%. Sa druge strane, argument
funkcije prenosa je, prema izrazu (1.19), monotono opadajuca funkcija, koja asimptotski tezi vrednosti
s

5 za niske uCestalosti i prolazeci kroz nulu za w, sa porastom ucestalosti asimptotski tezi vrednosti —%
za, visoke ucestalosti.

1.2 Laplasova transformacija i analiticki metodi inverzije

Laplasova transformacija je jedna od najéesce korigéenih integralnih transformacija u inzenjerstvu.
Posebno je korisna za reSavanje obi¢nih linearnih diferencijalnih jednacina, koje se javljaju pri analizi
elektri¢nih kola. Laplasova transformacija preslikava original, odnosno datu kauzalnu funkciju f(¢), t > 0,
iz vremenskog domena u lik, odnosno u funkciju f (s), Res > sg > 0, u kompleksnom domenu i definisana
je relacijom

F(s) = LI (0))(s) = / " pryetar, (1.20)



1.2. LAPLASOVA TRANSFORMACIJA I ANALITICKI METODI INVERZLIE 5

Inverzna Laplasova transformacija, odnosno original f, odreduje se koris¢enjem slike f primenom Brom-
vicovog integrala

£ = £ FEI0 = 5 [ fs)e s, (1.21)

) Jre,

gde je I's, prava u kompleksnoj ravni, parametrizovana sa s = sg + jp, gde je p € (—00,00). Pored
odredivanja inverzne Laplasove transformacije koriS¢enjem definicije (1.21), inverzija se moze izvriti
mnogobrojnim analiti¢kim i numerickim postupcima. Najces¢i razlozi za nalazenje originala alternativ-
nim natinom su potreba za proverom reSenja dobijenog po definiciji, ili u slu¢ajevima kada je odredivanje
inverzne Laplasove transformacije po definiciji previse kompleksno. Jedan od najcesce koriséenih anali-
tickih metoda za odredivanje inverzne Laplasove transformacije jeste metod konturne integracije, koji ¢e
detaljnije biti opisan u nastavku, ¢emu ¢e prethoditi izlaganje o elementima i teoremama kompleksne
analize na kojima se ovaj metod zasniva. Literatura koja se bavi kompleksnom analizom, kao i njenom
Sirokom primenom, veoma je obimna. Teoreme koje slede u nastavku bice date bez suvisnih detalja i
dokaza, a preuzete su iz sledeée literature [5].

Kosijeva integralna formula

Ako je funkcija f(z) kompleksne promenljive z analiticka u jednostruko povezanoj oblasti G, tada za
proizvoljnu zatvorenu konturu I' unutar oblasti G vazi da je

j{ f(z)dz =0. (1.22)
r

Kosijeva teorema o reziduumima

Ako je funkcija f(z) kompleksne promenljive z u unutranjosti i na zatvorenoj pozitivno orijentisanoj
konturi I' analiticka, osim u kona¢no mnogo tacaka zx, zx € int [, tada je

fép f(z)dz = 27j Y " Res(f(2), z), (1.23)
k

gde je Res(f(2), zx) reziduum funkcije f(z) izracunat u tacki z = zy.

#3 tada je Res(f(2), 2) = -2

Ukoliko je zj pol prvog reda funkcije f(z) = <52
dz

Z=Zk

Princip argumenta

Ukoliko se nezavisna promenljiva z menja duz zatvorene konture v u kompleksnoj ravni, tada je ukupan
broj nula N funkcije f(z) unutar oblasti koja je oivicena konturom ~ odreden promenom argumenta
Aarg f(z) = 2N, pod pretpostavkom da funkcija f nema polove u pomenutom domenu.

Metod konturne integracije

Metod konturne integracije je jedan od analitickih metoda za odredivanje inverzne Laplasove trans-
formacije, a zasniva se na definiciji inverzne Laplasove transformacije. Inverzna Laplasova transformacija
funkcije f moze se odrediti koris¢enjem definicije inverzije (1.21) primenjujuéi Kosijevu integralnu formu-
lu (1.22) ili Kosijevu teoremu o reziduumima (1.23), gde se zatvorena pozitivno orijentisana kontura T
bira tako da kontura I'g, bude njen deo. Naime, ukoliko unutar zatvorene konture I" funkcija f nema izo-
lovanih singulariteta, odnosno ukoliko je funkcija f analiticka unutar konture I, tada je, prema Kogijevoj
integralnoj formuli (1.22), inverzna Laplasova transformacija data izrazom

ft)= ! f(s) e ds,

27 Jr_rg,

a ukoliko izolovani singulariteti postoje, tada je, prema Kogijevoj teoremi o reziduumima (1.23), inverzna,
Laplasova transformacija data sa

ft) = ! f(s)e*tds+ ) Res(f(2), ),
k

27 Jr_rg,

gde je integral po I' — I'p, zbir integrala po svim konturama koje ¢ine konturu I', osim konture I'g;.
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1.3 Frakcioni rac¢un

Navedene su osnovne definicije i svojstva integrala i izvoda necelog reda, a mnogo vise detalja iz
oblasti frakcionog rac¢una i njegove veoma Siroke primene se moze naéi u bogatoj literaturi posvecéenoj
ovoj materiji, videti [10, 19, 21, 35, 40, 46].

Frakcioni integral

Frakcioni integral reda £ > 0, definisan je konvolucijom funkcije f i jezgra stepenog tipa u obliku

£-1 t ’
oIz f (t) = % x f(t) = r(lg) /0 T fif))l_gdtﬂ (1.24)

videti [35], gde je sa I' oznafena Ojlerova gama funkcija, a * oznacava konvoluciju, koja je za kauzalne
signale definisana izrazom
/ F(t)g(t —t')at

Ukoliko je red integrala & celobrojan, tada se frakcioni integral svodi na klasi¢ni, odnosno na dobro
poznatu Kogijevu formulu za n-tostruku integraciju

tn—l 1 t t
ol f(t) = O] x f(t) = D /O G fi,))lndtﬂ (1.25)
gde je u obzir uzeta Cinjenica da je I' funkcija za argument n iz skupa prirodnih brojeva uopstenje
faktorijela, takvo da vazi I'(n) = (n — 1)\

Kako je sa olf oznacen operator frakcione integracije reda &, notacija ¢I; oznacava klasi¢nu jednostruku
integraciju, dok frakcioni integral nultog reda konvergira, u slabom smislu, samoj podintegralnoj funkciji.

Sli¢no operatoru klasi¢ne viSestruke integracije (1.25), operator frakcione integracije (1.24), poseduje
svojstvo asocijativnosti, a takode poseduje i svojstvo komutativnosti, odnosno vazi

ol oIS = oIS oI = (IS¢ za £,¢>0. (1.26)

Laplasova transformacija frakcionog integrala je data izrazom

£ [ ()] () = ¢ (o) (127)

Frakcioni integral harmonijske funkcije nije harmonijska funkcija, ali se ponasa kao harmonijska funk-
cija za dovoljno veliko vreme i dat je izrazom
et L gerre-$) 1ada ¢ o 00, (1.28)

oI5 eI@itd) — _
(jo)* wt

videti [19].

Riman-Liuvilov frakcioni izvod

Postoji vise vrsta frakcionih izvoda, a za razmatrane probleme je koriséen Riman-Liuvilov frakcioni
izvod, koji je definisan izrazom

_d _d t*f
D$ ¢ —x f(t 1.29
ukoliko je red frakcionog izvoda £ € (0,1), a ukoliko je red frakcionog izvoda n + &, gde je n € Ny, a
¢ € (0,1), tada je Riman-Liuvilov frakcioni izvod definisan izrazom

dn+1 dn+1 —£
DY (8 = e o410 = s (=g * 1 0)-

Analogno notaciji koris¢enoj za frakcionu integraciju, kako on oznacava operator frakcionog diferen-
ciranja reda £, notacija ¢D; oznacava klasi¢no jednostruko diferenciranje, odnosno prvi izvod. Riman-
Liuvilov frakcioni izvod (1.29) teZi prvom izvodu ukoliko red frakcionog izvoda teZi jedinici, a ukoliko red
frakcionog izvoda tezi nuli, tada se Riman-Liuvilov frakcioni izvod funkcije svodi na samu funkciju.
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Ukoliko je funkcija f ograni¢ena u nuli, tada se sukcesivnom primenom Riman-Liuvilovih frakcionih
izvoda redova & i ¢ dobija Riman-Liuvilov frakcioni izvod reda £ 4 ¢, odnosno vazi da je

oDf oD f (t) = oDi T f (t), kada &¢ € (0,1).

Laplasova transformacija Riman-Liuvilovog frakcionog izvoda, datog izrazom (1.29), je

c[oDff ()] (5) = s f(s) = ol 57 ()] _ = s5f(s) (1.30)

t=0
i vazi ukoliko je funkcija f ograni¢ena u nuli.
Riman-Liuvilov frakcioni izvod harmonijske funkcije nije harmonijska funkcija, ali se ponaSa kao har-
monijska funkcija za dovoljno veliko vreme i dat je izrazom

oD§ l(@HH9) — (ju)¢ @) = (€ (W) ada ¢ — oo, (1.31)

videti [19].
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Glava 2

Frakciona uopstenja
modela elektri¢cnih elemenata

Standardne konstitutivne relacije kalema i kondenzatora dobro opisuju materijale kod kojih se procesi
polarizacije i magnetizacije deSavaju trenutno, odnosno gde nije bitno uzeti u obzir istoriju tih procesa.
Ukoliko se istorijski fenomeni ne mogu zanemariti, odnosno ukoliko postoji potreba da se oni uzmu u obzir,
tada se klasi¢ne konstitutivne relacije mogu uopstiti dodavanjem ¢lana koji uzima u obzir memorijske
efekte. Kod klasi¢nih memorijskih modela, memorijsko jezgro je eksponencijalnog tipa, Sto implicira
memoriju materijala koja vrlo brzo opada sa vremenom, dok je u slu¢aju memorijskih modela frakcionog
tipa proces relaksacije sporiji i odgovara mu memorijska funkcija stepenog tipa i upravo su takvi modeli
koriséeni za uopstavanje standardnih konstitutivnih relacija.

2.1 Konstitutivne relacije elektri¢nih elemenata

Elektri¢ni elementi napravljeni od materijala kod kojih se procesi polarizacije i magnetizacije ne
deSavaju trenutno, ve¢ zavise od istorije, mogu se modelirati uopstenjem klasi¢ne konstitutivne jednacine
dodavanjem ¢lana koji ukljucuje istoriju fizickog procesa uz ¢lan koji opisuje njegov trenutni doprinos.
Ukoliko koli¢ina naelektrisanja na oblogama kondenzatora ¢ ne zavisi samo od trenutne vrednosti napona
na kondenzatoru uc, veé i od njegove istorije, konstitutivna jednacina se moze pretpostaviti u obliku

Q(t) = CUC(t) + Ca ()It}iauC(t)’ o€ (07 1)7 (21)

a ukoliko model kondenzatora podrazumeva da se napon u¢ izrazava preko trenutne vrednosti kolici-
ne naelektrisanja ¢ na njegovim oblogama, kao i istorije koli¢ine naelektrisanja, tada se konstitutivna
jednacina pretpostavlja u obliku

uclt) = L alt) + g olia(t). we (0,0) (2:2)

U konstitutivnim jednacinama (2.1) i (2.2), operator oI¢, definisan relacijom (1.24), oznacava Riman-
Ljuvilov integral necelog reda, koji je u opstem slucaju reda £ > 0, a parametri C[F|, Cy| %] iC,[Fst]
predstavljaju klasi¢ne i frakcione kapacitivnosti. Iako navedeni modeli imaju isti matematicki oblik, na
osnovu termodinamicke analize sprovdene u slede¢em odeljku, utvrdeno je da sa aspekta proizvodnje i
potrosnje energije, odnosno elektroenergetskog bilansa, oni opisuju elemente sa razli¢itim svojstvima, te
konstitutivni model (2.1) opisuje pasivni (disipativni) kondenzator, dok model (2.2) predstavlja njegov
aktivni (generativni) pandan. Frakcioni elektri¢ni elementi, modelirani relacijama (2.1) i (2.2), mogu se
posmatrati kao paralelna veza klasi¢nog i pasivnog frakcionog kondenzatora, odnosno redna veza klasi¢nog
i aktivnog frakcionog kondenzatora, respektivno.

Konstitutivne relacije pasivnog i aktivnog konenzatora (2.1) i (2.2) moguce je zapisati na ekvivalentan
nacin, izrazavanjem napona uc u funkciji koli¢ine naelektrisanja ¢ u slu¢aju pasivnog kondenzatora,
odnosno izrazavanjem koli¢ine naelektrisanja g preko napona u¢c u sluéaju aktivnog konednzatora

uolt) = 5 alt) + 5y cn (1) = alt), (2.3)
q(t) = Cuc(t) +Cé, c (t) *uc(t), (2.4)

xom

9
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pricemu €, , c, i€, < predstavljaju prve vremenske izvode jednoparametarske Mitag-Leflerove funk-
O ' Cp

cije, definisane izrazima
8777)\ (t) = Eﬂ (—Atn) s gde Ey, (Z) = Z m,
k=0 =\

odnosno izrazavajuéi ih u obliku analognom konstitutivnim jedna¢inama (2.2) i (2.1), respektivno, pri ¢e-
mu memorijsko jezgro viSe nije stepenog tipa veé je oblika Mitag-Lelerove funkcije, §to dodatno naglagava
istorijsku zavisnost izmedu ovih fizickih veli¢ina. Konstitutivna jednacina (2.3), kao ekvivalentni oblik
jednacine pasivnog kondenzatora (2.1), moZe sa aspekta topologije posmatrati kao redna veza klasi¢nog i
uopstenog kondenzatora, dok se konstitutivna jednacina (2.4), kao ekvivalentni oblik konstitutivne jedna-
¢ine aktivnog kondenzatora (2.2), moZe se topoloski posmatrati kao paralelna veza klasi¢nog i uopstenog
kondenzatora.

Ukoliko se Zele uzeti u obzir memorijski efekti magnetskih materijala koriséenih u kalemu, tada se mogu
koristiti jednacine istog matematickog oblika kao i u sluc¢aju frakcionog kondenzatora. Naime, ukoliko se
fluks vektora magnetske indukcije ¢ izrazi u zavisnosti od istorije struje kalema iy, tada se konstitutivna
relacija uzima u obliku

$(t) = Lir(t) + Lgol; %ir(t), B e (0,1), (2.5)

a ukoliko se struja kroz kalem iy, izrazi u zavisnosti od trenutne vrednosti i istorije magnetskog fluksa ¢,
dobija se konstitutivna relacija oblika

1 1

in(t) =7 o(t) + - olio(t), v e (0,1), (2.6)

gde L[H], Ls[ 5] i L,[Hs"] predstavljaju klasicne i frakcione induktivnosti. Na osnovu termodinamié-
ke analize, sprovdene u odeljku 2.2, odnosno sa aspekta proizvodnje i potrosSnje energije na elementu,
utvrdeno je da konstitutivni model (2.5) opisuje pasivni kalem, dok model (2.6) predstavlja aktivni ka-
lem. Elektri¢ni element modeliran relacijom (2.5) predstavlja rednu vezu klasi¢nog i pasivnog frakcionog
kalema, dok se model (2.6) moZe posmatrati kao paralelna veza klasi¢nog i aktivnog frakcionog kalema.

Sli¢no modelima frakcionih kondenzatora, konstitutivnu relaciju pasivnog kalema (2.5) moguce je
zapisati u ekvivalentnom obliku

(1) = 7 60+ T 6y, 1a(0)6(0), (27)

izrazavanjem struje kalema i;, preko magnetskog fluksa ¢, dok se u sluc¢aju konstitutivne relacije aktivnog
kalema (2.6), fluks ¢ moZe izraziti preko istorije struje iz, u obliku

B(t) = Lir(t) + Le, o (1) »ir(0) (2.8
kao $to je to u¢injeno u relacijama (2.6) i (2.5), medutim sa promenjenim memorijskim jezgrom. Relacija
(2.8), koja je po obliku ekvivalentna jednacini (2.6), predstavlja rednu vezu klasi¢nog i uopstenog kalema,
dok jednacina (2.7), koja je po obliku ekvivalentna jednacini (2.5) opisuje paralelnu vezu klasi¢nog i
uopstenog kalema. Dakle, uz odabir odgovarajuéih memorijskih jezgara, razli¢ita topoloska uopstenja
elektri¢nih elemenata mogu opisivati iste fizicke procese.

Konstitutivna jednacina (2.1), odnosno njen pandan (2.3), kao i model (2.5), odnosno njegov pandan
(2.7), su modeli pasivnog kondenzatora i kalema, dok su konstitutivne jednafine (2.2) i (2.4), odnosno
(2.6) i (2.8), modeli aktivnog kondenzatora i kalema.

U cilju formulisanja modela rednih RC, RL i RLC kola, koja ¢e se izucavati u nastavku, koristic¢e se
konstitutivne jednacine elemenata izrazene preko napona i struje kroz element, te konstitutivne jednacine
pasivnog kondenzatora i pasivnog kalema, koji su modelirani relacijama (2.1) i (2.5), respektivno glase

i(t) = C Sue (1) + CaoDfuc(?) (2.9)
un(t) = L %i(t) + LyoDPit), (2.10)

gde ODf, ¢ € (0,1), oznacava operator Riman-Ljuvilovog frakcionog diferenciranja, dat relacijom (1.29),

a dobijene su diferenciranjem relacija (2.1) i (2.5) i upotrebom definicije struje i(t) = Lq(t) u sluéaju
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relacije (2.9), odnosno Faradejevog zakona elektromagnetske indukcije uy (t) = < ¢(t) u slu¢aju jednacine

dt
(2.10).
Konstitutivni model pasivnog kondenzatora (2.9) u grani¢nim slu¢ajevima reda frakcionog izvoda
svodi se na klasi¢ne modele, te se u slu¢aju o = 0 dobija model klasi¢nog kondenzatora paralelno vezanog
sa otpornikom provodnosti G = C, [S]

i(t)y=0C %uo(t) + Guc(t), (2.11)

koji takode odgovara pasivnom elementu, dok se za o = 1 dobija

i(t) = Cu Suc(®) (212)
Sto opisuje klasi¢ni kondezator kapacitivnosti Cp = C' + C,, [F], koji niti rasipa niti generiSe energiju.
Dakle, element opisan relacijom (2.9) pokazuje svojstva klasicnog kondenzatora u paralelnoj vezi sa
frakcionim elementom, ¢ija svojstva interpoliraju izmedu svojstava otpornika i klasi¢nog kondenzatora.
Sli¢no, konstitutivna relacija pasivnog kalema (2.10) se u grani¢nim sluc¢ajevima kada je red frakcionog
izvoda 8 = 0, odnosno kada je 8 = 1, transformiSe u

ur(t) =L %z(t) + Ri(t), odnosnou wur(t) = Lq %i(t),
§to odgovara rednoj vezi klasi¢nog kalema i otpornika otpornosti R = L[], odnosno klasi¢nom kalemu
induktivnosti L = L+ Lg[H]. Dakle, element opisan relacijom (2.10) pokazuje svojstva klasi¢nog kalema
redno vezanog sa frakcionim elementom ¢ija svojstva interpoliraju izmedu svojstava otpornika i klasi¢nog
kalema.

Kounstitutivne jednacine pasivnog kondenzatora i kalema u kompleksnom domenu

i(s) = (C's+ Cy s¥) e (s), (2.13)
ar(s) = (Ls+Lgs") i(s), (2.14)

dobijene su primenom Laplasove transformacije na konstitutivne jednac¢ine u vremenskom domenu (2.9) i
(2.10), koris¢enjem Laplasove transformacije Riman-Ljuvilovog frakcionog izvoda, date relacijom (1.30),
uzimajuéi u obzir nulte pocetne uslove. Na osnovu konstitutivnih jednacdina pasivnog kondenzatora i
kalema (2.13) i (2.14), dobijaju se izrazi za impedansu disipativnog kondenzatora i impedansu pasivnog
kalema u kompleksnom domenu

Sy, _ Go(s) 1
ZC (S) E(S) - CS + Ca 8a7 (2'15)
20 =8 o (2.16)

i(s)

Ukoliko se elektri¢ni elementi posmatraju u kvazistacionarnom rezimu, odnosno ukoliko se struja i
odgovarajuéi naponi pretpostave u obliku harmonijskih funkcija

i(t) =g ej(“’t+¢i), uc(t) = uco ej(”t+¢0), i u(t)=wuro ej(“’“‘d’L)7 (2.17)

gde su ig, uco i ure amplitude, a ¢,, ¢ 1 ¢ faze, tada se uvrStavanjem izraza (2.17) za struje i
napone u konstitutivne jednacine pasivnih elemenata u vremenskom domenu (2.9) i (2.10) i kori§¢enjem
asimptotike Riman-Ljuvilovog frakcionog izvoda za veliko vreme (1.31) dobijaju izrazi za admitansu
pasivnog kondenzatora i impedansu pasivnog kalema u obliku

i t M Hye s
Y (w) = M) el 40wt ol (2.18)
ug(t)
t x B
Zéd)(w) = ulL(t()) =Lwe? + Lgw? eJﬁT, (2.19)
tako da su odgovarajuce impedanse
Zéfi) () 1 _ Cow® cos - —j (Cw + Cpw® sin %) (2.20)

- Y(gd)(w) C?w? +20Cw' o sin 4 + C2w?e 7
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Zéd) (w) = Lpw” cos B% +j (Lw + Lsw” sin B;) . (2.21)

Admitansa pasivnog kondenzatora (2.18) i impedansa pasivnog kalema (2.19) mogu se dobiti iz konsti-
tutivnih jednadina pasivnog kondenzatora i kalema u kompleksnom domenu (2.13) i (2.14) uvrstavanjem
s = jw.

Konstitutivne jedna¢ine aktivnih elemenata (2.2) za aktivni kondenzator i (2.6) za aktivni kalem,
izrazene preko napona i struje, dobijaju oblike

. [y
uc(t) = = olei(t) + = ol i(2), (2.22)
c c,
, 1 1.
i(t) = = olyur(t ) + — 01t1+ UL(t), (2.23)
L L,
upotrebom izraza q(t) = f(f i(t')dt' = ¢1}i(t) u sluéaju modela (2.22), odnosno izraza ¢(t) fo ur (t)dt =

oltur(t) u sludaju jednacine (2.23), pod uslovom da je ¢(0) = 0 i ¢(0) = 0, kao i kori§¢enjem SVOJStva
polugrupe za frakcione integrale (1.26).

Konstitutivni model aktivnog kondenzatora (2.2) u grani¢nom slu¢aju kada je red integracije p = 0,
svodi se na

uc(t) = =—q(t), (2.24)
-1
§to opisuje klasi¢ni kondenzator kapacitivnosti Cy = (% + %) [F], dok se u slu¢aju p = 1 konstitu-

tivni model (2.2) svodi na model sa uniformnom memorijom

welt) = a0+ 5 [ at)ar. (2.25)

§to odgovara rednoj vezi klasi¢nog kondenzatora i elementa sa uniformnom memorijom. Dakle, element
opisan relacijom (2.22) pokazuje svojstva klasi¢nog kondenzatora redno vezanog sa frakcionim elementom
¢ija svojstva interpoliraju izmedu svojstava klasi¢nog kondenzatora i elementa sa uniformnom memorijom.
Model aktivnog kalema (2.6), u grani¢nim slucajevima kada je red frakcionog integrala v = 0, odnosno
kada je v = 1, svodi se na konstitutivne jednacine

)= 7 6() 1 in(t) = 7o) + o / ot (2.26)

koje odgovaraju modelu klasi¢nog kalema induktivnosti L, = L+L [H], odnosno modelu induktivnog
elementa koji se moze posmatrati kao paralelna veza klasi¢nog kalema i elementa sa uniformnom me-
morijom. Dakle, element opisan relacijom (2.23) pokazuje svojstva klasi¢nog kalema paralelno vezanog
sa frakcionim elementom c¢ija svojstva interpoliraju izmedu svojstava klasi¢nog kalema i elementa sa
uniformnom memorijom.

Analogno slu¢aju pasivnih elemenata, primenom Laplasove transformacije na konstitutivnu jednacinu
(2.22), koja odgovara aktivnom kondenzatoru, kao i na model (2.23), koji odgovara aktivhom kalemu,
dobija se

el = (g5 + Cﬂ) i(s), (2.27)
i) = (75 + 1o ) 1206 (2.29)

pri ¢emu je koris¢ena Laplasova transformacija frakcionog integrala (1.27). Koris¢enjem konstitutivnih
jednacina aktivnog kondenzatora i kalema u kompleksnom domenu (2.27) i (2.28), dobija se impedansa
generativnog kondenzatora i impedansa generativnog kalema u kompleksnom domenu u obliku

5(2) dc(s) 1 1
7 A 2.2
$=%6 =0 T ae (229)
. i (¢ 1 LL,s'*
7 (s) = Bele) _ — = G (2.30)

’AL(S) ﬁ + L, st Ly sY + L
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Ponasanje aktivnih elemenata u kvazistacionarnom rezimu se odreduje analognim postupkom kao i u
slu¢aju pasivnih elemenata: uvr§tavanjem struje i odgovarajuéih napona u obliku harmonijskih funkcija
(2.17) u konstitutivne jednacine aktivnih elemenata u vremenskom domenu (2.22) i (2.23) i korig¢enjem
asimptotike frakcionog integrala za veliko vreme (1.28), iz Cega slede izrazi za impedansu aktivnog kon-
denzatora i admitansu aktivnog kalema

H 1 1 1 1
Z(g) = HC( = = — —_
W =50 T Cwt TG iR
i) 1 1 1 1
y(® _ i( -
L (@) u;(t) L wez + L, i4veit 2’

dok su odgovarajuée impedanse date izrazima

sin £ 1 cos &F
28 =gt~ \ew gt 2.31
o (w) Cwlth J Coo + Cooltr ) ( )
! LSinﬂ*j(Lyw”JrLcosﬂ)
Z(g) N —LLV 1+v 2 5 . 2,39
C (w) YL(g)(w) w L2w?” + 2LL,w" cos V2i T2 (2.32)

Analiza prelaznog rezima uopstenih elektri¢nih kola sa memorijskim svojstvima, koja su modelirana
frakcionim ra¢unom, sprovedena je u [20, 22|, razmatranjem klasi¢cnih RLC i RC kola i uopStenjem
odgovarajuc¢ih jednag¢ina, zamenom celobrojnih vremenskih izvoda frakcionim. Termodinamicka analiza,
sprovedena u prostoperiodi¢nom rezimu rada elementa u [23, 24], implicira da uopsteni modeli elemenata,
pored kapacitivnog i induktivnog karaktera, karakteristi¢nog za klasi¢ne elemente, uzimaju u obzir kako
potrosnju tako i proizvodnju elektri¢ne energije i zbog toga se uopstenje promenom konstitutivnih relacija
elektri¢nih elemenata, ¢ini fizi¢ki smislenijim, naroc¢ito ukoliko je posledica konstitutivnih modela koji
opisuju interakciju elektromagnetnog polja i materijalne sredine, kao §to je to ucinjeno u [42, 60, 61].
Razlicite definicije snage za kola koja sadrZe frakciono uop$tene elemente razmatrane su u [65], gde su
predlozene definicije za prividnu, aktivnu, reaktivnu i rasipnu snagu frakcionih elemenata. Kapacitivnost
i induktivnost necelog reda se takode razmatraju u [37, 56, 62]. Valjanost frakcionog uopstenja na nivou
elektri¢nih elemenata lezi u moguénosti adekvatnog opisa fizickih procesa, kao §to je razmatrano u [69].
Analiza frakcionih sistema sprovedena je u [66, 67|, gde su dati prakti¢ni primeri realizacije takvih sistema
i njihove dinamicke osobine.

Prakti¢ni primeri primene frakcionih modela elektri¢nih elemenata su superkondezatori, ultrakonden-
zatori i elektrohemijski dvoslojni kondenzatori (EDLC) razmatrani u [2, 4, 18, 30, 34, 38, 39, 49]. Super-
kondenzatori i ultrakondenzatori modelirani su jedna¢inama, poc¢evsi od linearnih konsitutivnih jednacina
dobijenih kombinovanjem otpornika i frakcionih kondenzatora, kao u [15, 47, 48], pa sve do nelinearnih
modela predlozenih u [18]. Prisustvo istorijskih fenomena u elektrohemijskim dvoslojnim kondenzatorima
eksperimentalno je ispitivano u [4]. Primena frakciono uopstenih elemenata u elektroenergetici ilustro-
vana je u [17]. U [31] se razmatraju frakcioni modeli kondenzatora koji imaju red izvoda veéi od jedan,
zajedno sa njihovim ponaSanjem kao elementima kola. Frakcioni elementi mogu se proizvesti sa zeljenim
karakteristikama, kao $to je prikazano u [32, 36, 41], dok je u [7, 8] prikazana njihova realizacija kori§ce-
njem elementa konstantne faze. Frakcioni modeli kalema i kondenzatora se takode koriste za preciznije
modeliranje sloZene elektri¢ne mreze, kao §to je uradeno u [55, 71], dok su u [11, 12, 13, 14] frackioni
modeli primenjeni na modeliranje vodova, odnosno kola sa raspodeljenim parametrima, gde je analiziran
tranzijentni rezim elektri¢nog voda, kao i njegove frekvencijske karakteristike.

Pregled karakteristika frakcionih elemenata, zajedno sa njihovim razli¢itim realizacijama i njihovim
primenama u modeliranju razli¢itih pojava dati su u [57], dok je pregled primene frakcionog ra¢una u mo-
deliranju svojstava superkondenzatora predstavljen u [3]. Sveobuhvatni materijal u vezi sa modeliranjem
klasi¢nih i frakcionih sistema, prostiranja signala i kola necelog reda nalazi se u [44, 45, 70].

2.2 Energetski bilans elemenata u kvazistacionarnom rezimu

Termodinamicke osobine uopstenih elektri¢nih elemenata: pasivnog kondenzatora i pasivnog kalema,
modeliranih konstitutivnim jednacinama (2.1) i (2.5), kao i aktivnog kondenzatora i aktivnog kalema,
modeliranih konstitutivnim jednacinama (2.2) i (2.6), analiziraju se razmatrajuci kvazistacionarni rezim
datog elementa, tako §to se napon na elementu pretpostavi u obliku harmonijske funkcije

u(t) = ug e, (2.33)
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amplitude ug i ugaone ucestalosti w, §to, usled linearnosti konstitutivnih jednacina, implicira da je i struja

prostoperiodi¢na funkcija oblika
i(8) = i eI+, (2.34)

amplitude ig, iste ucestalosti kao i napon (2.33), ali fazno pomerena za ugao ¢, u odnosu na napon.
Veli¢ine koje imaju fizicko znacenje u (2.33) i (2.34) su trenutna vrednost napona i trenutna vrednost
struje
u=Reu 1 ¢=Rei,

respektivno, te se elektri¢na energija na uops§tenom elementu tokom periode 7', data izrazom

(n+1)T (n+1)T 1
W = / i(t) dt = ugio / cos(wt) cos(wt + ¢;) dt = §u0i0T oS ¢;
nT

disipira ukoliko je cos¢; > 0, a generiSe ako je cos¢, < 0. Prema tome, element disipira energiju, tj.
smatra se pasivnim, ako se, pretpostavljajucéi kvazistacionarni rezim rada elementa, odnosno pretposta-
vljajuéi napon i struju u obliku (2.33) i (2.34) u njegovoj konstitutivnoj jednacini, za sve ucestalosti w
dobija cos¢, > 0, odnosno element generiSe energiju, tj. smatra se aktivnim, ako se, pretpostavljajuci
kvazistacionarni rezim rada elementa, odnosno pretpostavljajuéi napon i struju u obliku (2.33) i (2.34) u
njegovoj konstitutivnoj jednacini, za sve ucestalosti w dobija cos ¢; < 0.

Umesto uvr§tavanja izraza (2.33) i (2.34) za prostoperiodi¢ni oblik napona i struje u konstitutivnu
jednacinu elementa, izrazi za cos ¢, i sin ¢, bice izvedeni koris¢enjem impedanse elementa Z i Omovog

zakona
u(t) = Zi(t),
na osnovu koga se, uz pomo¢ (2.33) i (2.34), dobija da je

U i . . ReZzZ . . ImZ
Z = —e % odakle sledi da je cos¢, = i sing, = ————.
io A Y %=z

U slucaju pasivnog kondenzatora, iz izraza za impedansu (2.20) se dobija
. (d) . w am
sing;(w) = |Z5" (w)| (Cw + Cq w® sm? >0 i cos¢;(w Z )| Cow cos?>0,
dok iz izraza za impedansu pasivnog kalema (2.21) sledi

1 1
sin ¢; (w) = — ’ <Lw+L[3w sin 52 > <0 i cos¢;(w)= ‘Lﬂwﬁ cosﬂ—z7r > 0.

d d
280 () 20 (w)|
Sa druge strane, u slu¢aju aktivnog kondenzatora, iz izraza za impedansu (2.31), nalazi se

1 1 . pm
sin — < 0,
28 ()| Cuw™ 2

. 1 1 1 W .
sin ¢, (w) = —— (—i—cos) >0 i cos¢;(w)=—
‘Z(cg;)(W)’ Cw  Cuuwltr 2

dok za aktivni kalem izraz za impedansu (2.32) daje

. 1 1 v . 1 . vm
sin ¢, (w) = — ‘ngg)(w)‘ (Lw + T i+ ¢S 2) <0 i cos¢;(w)=— ‘Z(Lg)(w)’ T i S5 < 0.

Dakle, i kondezator i kalem, modelirani jedna¢inama (2.1) i (2.5), rasipaju energiju i stoga se smatraju
pasivnim elementima, buduéi da je cos ¢;(w) > 0 za sve ulestalosti w, dok i kondenzator i kalem, mode-
lirani koriS¢enjem (2.2) i (2.6), generiSu energiju i stoga se smatraju aktivnim elementima, s obzirom da
je cos ¢, (w) < 0 za svako w. Sa druge strane, znak sin ¢; govori o tome da li element ima induktivni ili
kapacitivni karakter, jer u slu¢aju kalema za sve ucestalosti w vazi da je sin ¢, (w) < 0, §to implicira da
struja fazno kasni za naponom, dok u slu¢aju kondenzatora za sve ucestalosti w vazi da je sin ¢;(w) > 0,

§to implicira da struja fazno prednjaci u odnosu na napon.
Konstitutivni model aktivnog kondenzatora u graniénom slucaJu kada je red integracije u = 1, dat

izrazom (2.25) u kome je naelektrisanje zapisano u obliku ¢(¢ fo t")dt’ uz pretpostavku ¢(0) = 0,
postaje
1 _ 1 )
uc(t) = rol olyi(t) + c, ol7i(t)
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i opisuje kapacitivni element koji generiSe energiju, jer se u kvazistacionarnom stanju, tj. kada su napon
i struja prostoperiodi¢ne funkcije oblika (2.33) i (2.34), dobija

< 0.

] 1
sing(w) = 2 — >0 i cosgy(w)= _:T(;c =
o

Analogno, u slucaju aktivnog kalema kada je red integracije v = 1, uz pretpostavku da su napon i struja
prostoperiodi¢ne funkcije oblika (2.33) i (2.34), iz modela (2.26)2, uz koridcenje ¢(t) = [y ur(t')dt" i
¢(0) = 0, dobija se

Uup 1 (%) 1

sin ¢, (w) = ~% Lo <0 i cos¢;(w)=—

— <0
ig L, w? ’

na osnovu ¢ega se zakljuCuje da je u pitanju generativni element induktivnog karaktera.
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Glava 3

RC 1 RL kola sa frakcionim elementima

Konstitutivnim jednadinama pasivnog ili aktivnog kalema i kondenzatora modelirani su odgovarajuéi
elementi u RC i RL kolima, te se koris¢enjem konstitutivnih modela elemenata, zajedno sa drugim Kir-
hofovim i Omovim zakonom, dobijaju obi¢ne frakcione diferencijalne jedna¢ine u vremenskom domenu,
koje opisuju prelazne procese u kolu. Jednacine RC' i RL kola sa frakcionim elementima su reSene, te su
njihova reSenja kvalitativno analizirana i koriSéena kako bi se dobili ilustrativni numericki primeri. Pona-
Sanje frakcionih RC' i RL kola analizirano je i u kvazistacionarnom rezimu, §to je iskori§é¢eno za analizu
njihovog elektroenergetskog bilansa, kao i za analizu frekvencijskih karakteristika modula i argumenta
funkcija prenosa.

3.1 Formulacija modela frakcionih RC' i RL kola
3.1.1 Model frakcionog RC' kola

Ukoliko se RC' kolo pobudi elektromotornom silom &, njegovo ponaSanje u tranzijentnom rezimu
odredeno je drugim Kirhofovim zakonom, koji kombinovan sa Omovim zakonom glasi

E(t) = Ri(t) + uc(t), (3.1)

bududi da se kolo sastoji od otpornika otpornosti R vezanog redno ili sa pasivnim kondenzatorom mode-
liranim jednac¢inom (2.9), ili sa aktivnim kondenzatorom modeliranim jednacinom (2.22), §to je prikazano
na slikama 3.1 i 3.2. Primenom Laplasove transformacije, definisane relacijom (1.20), na drugi Kirhofov
zakon u vremenskom domenu (3.1), dobija se

E(s) = Ri(s) + uc(s),

odnosno

E(s) = (R + Zc(s)) i(s), (3.2)

izrazavanjem napona na kondenzatoru uc koriSéenjem kompleksne impedanse kondenzatora Zc, te je
izrazom )

i(s) 1

E(s) R+ Zc(s)

definisana funkcija prenosa kao koli¢nik Laplasovih transformacija struje i elektromotorne sile. Model RC
kola u vremenskom domenu se dobija primenom inverzne Laplasove transformacije na jednacinu (3.2),
odnosno na njoj ekvivalentnu jedna¢inu (3.3).

U slucaju disipativnog RC' kola, prikazanog na slici 3.1, koriséenjem izraza za kompleksnu impedansu
pasivnog kondenzatora (2.15), za funkciju prenosa koja odgovara struji se, iz relacije (3.3), dobija

9i(s) =

(3.3)

J(RO—a), \ _ i(s) 1 _ 1 TestTas® 1 1- gD 4
gi (8)_5(5)_R+Zgi)($)_RTCS+TaSa+1_R( e (S))’ (3-4)
gde je
~(d 1
PP P — 5)
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|Ce. i, R (Cy1C

Ur(t Uc(t Ux(t) Uc(t
&&Q& &) “

Slika 3.1: Sema disipativnog RC' kola. Slika 3.2: Sema generativnog RC' kola.

odakle sledi model disipativnog RC' kola u kompleksnom domenu
R(Tcs+ Tas®+1)i(s) = (Tes + Tas®) E(s), (3.6)

pri ¢emu je 7¢ = RC [s] klasi¢na, dok je 7, = RC,, [s?] frakciona vremenska konstanta. Primenom inver-
zne Laplasove transformacije na jedna¢inu (3.6), dobija se jednacina disipativnog RC kola u vremenskom
domenu

d o . d o
R<7’Cdt—|—7a0Dt —|—1>’L(t): (Tcdt +Ta()Dt)g(t), (37)

Cije je reSenje tranzijentni odziv struje kola na pobudu zadatu u vidu elektromotorne sile. Analogno,
uvrstavanjem izraza za kompleksnu impedansu aktivnog kondenzatora (2.29) u izraz za funkciju prenosa

(3.3), dobija se funkcija prenosa koja odgovara struji generativnog RC' kola, prikazanog na slici 3.2, u
obliku

~(RC—g) i(s) 1 1 Tus 1 ( (&) )
( - %) - =_—(1- , 3.8
W = 2 S w e e Ee 1 - R (L (3.5)
gde je
) %s“ +1
98 (5) = — 72

I+p 1 Tooop ?
TuS + 5 +1

dok je 7, = RC,, [s1*#] frakciona vremenska konstanta. Primenom inverzne Laplasove transformacije na
jednacinu generativnog RC' kola u kompleksnom domenu

R<1+11+ L. )%(s)zé(s),

Tes Ty sHTR

koja sledi iz jednacine (3.8), dobija se jednafina generativnog RC' kola u vremenskom domenu u obliku

1 1
R(udﬁa?ﬂuwsm, (3.9)
TC Tu

Cijim je reSenjem odredena struja kola kao odziv u tranzijentom rezimu na zadatu elektromotornu silu
kao pobudu.

Pored funkcije prenosa koja odgovara struji RC' kola, definisane izrazom (3.3), moZe se defininisati i
funkcija prenosa

uc(s ZC s)i(s A R Zc s
o) _ ZellS) _ sy iu(s) = -2
E(s) E(s) R+ Zo(s)
koja odgovara naponu na kondenzatoru. U sluéaju disipativhog RC kola, upotrebom izraza za kompleksnu
impedansu kondenzatora (2.15), funkcija prenosa (3.10) se dobija u obliku

ge(s) =

(3.10)

_dcls) 250 ! (3.11)
E(s) R—FZA((/?)(S) TeS+Tas*+1’

videti i jednacine (3.4) i (3.5), koja je u nastavku koriS¢ena za odredivanje odziva kola u prelaznom
rezimu, kao i jednacine disipativnog RC kola u kompleksnom domenu

(Tes + Tas® + 1) o (s) = E(s),
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koja povezuje napon na pasivnhom kondenzatoru iuc sa elektromotornom silom &, ¢ijom se inverzijom
dobija odgovarajuca jednacina u vremenskom domenu

(7 55+ 7ooDE +1) ucl) = €00 (312

Jednagina kola (3.12) je nasla primenu u modeliranju procesa punjenja i praZznjenja superkondenzatora,
proucavanog u [64]. Funkcija prenosa koja povezuje napon na kondenzatoru i elektromotornu silu u
Laplasovoj slici za aktivno RC kolo, dobija se koris¢enjem izraza (3.10) i kompleksne impedanse aktivnog
kondenzatora (2.29) u obliku

() - dols) 28 _ sEs Al 1
ge (s) = — o 5(8) oy p 4 Tugp 4] (3.13)
S(S) R + ZC (5) THS + Tcs +

i koristi se u nastavku za odredivanje odziva kola u prelaznom rezimu, kao i jednacine aktivnog RC' kola
u kompleksnom domenu

TC TC

(TH81+H g Tign 1) tc(s) = (T“s“ + 1) £(s),

izrazene preko napona na kondenzatoru ¢ i elektromotorne sile £, iz koje se, primenom inverzne Lapla-
sove transformacije, dobija odgovarajuca jednacina u vremenskom domenu

T T
(rM oD T 4 % oD} + 1) uc(t) = (T‘C oD} + 1) E(t). (3.14)

3.1.2 Model frakcionog RL kola

U slucaju disipativnog RL kola, prikazanog na slici 3.3, koje se sastoji od otpornika redno vezanog sa
pasivnim kalemom konstitutivno modeliranim relacijom (2.5), odnosno u slu¢aju generativnog RL kola,
prikazanog na slici 3.4, kod koga je otpornik redno vezan sa aktivnim kalemom, opisanim relacijom (2.6),
ponasanje kola u prelaznom rezimu odredeno je drugim Kirhofovim zakonom

E(t) = Ri(t) + ur(t), (3.15)

koji je kombinovan sa Omovim zakonom. Model RL kola u kompleksnom domenu
E(s) = (R—i— z“L(s)) i(s), (3.16)

dobija se uvrstavanjem napona na kalemu tuy,, izrazenog koriséenjem kompleksne impedanse kalema Z L,
u Kirhofov zakon u kompleksnom domenu, koji je dobijen primenom Laplasove transformacije na (3.15),
te funkcija prenosa koja odgovara struji RL kola, data izrazom

9i(s) = (s) : (3.17)

sledi iz jednacine (3.16). Model RL kola u vremenskom domenu se dobija primenom inverzne Laplasove
transformacije na jedna¢inu (3.16), odnosno na njoj ekvivalentnu jednag¢inu (3.17).

i, R L Ly

L A
Ux(t) uL(t)
[ I0)

Slika 3.3: Sema disipativnog RL kola. Slika 3.4: Sema generativnog RL kola.
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U slucaju pasivnhog RL kola sa slike 3.3, koriSéenjem izraza za kompleksnu impedansu disipativnog
kalema (2.16), za funkciju prenosa koja odgovara struji se iz (3.17) dobija

&) R+Z0(s) Rrustrsil R

K2

Ry _ 1(5) 1 1 1 L RL=a) () (3.18)

gde je L(}E%RL_d) funkcija prenosa koja odgovara naponu na otporniku, odakle sledi jednac¢ina disipativnog

RL kola u kompleksnom domenu

R(TLS—FTBSﬁ—Fl) i(s) = E(s), (3.19)
gde je 7 = % [s] klasi¢na, dok je 74 = L—Ff 9] frakciona vremenska konstanta. Primenom inverzne

Laplasove transformacije na jednacinu (3.19), dobija se jedna¢ina

R (m % +750D? + 1) i(t) = E(t), (3.20)

koja modelira disipativno RL kolo u vremenskom domenu. Matematicki oblici funkcija prenosa gf‘L‘d)

i
g(cd), datih izrazima (3.18) i (3.11), su isti, te nije iznenadujuce da jednacina disipativnog RL kola (3.20) i
jednacina disipativnog RC kola izraZena preko napona na kondenzatoru (3.12) imaju ekvivalentnu formu.
Korig¢enjem izraza za kompleksnu impedansu aktivnog kalema (2.30), funkcija prenosa koja odgovara

struji, data izrazom (3.17), dobija oblik

(RL— i(s) 1 1 Tes" 41 1 ®L-
06 = 40 = e = e~ R (3:21)
) R+7P(s) BT E s+
gde je Q%RL_g) funkcija prenosa koja odgovara naponu na otporniku, a 7, = LT%’ [s1*¥] je frakciona

vremenska konstanta. Jednacina generativnog RL kola, prikazanog na slici 3.4, u kompleksnom domenu

R (TV81+V + g4 1) i(s) = (TVSV + 1> E(s),

TL TL

sledi iz izraza (3.21), te primenom inverzne Laplasove transformacije dobija oblik
R (TV oD} v oDy + 1) i(t) = (T" oDy + 1) E(t) (3.22)
TL TL

i modelira rezim rada aktivnog RL kola u vremenskom domenu. Matematicki oblici funkcija prenosa
ngL*g) i Q(Cg), datih izrazima (3.21) i (3.13), su isti, te nije iznenadujuée da jednacina generativnog
RL kola (3.22) i jednac¢ina generativnog RC kola izraZena preko napona na kondenzatoru (3.14) imaju
ekvivalentnu formu.

Pored funkcije prenosa koja odgovara struji RL kola (3.17), kao i u slu¢aju RC kola, moZe se definisati

i funkcija prenosa
. ar(s)  Zp(s)i(s) 4 . Z1(s)
us) = 2O AN _ g 5,0y = 2
E(s) E(s) R+ Zp(s)
koja odgovara naponu na kalemu. Funkcija prenosa koja povezuje napon na kalemu i elektromotornu silu
u Laplasovoj slici za disipativno RL kolo, dobija se koris¢enjem izraza (3.23) i kompleksne impedanse

disipativnog kalema (2.16) u obliku

(3.23)

N >(d) B

~ ur (s Z; (s TS+ Tgs (RL—

90(s) = L) _ LA((d)) - L+ [;3 =1—gp Y, (3:24)
E(s)  R+2yV(s) TrstTast+1

odakle se dobija jednacina disipativnog RL kola u kompleksnom domenu
(s + 7557 + 1) ar(s) = (tos+ Tﬁsﬁ) E(s),

izrazena preko napona na kalemu 4y i elektromotorne sile £, ¢ijom se inverzijom dobija odgovarajucéa
jednacina u vremenskom domenu

d d
<TLdt+7'gon+1) uL(t): <TLdt+7'gon> S(t) (325)
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Korigéenjem izraza (3.23) kojim je definisana funkcija prenosa, kao i izraza za kompleksnu impedansu
aktivnog kalema (2.30), dobija se funkcija prenosa

@ als)  ZP(s) Ty st _{_ s(RL-g)
ar () = 3 - S8 oy 4v 4 Tegr 11 R
E(s) R+Z(s) Tvs ™At

, (3.26)

koja povezuje napon na kalemu i elektromotornu silu u Laplasovoj slici za generativno RL kolo. Jednacina
aktivnog RL kola u vremenskom domenu, izraZzena preko napona na kalemu i elektromotorne sile, dobija
se u obliku

1 1
(1 + —ol} + — 01%*”) ur(t) = E(t), (3.27)
TL Ty

primenom inverzne Laplasove transformacije na jednacinu u kompleksnom domenu

(1+11+1 ! )aL(s)é(s),

T 8§ T, sitv

koja sledi iz funkcije prenosa (3.26). Kako jednacine koje povezuju struju RL kola i elektromotornu silu
imaju ekvivalentni oblik kao i jednac¢ine RC kola koje povezuju napon na kondenzatoru i elektromotornu
silu, tako i jedna¢ine RL kola (3.25) i (3.27), koje povezuju napon na kalemu i elektromotornu silu dele
isti oblik sa jednacinama (3.7) i (3.9), koje povezuju struju RC kola i elektromotornu silu.

3.2 Tranzijentni i kvazistacionarni rezim frakcionih RC i RL kola

3.2.1 Tranzijentni rezim

Struja RC kola i napon na generalizovanom kondenzatoru u tranzijentnom rezimu RC kola, odredeni
su inverznom Laplasovom transformacijom definicionih izraza za funkcije prenosa (3.4) i (3.11) u slucaju
pasivnog kondenzatora, odnosno izraza (3.8) i (3.13) u slucaju aktivnog kondenzatora i dati su u obliku

i(t) =gi(t)«£(t) 1 we(t)=gc(t) =), (3.28)

koji predstavlja konvoluciju elektromotorne sile i impulsnog odziva struje g;, odnosno impulsnog odziva

napona na kondenzatoru gc. Ukoliko su poznati impulsni odzivi napona na kondenzatoru g(cfi )i g(c‘?), tada

(RC—d) .

se impulsni odzivi struje RC kola g; i ggRC_g) lako odreduju inverznom Laplasovom transformacijom

izraza (3.4) i (3.8), koja daje .
glt) =  (5(0) ~ ge 1), (3.20)

gde § predstavlja Dirakovu delta funkciju.
Impulsni odzivi ggi ) gég), tj. naponi na pasivnom i aktivnom kondenzatoru kao posledica primene
elektromotorne sile u obliku Dirakove delta funkcije, dobijeni su primenom inverzne Laplasove transfor-

macije na funkcije prenosa (3.11) i (3.13) i imaju sledeci oblik

1 [ < si
g(g) (1) = 7/ Tap SIH(OHT). e Ptdp i (3.30)
TJo |1—Tep+ Tapelon|

s5 " (:—gs’g + 1)
(T 70) oo & 122

TC

jtIms —|Reso|t
ol o] el 0|7

1 [® 14+p g
g(cg) (t) = _7/ TupP sin (pm) ze_ptdp +2Re
T ‘1—7;10“ (p—%ﬁj‘”

(3.31)

pri ¢emu je sg pol funkcije prenosa g(cg), date izrazom (3.13), koji lezi u gornjem levom kvadrantu kom-

pleksne ravni i dobijen je kao reSenje jednacine

14+p TM " _

Tus + —=s"4+1=0,
TC

kao 8to je pokazano u odeljku 3.2.1. Impulsni odzivi g(cii) i g(c‘?), dati izrazima (3.30) i (3.31), odredeni

su koriS¢éenjem definicije inverzne Laplasove transformacije. Ta¢nije, impulsni odziv ggi ), dat sa (3.30),
nije odredivan, posto predstavlja reSenje obi¢ne diferencijalne jedna&ine (3.12), koja je dobro poznata kao
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uopstena jednacina frakcione relaksacije, videti jednacinu (4.1) u [21], gde je ova jednacina reSena i gde je
analizirano njeno asimptotsko ponasSanje, dok impulsni odziv g(cg), dat izrazom (3.31), predstavlja jezgro
refenja frakcione integralne jednacine (3.9) i odreden je u odeljku 3.2.1.

Tako su posledice konstitutivnih jednaina pasivnog i aktivnog kondenzatora (2.1) i (2.2), koji fizicke
veli¢ine povezuju na isti nacin (uzimajuéi u obzir trenutni doprinos, ali i istoriju koris¢enjem memo-

rijskog jezgra stepenog tipa), impulsni odzivi g(cfi) i g(C%)

imaju potpuno razli¢ita kvalitativna svojstva.
Naime, impulsni odziv ggi), dat izrazom (3.30), je kompletno monotona funkcija, tj. pozitivna, opadajuéa,

konveksna funkcija, §to je posledica pozitivnosti podintegralne funkcije

Top® sin(am)

K(p) = »
[1—T1ep+ Ta,z)“elo”r|2

iz izraza za impulsni odziv ggi), dok je impulsni odziv g(cg) oscilatorna funkcija, ¢ija je obvojnica ekspo-
nencijalno opadajuca funkcija, §to je posledica oblika drugog ¢lana u izrazu (3.31) za impulsni odziv g(cg),
pri ¢emu je prvi ¢lan izraza funkcije prenosa (3.31) negativna, rastuca, konkavna funkcija, §to je posledica
kompletne monotonosti integrala.

Ukoliko RL kolo sadrzi pasivni kalem, tada je impulsni odziv struje dat izrazom

_ 1 _
g V(@) = Zgf V@), gde je

R R
_ 1 [ F si
i =2 [T O g, (3.2)
mJo |1—7Lp+TaplefT|

koji ima identi¢ni matematicki oblik kao i impulsni odziv napona na kondenzatoru ggi ), dat izrazom

(3.30), 8to je posledica identi¢nih matematickih oblika funkcije prenosa koja odgovara struji disipativnog
RL kola g§RL*d) i funkcije prenosa ggl ), koja odgovara naponu na pasivnhom kondenzatoru u RC' kolu,
uporediti izraze (3.18) i (3.11). Ukoliko RL kolo sadrzi aktivni kalem, tada je impulsni odziv struje dat
izrazom

RL— 1 (mrL-
g "B (1) = — g 1),

IR gde je

1—-v (T

ol I4v g S (—“s” + 1)

(RL-8) () _ 7}/ T,p Y sin (1) _ePtdp 4 2Re 1o 7250 J_gittmso | o IResolt,
T Jo ‘1_7-Vpl/(p_%)eju7r ( +V)TV80+VE

(3.33)

koji ima identi¢ni matematicki oblik kao i impulsni odziv napona na kondenzatoru g(cg), dat izrazom
(3.31), sto je posledica identi¢nih matematickih oblika funkcije prenosa koja odgovara struji generativnog
RL kola ggRL*g) i funkcije prenosa Q(Cg), koja odgovara naponu na aktivhom kondenzatoru u RC' kolu,
uporediti izraze (3.21) i (3.13).
Impulsni odziv napona na kalemu moZe se dobiti inverznom Laplasovom transformacijom izraza (3.24)
i (3.26) u obliku
gr(t) = 6(t) — gr(t), (3.34)

gde je impulsni odziv napona na otporniku u disipativhom RL kolu g%RL_d) dat izrazom (3.32), dok je

impulsni odziv napona na otporniku u generativhom RL gg‘L_g) dat izrazom (3.33). MoZe se primetiti
da je izraz za impulsni odziv napona na kalemu identi¢nog matematickog oblika kao i izraz za impulsni
odziv struje RC kola, uporediti izraze (3.34) i (3.29).

Struja RL kola, kao i napon na kalemu, izrazeni su koris¢enjem konvolucije elektromotorne sile i
impulsnog odziva struje, odnosno impulsnog odziva napona na kalemu

i(t) = gi(t) «E(t) 1 ur(t) =gr(t) «E(1),

Sto se dobija primenom inverzne Laplasove transformacije na izraze za funkcije prenosa (3.18) i (3.24) u
slucaju disipativnog RL kola, odnosno izraza (3.21) i (3.26) u slu¢aju generativnog RL kola.
Modeliranje uopstenog kondenzatora kao redne veze otpornika i frakcionog kondenzatora i analiza
karakteristika frakcionog RC,, kola u prelaznom reZimu uradena je u [27]. Modeliranjem uopstenog kon-
denzatora kao frakcionog, odziv RC kola u tranzijentnom rezimu razmatran je u [6], zajedno sa primerom
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slozenijeg kola koje sadrzi frakcioni kalem i kondenzator. Frakcione diferencijalne jednacine koje opisuju
ovako uopstena elektri¢na kola reSavane su pomocu razli¢itih numerickih alata u [9, 58, 59].

U nastavku ¢e se odredivati impulsni odziv primenom definicije inverzne Laplasove transformacije i
metode konturne integracije, ¢emu ¢e prethoditi analiza prirode polova funkcije prenosa, tako §to ¢e se
odrediti broj i viSestrukost nula imenioca funkcije prenosa upotrebom principa argumenta.

Priroda polova funkcije prenosa g}(g)

Postojanje polova funkcije prenosa g(cg> u prvoj Rimanovoj ravni odredeno je postojanjem nula u

imeniocu funkcije prenosa ggg), prepisanom u slede¢em obliku

Y(s) =as'™H +bs* +1, pricemuje a=71,1ib= iy (3.35)
TC
U cilju odredivanja nula funkcije v, date sa (3.35), kompleksna funkcija i) kompleksne promenljive s
zapisuje se u obliku

Reyp(p, ) = ap'™ cos((1 + p)g) + bp* cos(up) +1, (336)
Im(p, ) = ap'™* sin((1 + p)p) + bp' sin(up), (3.37)

koji je dobijen uvodenjem smene s = pe¥ u funkciju 1(s), te razdvajanjem realnog i imaginarnog dela.
Svojstva realnog i imaginarnog dela funkcije v

Rey)(p, —p) = Redb(p, ) 1 Imy(p, —p) = —Im(p, p)

impliciraju da je funkcija v simetri¢na u odnosu na realnu osu, §to znaci da ako funkcija ¢ ima nulu sg
u gornjoj kompleknsnoj poluravni, onda i kompleksno konjugovana vrednost 5y takode predstavlja nulu
funkcije ¢, tako da je dovoljno traziti nule samo u gornjoj kompleksnoj poluravni. Stavise, funkcija
nema nule u gornjem desnom kvadrantu kompleksne ravni (samim tim ni u donjem desnom kvadrantu
kompleksne ravni), posto je za ¢ € (O,g], prema (3.37), Imy(p,¢) > 0, dok za ¢ = 0 vazi da je
TImy(p, ) = 0, ali prema (3.36) imamo da je Rey(p,¢) > 0. Dakle, ako funkcija ¢ ima nule, one leze
u gornjem levom kvadrantu kompleksne ravni, a njihove kompleksno konjugovane vrednosti u donjem
levom kvadrantu.
Jednalina Imy(p, ¢) = 0, reSena po promenljivoj p > 0 daje

b sin(up) b sin(up) , T
asin((L+p)p)  alsm((T+mp)] “"E(H/f )

a kada se tako dobijeno p uvrsti u jednacinu Rey(p, p) = 0, dobija se

(Sm&@)u = sing (M) 1+M. (3.38)

Ostaje nejasno da li jednacina (3.38) ima reSenje na intervalu ¢ € (ﬁ, 7r) i stoga se postojanje nula
funkcije v, date sa (3.35), u gornjem levom kvadrantu kompleksne ravni ispituje koriS¢enjem principa
arumenta i konture v sa slike 4.5, poSto s = 0 predstavlja tacku grananja funkcije.

Podsecanja radi, prema principu argumenta, ako nezavisna promenljiva z menja vrednosti duz zatvo-
rene konture v u kompleksnoj ravni, onda je broj nula N funkcije f(z) u domenu ograni¢enom konturom
~ odreden promenom argumenta: Aarg f(z) = 2rN, pod pretpostavnkom da funkcija f nema polova u
pomenutom domenu.

Duz konture ,, parametrizovane sa s = pel2, pri ¢emu p € (0,00), imaginarni deo funkcije ¥ je,
prema (3.37), oblika

p:

Imq) (p, %) = ap'™* cos % + bp# sin % >0,

posto je u € (0,1), dok je u grani¢nom slucaju

Red (p, g) ~1 i Tme (p, g) ~ bph sin% 50 kada p—0,

Revy (p, g) ~ —apttH sin% - —oc0 i Imy (p, g) ~ aptTH cos % — oo kada p— oo.
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Ims
Y2
R
Y1
r
V3 V4 Res

Slika 3.5: Kontura v = vy Uy U5 U7v,.

Duz konture 7,, parametrizovane sa s = Re¥, pri ¢emu ¢ € [Z,7] i R — oo, prema (3.36) i (3.37),
za @ € (%,TF), vazi da je

Rey (R, ) ~ aR' ™ cos((1+ p)p) i Imp(R, ) ~ aR™sin((1+ p)p),

odakle sledi
[Y(R, )| ~ aR™ — o0,

s

dok za p = 5 i ¢ = 7 vaZi

W T s

Red (R, g) ~ =R sin B —oo i Imy (R, 5) ~ aR ™ cos L 5 oo,

—o0, akojeu <

Ret) (R, 7) ~ —aR"™ cos(um) — { i Tmy (R, 7) ~ —aR™ " sin(um) — —oo.

IR NI

0, ako jep >

Du? konture «y5, parametrizovane sa s = pel™, pri éemu p € (0, 00), realni i imaginarni deo funkcije 1,
prema (3.36) i (3.37), glase
Rey(p, @) = —ap'™ cos(um) + bp* cos(um) + 1 = p# cos(pm) (b — ap) + 1, (3.39)
Imi)(p, @) = —ap'H sin(um) 4 bp' sin(ur) = p* sin(um) (b — ap). (3.40)
Asimptotsko ponaganje

Ret (p, ) ~1 i Imap(p,m) ~ bp*sin(ur) — 07 kada p— 0,

—o0, akojeu <

Rew) (p, m) ~ —ap*t# cos(um) — { i Ime (p,m) ~ —aptHsin(ur) — —oo,

SIS

o0, ako jepu >

kada p — oo, funkcija Retp 1 Imep, datih sa (3.39) i (3.40), implicira da imaginarni deo funkcije ¢ duz 4
menja svoj znak iz negativnog u pozitivan i stoga za odredenu vrednost p* postaje jednak nuli, odnosno

b
Imy(p*,7) =0 implicira p*=—- 1 ReV¥(p*,7)=1.
a

Duz konture +,, parametrizovane sa s = rel?, pri éemu ¢ € [g, ﬂ ir — 0, prema (3.36) i (3.37), vazi
Re(r, o) ~1 1 Im(r, @) ~ br*sin(um) — 0F.

Na osnovu prethodne analize, zakljucuje se da je Aargy(s) = 2w, te, prema principu argumenta,
funkcija ¥ ima jednu nulu u gornjem levom kvadrantu kompleksne ravni, odnosno ima par kompleksno
konjugovanih nula sa negativnim realnim delom u prvoj Rimanovoj ravni.

(g)

Odredivanje impulsnog odziva g,

Impulsni odziv g(cg) dobija se iz funkcije prenosa g‘cg), date izrazom (3.13), koris¢enjem inverzne La-

plasove transformacije

s 0 = LGN = o [ P (e as (341
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uz primenu Kogijeve teoreme o reziduumima (1.23), koja je za funkciju Q(Cg) oblika

j{ f;gg)(s) et ds = 27j (Res (g(c‘?)(s) est, so) + Res (g(c%)(s) est, 50)) , (3.42)
r

gde je putanja integracije I', koja sadrzi Bromvi¢ovu putanju I'g,, odabrana kao na slici 3.6, posto funkcija

gg@ ima s = 0 kao tacku grananja i par kompleksno konjugovanih polova sy i 59 sa negativnim realnim

delom, kao §to je dokazano u prethodnom odeljku.

Ims

I
12
R I'o
T4 Re S
Ts r Po
I's
17

Slika 3.6: Kontura I' = FQ @) Fl U FQ @] Fg @] F4 U F5 @] F@ @] F7.

Integracija duz kontura I's i I's, parametrizovanih sa s = pel™ i s = pe ™, pri ¢emu p € (0, 00),
respektivno daje

0 e Hainm
opte +1

Ir, = lim 98 (s)etds :/ e e d)

0o (I pheii™ 1 1)4h( pei™
:/ (Tcp : );l)(p )e_ptdp7 (343)
0 1 (peim)]|
oo Tu plte=ium 4 I
Ir, = lim g(c‘?)(s)e“ds :/ Tcp—_.epte TeTimdp
R0 Jry 0 ¥(pe=iT)
oo (Iu phe=IkT 4 1 el
= _/ <Tcp : )Zw(P )e_ptdp, (3.44)
0 ¥ (pei™)]
posto je ¥(pe ™) = 9)(pei™), gde linija iznad 1 oznaava kompleksnu konjugaciju, tako da, prema (3.43)
i (3.44), vazi
1 1 [ 7 p s
— (I, +1Ir,) =~ / Tup TP SAT) g, (3.45)
27 mJo  |e(pem)|

Posto je integral duz T’y dat sa (3.41) i po$to su integrali duz I's i T's dati sa (3.45), dok integrali duz
svih ostalih kontura na slici 3.6 teze nuli kada R — oo i r — 0, KoSijeva teorema o reziduumima (3.42)
dobija sledeéi oblik

1 [ 7,p T sin(ur
gég)(t) + f/ ﬂp—(é‘)
0 1 (pei™)]

e *'dp = Res (gé%)(s) e, 50> + Res (g(cg)(s) e’ 50) , (3.46)
T
gde su reziduumi dati izrazima

lsu +1 est lsﬂ +1 ejtlmso
Res (58 (s) ", 50 ) = il <) ke A
ds s) s=s0 ds (t‘>’)|szs0
. —jt1
Res A(g)( ) st =\ _ (%8H+1)65t _ (%Sﬁ#’l)@ JHimso —|Resot
gc (s)€e ;S0 ) = d d
as¥(s) . 306 s,
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tako da je
Tu gt
RGS( (g)(s) ) +Res( - (g )( )e st 50) — 2Re ch S0 +1 ejtlmso e—|Reso\t7
ds (s)’s:so
posto je %w(s)}szgo = %w(s)L:sO, odakle, prema (3.46), sledi

7—“

0o 144 o
9@ (t) = _l/ Tup Tsmipm) s.m(ém) e Pdp+2Re [ 7S % +1 elttmso | g=[Resolt
mJo  Ji(peim)] FERACH

Ostalo je da se pokaze da integrali duz kontura: I'y, I's, T'y, I'¢ i I'7 teze nuli kada R — oo i 7 — 0.
Integral duz konture I'1, parametrizovane sa s = p + jR, pri ¢emu p € (0,pg) i R — o0, daje

O Ze(p+ iR+ 1

Ir, = lim | §%®(s)e*’ds = lim : cPHR ),
! RS0 r c ( ) R—oo [, ¢(p —I-JR)
tako da je
Po p +jR* +1 Po  q .
I <hm ePldp < lim eP'dp — 0 kada R — oo,
| / Y(p+jR)| P RL)oo o TcR 4

posto za |s| = \/p? + R2 ~ Riargs = arctanﬂ ~ 7, vazi da je

Th prei's 4 1‘ ~ZERE i |p(ReF)| ~ 7, RM kada R — oo,
TC

TC

gde je funkcija ¢ data sa (3.35), odakle sledi da Iy, — 0 kada R — oo. Sli¢na argumentacija daje da
Ir, = 0 kada R — oo.
Integral duz konture I'y, parametrizovane sa s = Rel¥, pri ¢emu ¢ € (5,m) i R — oo, daje

m T RRelke 4 ]
TC

nes s ;s P(Re¥) oM iR dp,
odakle sledi da je
T %Ruei;w + 1‘ .
[T, | < hmOO WReRtmwdw < Rh_rgo . %ethoscpd@ L0 kada R oo,

posto je cos p < 0 kada ¢ € (5, ), dok se

Ti gueine 1‘ ~ZERE i |¢(Re®)| ~ 7, R** kada R — oo,
TC TC

gde je funkcija ¢ data sa (3.35), odakle sledi da i Ir, — 0 kada R — oo. Sli¢na argumentacija daje da
Ity — 0 kada R — oo.
Integral duZ konture I'y, parametrizovane sa s = rel?, pri ¢emu ¢ € (5,m)ir— 0, daje

= Tuppeine 11
Iy, = lim g(cg)(s)e“ds = lim Tci.e”ewl]re”’dgo,
r—0 T, r—=0 /. ’(/}(’re“a)

tako da je

r#eJW+1‘ x
< rtcosap < i
|Ir,| hm/ )] ——re d@_}%[ﬂTd@%O kada r — 0,

posto prema (3.35) imamo da je ’z/;(rej‘P)| ~ 1 kada r — 0, odakle sledi da Ir, — 0 kada r — 0.
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3.2.2 Kvazistacionarni reZim

U kvazistacionarnom rezimu ¢e se razmatrati kako redno frakciono RC' kolo koje sadrzi, ili pasivni
kondnenzator modeliran relacijom (2.1), ili aktivni kondenzator modeliran konstitutivhom jedna¢inom
(2.2), tako i redno frakciono RL kolo koje sadrzi, ili pasivni kalem modeliran relacijom (2.5), ili aktiv-
ni kalem modeliran konstitutivnom jednacinom (2.6). Pretpostavljaju¢i pobudu u obliku harmonijske
funkcije

E(t) = & &, (3.47)

amplitude & i ugaone ulestalosti w, usled linearnosti, kako jedna¢ina RC kola (3.7) i (3.9), tako i jednagina
RL kola (3.20) i (3.22), sledi da je struja kola takode harmonijska funkcija oblika

i(8) = g Irro), (3.48)

gde je ip amplituda struje, a ¢, predstavlja njen fazni stav. Veli¢ine koje imaju fizicko znacenje u relacijama
za elektromotornu silu i struju kola (3.47) i (3.48) su Re& i Rei.

Cinjenica da kolo ulazi u kvazistacionarni rezim moze se pokazati analizom impulsnog odziva kola.
Naime, usled preovladujuceg uticaja harmonijske pobude nad impulsnim odzivima gERC_d) i gERC_g),
datih relacijom (3.29), frakciono RC kolo ulazi u stacionarni rezim posle dovoljno dugog vremena, posto

. . . =d) . - . . . .
impulsni odzivi gi(RC ) ggRC ¢ teze nuli prema Tauberovoj teoremi, odnosno

lim g(RC_d) (t) = liH(l) (sgch_d)(SD =0 i lim g(RC_g)(t) = lim (sQERC_g)(SD =0,
s—

t—o0t t—o0 7t s—0
pri ¢emu su funkcije prenosa koje odgovaraju struji kola ngC*d) i Q(Rcfg) date izrazima (3.4) i (3.8),
§to znadi da struja, kao reSenje jednacina kola u tranzijentnom rezimu (3.7) i (3.9), posle dovoljno dugog
vremena takode ima oblik harmonijske funkcije. Analogno RC' kolu, nakon dovoljno dugog vremena,
frakciono RL kolo takode ulazi u stacionarni rezim, posto je prema Tauberovoj teoremi

lim g(RL_d)(t) = lim (sQERL_d)(sD =0 i limg"*® (t) = lim (SQERL_g)(s)) =0,

tv00 ! s—0 t—ro0 7t s—0
odnosno, po§to impulsni odzivi ngL*d) i gZ(RL*g), dati relacijama (3.32) i (3.33), teZe nuli, §to implicira
da struja kola posle dovoljno dugog vremena takode ima oblik harmonijske funkcije.
Kako je energija, koju frakciono RC'ili RL kolo trofi ili proizvodi tokom jedne periode T" harmonijskih
funkcija elektromotorne sile (3.47) i struje (3.48), odredena sa

(n+1)T (n+1)T 1
W= / () i(t) dt = Evig / cos(wh) cos(wt + ;) dt = EvigTeosdy, (349
nT nT

gde su
E=Ref i 1©=Rei

jasno je da znak kosinusa faznog ugla struje odreduje da li kolo disipira ili generiSe energiju, dok znak
sinusa faznog ugla odreduje da li kolo ima kapacitivni ili induktivni karakter. Naime, ukoliko je cos ¢; > 0,
kolo disipira energiju, a ukoliko je cos ¢; < 0, kolo generiSe energiju, dok za sin ¢, > 0 kolo ima kapacitivni
karakter, posto struja prednjaci elektromotornoj sili, a za sin¢; < 0 kolo ima induktivni karakter, jer
struja kasni za elektromotornom silom.

Uvrstavanjem elektromotorne sile i struje u obliku (3.47) i (3.48), jednacina disipativnog RC' kola
(3.7) se transformise u

i ) _ Rig 7o jw + 7o (jw)™* +1
& Tojw + Ta (jw)a

7

prema formuli (1.31) za frakcioni izvod harmonijske funkcije kada ¢t — oo, odakle se odredivanjem realnog
i imaginarnog dela dobijaju

aT

. 2,2 1+a o344 o 2, 2« a
B RigTow” +2TcTqw sin ¢ + 75, w + T4 w* cos 5 (3.50)
== , .

(d)
cos ¢; ' (w -
i W) &o TE W2 + 270Tq wiT sin &F + 72 w2

. R ToWw + Tow®sin &&
sin qbgd)(w) =0 = 2

: 3.51
& TEw? +210Tqw! T sin &F 4 72 w2’ (3.51)
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tako da su amplituda i fazni stav struje dati izrazima

Ow) = 2 g W + 27cTo Wit sin 5F + 73 w2 (3.52)

PR Tew? + 2707wl sin &F 4+ 72 w2 4 27, w¥cos G + 17 :
TCw+ Ta w®sin &

¢z(d) (w) = arctan — ¢ 2 (3.53)

TE w? 4 270Tq witesin &F 4 72 w2 + 7, W cos G+

Na osnovu izraza (3.50) i (3.51) o¢igledno je da je kolo disipativno, odnosno da je njegov karakter kapa-

citivan za sve udestalosti, posto su cos ¢@ (w) > 0 i sin '@ (w) > 0 za sve ucestalosti w.
Pretpostavljajuéi elektromotornu silu i struju u obliku (3.47) i (3.48), te koris¢enjem formule (1.28)
za, frakcioni integral harmonijske funkcije kada ¢t — oo, iz jednacine generativnog RC' kola (3.9), sledi

i@ (w) _ fio (1 1 3.54
¢ &o * T jw * ) (8.54)

te se odredivanjem realnog i imaginarnog dela izraza (3.54) dobijaju

R 1 . pT
COSs ¢£g)( ) 80 (1 — W Sin 2> 5 (355)
. (g) Rig 1 1 7%
sin ¢, (w) = e (Tcw + e cos 2> ) (3.56)

odakle slede izrazi za amplitudu i fazni stav struje

1
z(()g) (w) R = = — (3.57)
\/1—2 e sin B - w2+270mw2+“ cos%—l—m
1 2y
e COS -
¢ () = arctan s L i (3.58)
— W Sin 5

Relacija (3.55) implicira da je generativno RC' kolo generativno za niske ucestalosti, a disipativno za
visoke ucestalosti, posto je

cos qbgg) (w)<0 kada w—0 i cos gbl(-g) (w)>0 kada w — oo,

dok je kapacitivan karakter dominantan za sve udestalosti, posto je sin ¢® (w) > 0, za svako w, videti
(3.56).

Ukoliko je pasivni kalem u rednom frakcionom RL kolu, koje je pobudeno elektromotornom silom
oblika (3.47), modeliran konstitutivnom relacijom (2.5), tada je struja data izrazom (3.48), sa amplitudom
i faznim stavom u slede¢em obliku

i) = 22 1

2 w2 4+ 21 T Wt sin 87 4+ 3 2 w2b + 2153 WP cos B& + 1

TLw—i-Tﬁwﬁsinﬁ—

(;S(d) (w) = —arctan

)

Tgwh cos BT 41

posto su cos ¢Z(-d) isin (bl(-d) odredeni kori§éenjem jednacine disipativnog RL kola (3.20) i formule (1.31) za
frakcioni izvod harmonijske funkcije kada ¢ — oo kao realni i imaginarni delovi izraza

. Ri
e io (@) = L1l (Tij +75 (jw)” + 1) ;
&o
koji implicira
Ri
cos ¢(d) (w) = 710 T3 wﬁ coSs 6771— +1 R
‘ &o 2
sin (bl(-d) (w) = _h
0

T
TLUJ-FTgwﬁSiH/B?),
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odakle se vidi da je kolo disipativno, odnosno da je njegov karakter induktivan na celom opsegu ucestalosti,
posto je cos ¢V (w) > 01 sin P (w) < 0 za svako w.

Analogno, u slu¢aju aktivnog kalema modeliranog konstitutivnom relacijom (2.6), struja generativnog
RL kola je prostoperiodi¢na funkcija amplitude i faznog stava

2v 27'11 v 1
i(g)(w) B S w + wY cos ¥ +
0 R vm | Ty ’
2,242 _ 14v o 2v Ty v v
Tow 27'Vw sin 2 + T% w +27Lw cos 5 + 1
2
Ty yl+2v + T, WY cos XX
(2) TL 2
¢, (w) = — arctan

—7, wlt¥ sin &% —|— wQV +2= T“ WY cos¥E 41

posto su cos gzbgg) isin d)z(g) odredeni kori§¢enjem jednacine generativnog RL kola (3.22) i formule (1.28)
za integral harmonijske funkcije kada ¢ — oo kao realni i imaginarni delovi izraza

N .
o) _ Rio Ty () + 2 (@) 41

&o % (jw)” +1 ’

koji implicira

2
. 14+v o3, VT T, 2v Ty v VT
Rig ~TvW sin &+ —&——w +2—T wYcos 5 +1

cos qSEg) (w) = (3.59)

&o —w2V+2T—“w cos 4 +1 7

Rio o o it + 7w cos 4F (3.60)
& —oﬂ”—i—ZT—”w”cos +1 '
L

sin qSEg) (w)=—

Sto se tide potrosnje, odnosno proizvodnje energije, zakljucuje se da generativno RL kolo rasipa energiju
za niske ucestalosti, a generiSe je za visoke ucestalosti, posto je

oS d)gg) (w)>0 kada w—0 i cos ¢§g) (w) <0 kada w — oo,

videti (3.59), dok je induktivni karakter dominantan za sve ufestalosti, posto je sin ® (w) < 0, za svako
w, videti (3.60).

Opsezna analiza frakcionih RC', RL i LC kola, sa naglaskom na njihovim karakteristikama u prosto-
periodi¢nom rezimu, sprovedena je u [52, 53].

3.2.3 Numericki primeri

Pretpostavljajuéi elektromotornu silu u obliku Hevisajdove funkcije £(t) = & H(t), gde je & intenzitet
elektromotorne sile, struja RC kola je, prema (3.28)1, odredena izrazom

i) = Eolat) < HV) = & [ au(t)ar. (3.61)

gde je impulsni odziv struje dat relacijom (3.29).

Vremenska zavisnost struje frakcionog RC' kola koje sadrzi pasivni kondenzator, modeliran konstitu-
tivnom relacijom (2.1), odredena je korisé¢enjem relacije (3.61) i predstavljena je na slici 3.7 zajedno sa
vremenskim profilima struja, odredenih izrazima

_Tatly
EoTate 7O ) o

. ——1 ¢
= — = = — TCFTa =
i(t) R i1 zaa=0 1 i(t) =e ° zaa =1,

koje odgovaraju klasi¢nim RC kolima, odnosno kolima u kojima se frakcioni kondenzator svodi na klasi¢ne
elemente za grani¢ne vrednosti reda frakcionog izvoda «, videti (2.11) i (2.12). Vremenski profili struje
disipativnog RC kola su monotono opadajuée funkcije vremena, koje kako za kratka tako i za dugacka
vremena, leze imedu odgovarajué¢ih vremenskih profila struja RC kola koja sadrze klasi¢ne elemente, §to
je ocigledno sa slike 3.7. Za malo vreme, struja opada najbrze u sluc¢aju reda frakcionog izvoda a = 0,
dok struja disipativnih RC' kola opada sve sporije kako se povecava red frakcionog izvoda « i kona¢no, u
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slu¢aju kada je a = 1, struja opada najsporije, kao §to se vidi sa slike 3.7a. Situacija je obrnuta za veliko
vreme, kao §to je prikazano na slici 3.7b, posto je odziv koji odgovara slu¢aju o = 0 gotovo konstantan,
dok odzivi u slu¢aju kada je « € (0, 1), prema asimptotici

= 2 _t—2@ 1
& TaTi—ay — TaTii=aay: Zzaa€(0,35),
i(t) ~ <o F(tl_a) T(1—2a) (1 2) kako ¢ — oo,
TaT(i=a) za o € [5, 1),

videti [21], opadaju kao stepena funkcija, a odziv koji odgovara slu¢aju o = 1 opada eksponencijalno.
Primetimo da svi odzivi koji odgovaraju a € (0, 1] teze nuli za veliko vreme, osim odziva za o = 0 koji

tezi konstanti: lim,_, . i(t) = £2 T

f‘ra-l-l'

it)
03511,

030} |

0.25

0.20

0.15

0.10

R 0.05

0.00
0.0 t 0 2 4 6 8
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

t

(b) Profili struje za veliko vreme, zajedno sa asimptotikom

(a) Profili struje za malo vreme (puna linija)

Slika 3.7: Slucaj pasivnog kondenzatora — vremenski profili struje RC' kola kao odgovor na elektromotornu
silu u obliku Hevisajdove funkcije intenziteta & = 1, dobijeni analiti¢ki (linije) i numericki (tacke) za
parametre modela: R=1, 7¢ =0.11 7, = 0.3.

Struja generativnog RC' kola koje sadrzi aktivni kondenzator, modeliran konstitutivnom relacijom
(2.2), kao odziv na elektromotornu silu pretpostavljenu u obliku Hevisajdove funkcije, izra¢unava se
koris¢enjem izraza (3.61), a odgovarajuéi vremenski profili su prikazani na slici 3.8, zajedno sa odzivima
odredenim izrazima

E (4L
i(t)zﬁoe “cﬂlu)tzau:o i (3.62)
t : 2
e Tc (cosh (\t) — %) , A= (ﬁ) - 71“,
(4 & ot 1 1\’ =1 3.63
Z()—E (170’15)6 5 0:%4’ (%) *E, za =1, ( )
t . 2
e 7o (cos(wt)—%), w= %— (%) ,

koji odgovaraju RC' kolima u kojima se za grani¢ne vrednosti reda frakcionog integrala p frakcioni kon-
denzator svodi ili na klasi¢ni ili na element sa uniformnom memorijom, videti (2.24) i (2.25).

Sli¢no prethodnom slucaju, ukoliko je red frakcionog integrala p € (0,1), odnosno u slucaju genera-
tivnog RC kola, vremenski profili struje leZe izmedu profila koji odgovaraju grani¢nim slucajevima reda
frakcionog integrala p = 01 u = 1, odredenih prema izrazima (3.62) i (3.63) respektivno, kao §to je i
prikazano na slici 3.8. Klasi¢no RC kolo, prema (3.62), ima monotoni eksponencijalno opadajuéi odziv za
bilo koje vrednosti parametara modela, dok u slu¢aju RC kola sa uniformnom memorijom, prema (3.63),
parametri modela odreduju da li je odziv aperiodican ili oscilatoran, tako da je odziv sa slike 3.8a, dobijen
koriséenjem (3.63)2, aperiodinacan, ali nemonoton, dok odziv sa slike 3.8b, dobijen iz (3.63)s, ima prigu-
Seni oscilatorni karakter. Odziv generativnog RC' kola pokazuje priguSeno oscilatorno ponaSanje, videti
krive za p = 0.51 p = 0.75 na slici 3.8b, ¢ije se oscilacije mogu umanjiti toliko da je prisutan samo jedan
minimum, videti sve krive sa slike 3.8a i krivu za p = 0.25 sa slike 3.8b.

Sa slika 3.7 1 3.8 je ocigledno da postoji savrSeno poklapanje izmedu krivih koje su dobijene pomocéu
analitickih izraza i onih koje su rac¢unate pomoc¢u Talbotovog algoritma za numericku inverziju Laplasove
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(a) Vremenski profili, prikazani tatkastom, isprekidanom
i tackasto - isprekidanom linijom za g = 0.25,0.5,0.75,
respektivno, za parametre modela: R=1,7¢ =0.5i71, =
1.

(b) Vremenski profili za parametre modela R=1, 7¢ =1
iT,=0.1.

Slika 3.8: Sluc¢aj aktivnog kondenzatora — vremenski profili struje RC' kola kao odgovor na elektromotornu
silu u obliku Hevisajdove funkcije intenziteta & = 1, dobijeni analiticki (linije) i numericki (tacke).

transformacije, koji su razvili J. Abate i P. P. Valké u [1] i &ja je implementacija u programskom paketu
Mathematica dostupna na: http://library.wolfram.com /infocenter /MathSource/4738/.
Pretpostavljajuci elektromotornu silu u obliku harmonijske funkcije vremena

E(t) = & cos(wt)

i prikazujuéi vremenske profile struje, na slikama 3.9 i 3.10 je ilustrovan prelazak disipativnog i genera-
tivnog RC' kola iz tranzijetnog u kvazistacionarni rezim. Struja u prelaznom rezimu, kao odziv kola na
harmonijsku elektromotornu silu, se izra¢unava prema (3.28) u obliku

t

i(t) = Eo(gi(t) * cos(wt)) = % cos(wt) — % ; go(t —t') cos(wt’) dt’, (3.64)

posto impulsni odzivi struje g; imaju oblik (3.29), a impulsni odzivi napona gc su dati sa (3.30) u
slucaju disipativnog RC kola i (3.31) u slucaju generativnog RC' kola. Realni deo izraza (3.48) za struju
pretpostavljenu u obliku harmonijske funkcije, odreden relacijom

i(t) = 1o cos(wt + @), (3.65)

predstavlja struju RC kola u kvazistacionarnom rezimu, gde je amplituda struje ig data izrazima (3.52)
i (3.57), dok je fazni ugao ¢, dat izrazima (3.53) i (3.58) u slucaju disipativnog i generativnog RC kola,
respektivno.

Sa slike 3.9 je ocigledno da disipativno RC' kolo prili¢no brzo ulazi u kvazistacionarni rezim, bez obzira
na vrednost reda frakcionog izvoda «, posto se krive koje odgovaraju prelaznom i kvazistacionarnom
rezimu preklapaju ¢ak i za malo vreme, §to je verovatno posledica potpune monotonosti impulsnog odziva
ggi ). Evidentno je i dobro slaganje izmedu krivih dobijenih pomoc¢u analitickih izraza za prelazni rezim i
krivih dobijenih numerickim postupkom inverzije Laplasove transformacije.

Vremenski profili struje generativnog RC' kola, kao i amplituda i fazni ugao struje, prikazani su na
slici 3.10 za razli¢ite vrednosti reda frakcionog integrala p i fiksnu vrednost ugaone ucestalosti. Sli¢no kao
i u slucaju disipativnog RC' kola, vremenski profili struje koji odgovaraju prelaznim i kvazistacionarnim
odzivima poklapaju se ve¢ i za malo vreme u slu¢aju malih vrednosti parametra p, dok sa povecanjem
vrednosti parametra p raste i vreme potrebno za ulazak generativnog RC' kola u kvazistacionarni rezim,
kao §to se vidi sa slike 3.10a. Ponovo se uocava dobro slaganje izmedu krivih dobijenih analitickim
i numeri¢kim postupkom. Utvrdeno je da amplituda struje, prikazana na slici 3.10b, monotono raste
sa povecanjem parametra u, dok, kao §to se moze videti sa slike 3.10c, vrednost faznog ugla dostize
maksimum u tacki (p, ¢;) = (0.75286,0.5793217) koja lezi na intervalu u € [0.299579,0.979149] u kome
su vrednosti faznog ugla ¢, vece od 7, 8to znaci da se otpornik i aktivni kondenzator u ovom intervalu
parametra p zajedno ponasaju kao generativni element, posto je cos ¢, < 0.
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Slika 3.9: Vremenski profili struje disipativnog RC' kola, kao odgovor na elektromotornu silu u obliku
kosinusne funkcije amplitude & = 1 i ugaone ucestalosti w = 0.3, dobijeni pomoc¢u analitickog izraza
(3.64) (puna linija) i numericki (tacke) u prelaznom rezimu i pomoc¢u analitickog izraza (3.65) (tanka
linija) u kvazistacionarnom rezimu za parametre modela: R =1, 7¢ =0.21i 7, = 0.5.

i(t)

)l p=095

0.5
u=0.05

NRYRYRYE

(a) Vremenski profili struje dobijeni pomocu analititkog izraza (3.64) (puna
linija) i numericki (tacke) u prelaznom rezimu i pomocu analitickog izraza (3.65)
(tanka linija) u kvazistacionarnom rezimu.

io i

3n

5

3.0

2.5

2.0

0.5 2n

u ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
02 0.4 0.6 038 ) 00 02 04 06 038 o X

(b) Amplituda struje u zavisnosti od parametra . (c) Fazni ugao struje u zavisnosti od parametra p.

Slika 3.10: Struja generativnog RC kola, kao odgovor na elektromotornu silu u obliku kosinusne funkcije
amplitude & = 1 i ugaone ucestalosti w = 3.2, dobijena za parametre modela: R =1, 7¢ =1i71, =0.1.
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3.3 Frekvencijske karakteristike frakcionih RC' kola

Frekvencijske karakteristike RC' kola, koje sadrzi ili pasivni ili aktivni kondenzator, analiziraju se

korié(’:enjem funkcije prenosa
~(RC—d,RC— ~(RC—d,RC—
g(R : 8) = Rgz( g)’ (366)

koja odgovara naponu na otporniku ug, gde su g§RC‘d’RC‘g) funkcije prenosa koje odgovaraju struji

RC kola i date su izrazima (3.4) i (3.8), ili tac¢nije, koris¢enjem modula i argumenta funkcije prenosa
gg‘c‘d’m‘g). Kako su navedene funkcije prenosa date u kompleksnom domenu, za odredivanje modula
i argumenta funkcije prenosa u frekvencijskom domenu, potrebno je izvr§iti smenu s = jw u funkcijama
prenosa ggc dRC-8) Kako frekvencijske karakteristike zapravo opisuju kolo u kvazistacionarnom rezimu,
za odredivanje modula i argumenta funkcije prenosa koristi¢e se veé izvedeni izrazi, kako za amplitudu

‘D fazni ugao (b(d) disipativnog RC' kola u kvazistacionarnom rezimu, odredeni relacijama (3.52)

(g) -

struje 4

i fazni ugao ¢)(g) generativnog RC' kola u kvazistacionarnom
.(RC—d,RC—g) daju u

i (3.53), tako i izrazi za amplitudu struje 4

rezimu, odredeni relacijama (3.57) i (3.58), koji moduo i argument funkcije prenosa §j

obliku
(d,g)

~(RC—d,RC—g) URro (w) _ E -(d,g) :
9r ((U) SO 50 ) (W) 1 (367)
~(RC—d,RC— .(RC—d,RC— d,

arg g #) (w) = arg g, ™ (w) = 6" (W),

gde su iskoriS¢eni izrazi (3.4) i (3.8), kojima je definisana funkcija prenosa, kao i izrazi (3.47) i (3.48) za
elektromotornu silu i struju kola u kvazistacionarnom rezimu.
. .. ~(RC—d
Moduo i argument funkcije prenosa gy

(3.52) i (3.53), dobijaju se u obliku

) disipativnog RC kola, prema relaciji (3.67), uz izraze

@|,, = ()|
2T w* cos &F + 1
=101 1— i 3.68
08 < T%wQ—&-QTCTQwH(’smO‘Q’T+Taw2a+27'awacosa2’r+l> P )
_ Tow + Tow®sin %X
arg gg‘c ) (w) = arctan - < - 2 , (3.69)

Tow? 4+ 27T Wit sin GF + 72 w2® 4 7, W cos &F

dok su moduo i argument funkcije prenosa g(RC &)

koris¢enje (3.57) i (3.58), dati izrazima

generativnog RC' kola, prema relaciji (3.67), uz

~(RC—g) ‘ ( —8) ‘
o @) i ®
1 . T 1 1 W 1 .
= —1010g (1 — 277_H wl‘H‘ Sin 7 + T% wz + 27_07_“ w2+ﬂ COS 7 + 77_'% o.}2+2ﬂ') 1
(3.70)
1 umw
arg gy ¥ (w) = arctan —= M7 T 008 5 = arctan T + 7o Cos (3.71)
R — 1 sin A ToTuw! T — 7o sin &

U sluéaju RL kola, usled analogije izmedu fizickih veli¢ina RL i RC' kola o kojoj se govori u odelj-

ku 3.1, frekvencijske karakteristike funkcija prenosa koje odgovaraju naponu na kalemu g(Ld’g)

oblik kao frekvencijske karakteristike funkcija prenosa Q;Rc_d’RC_g), koje su date sa (3.66), dok frekven-
cijske karakteristike funkcija prenosa koje odgovaraju struji RL kola imaju isti oblik kao frekvencijske

karakteristike funkcija prenosa koje odgovaraju naponu na kondenzatoru u RC' kolu.

imaju isti

U slucaju disipativnog RC' kola, asimptotsko ponaSanje modula funkcije prenosa Q%Rc_d)‘ za niske
ucestalosti je opisano relacijom
72 w2 — 273 W3 cos OF, ako a € (0, 3),
(W)‘dB ~10log{ 72w — \frawz( —T0), ako o = 1, kada w — 0, (3.72)
T2 w2 4 27, Tow!Tsin ¥, ako a € (3,1),

dobijenom iz izraza

1 (RC D (4
010 )|dB =1 (1+27awacos%>
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am . am
X (1 — 274 w% cos 5 72 W — 270To w! T sin 5 T3 w?
am % am
+4Tiw2a(3082? +4Tiw3°‘0057 +...78Tiw3acos37 +)

2

2 a 3 3a
~TLw =217 w

14+«

Q «
cos % 4+ 2ToTow sin ?ﬁ kada w — 0,

koji sledi iz izraza (3.68), koriS¢enjem razvoja u red

1
1+

=l-z4+az?—2®+. .. (3.73)

(RC—d) ‘

i zanemarivanjem Clanova viseg reda, dok je asimptotika modula funkcije prenosa ‘ Jr u slucaju
B

visokih ucestalosti
1—7%%(2Tawacos%+1), ako a € (0,1),
1-— ﬁ (27’a w< cos G

! T2 2 1 .
=272 w** Lsin(am) + 1),

w ‘ ~ 101log 3.74
( )dB lfﬁ(%'awacos% ( )
C
T2 — .
—2% w2t sm(om) ako a € [2,1),
+2:—ng @2 cos & (4sin® &F — 1) + 1),
kada w — oo, dobijena na osnovu izraza
10751958V @) 1 1 1+ 274 w* cos %
} dB — —
2 2 . 2
ToWw 1+ Q%wll—a sin - + :—ng(},a) + 2:2 i—a COS G- + T201w2
1 «
=1-—5— (1+27awacos—w)
Tow 2
| _ 9T ar T2 1 Ta 1 am 1
X ( R s S T ) B L R R
cw Téw Téw Tew
2
T L g Qam
+4’T w2(i—a) 1 7+
1 am 72
~1- 27(27'aw cos — — 2—2 w?** Lsin(ar)
TS w? 2 TC
3
T % 9 Qm
+2-2 w?* % cos — (451 — = 1) + 1) kada w — oo, (3.75)
TE 2 2

uz zanemarenje ¢lanova u zagradi sa negativnim stepenom, pri ¢emu je izraz (3.75) izveden upotrebom
relacije (3.68) uz koriS¢enje razvoja u red (3.73) do kvadratnih ¢lanova, gde su ¢lanovi viseg reda zane-
mareni.

Asimptotski razvoj izraza za argument funkcije prenosa arg g}g{c_d) u slu¢aju niskih ucestalosti
1 1 1
tan oX (177'0({,L1‘3“C()57aJ +7iw2a6082%), ako a € (0,3),
tanﬂ(l Ta W — == + 32 wh—o L
arg f]g{RC 4 (w) ~ arctan 2 o ST ako o € [%7 %), kada w — 0,
+T w? 1 = )
COS
1 1 1
tan &% (1+Tc @—Taw“@), ako a € [571),

(3.76)
dobijen je na osnovu izraza

TC,,l—« 1
L (RC—d) am I+ 20w e
(w) = :

1 ar | Te 9—a 1
W+2Tcwtan7+7w ST
2 Ta 2

tanarg g

CcOoSs cos

1
:tang (1+Tcw1—(x - aﬂ')
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2
ar _ T¢ 9o 1 2 20 |
X(l—T w® —2Tcwtan — — —=w — 4T, W + ...
a os F 2 Ta cos GF @ cos? &
1 1 TC 1_ 1
Ntan—<1 TaW* —gr + Taw — e + —w M) kada w — 0,
0S -5 COS -5 To S11 -5

koji sledi iz relacije (3.69) kori§¢enjem razvoja u red (3.73) do ¢lanova drugog reda, zanemarujuéi ¢lanove

viSeg reda i zadrzavanjem ¢lanova koji imaju dominantan doprinos, dok se argument funkcije prenosa

arg g%,RC ) , dat izrazom (3.69), za visoke ucestalosti transformise u

1 1+ T~ sin GF
tanarg gp, G(RC—d) (w) = wl 2

T w Ta 1 ar | Ta To _ 1 anm
c 1+QTC Si== sin G- + TQC w2(1*°‘) + 72, w2-a 008 3

1 Toa 1 .o
1+ ———sin —
ToWw To wl-a 2

Ta 1 .oam Ti 1 Ta 1 lo%is
Towl—® 2 7w 72 2-a 2
1 1 aT
~ (1 - — sin —) kada w — oo,
To W TC wl o 2

pri ¢emu je takode koriséen izaz za razvoj u red (3.73) do linearnih ¢lanova, dok su ¢lanovi viseg reda
zanemareni, dajuéi tako asimptotski razvoj argumenta funkcije prenosa

1 a 1
argg](RRC d) (w) ~ arctan (W <1 — :—C e sin Oé;)) kada w — oo. (3.77)

Ocigledno, zadrzavajuéi samo vodece ¢lanove u izrazima (3.72) i (3.74) za asimptotiku modula, kao i
izrazima (3.76) i (3.77) za asimptotiku argumenta funkcije prenosa, dobija se

’g;RC*d) (w)‘dB ~20alogw+20logT, i arg gg{C Y (w) ~ % kada w — 0, (3.78)
1 1
(w)’ ~01i argg A(RC ) (w) ~ arctan ~ kada w — oo, (3.79)
dB Tcw TowWw

posto se arctanx ~ z za © < 1, odakle sledi da je za niske ucestalosti moduo funkcije prenosa linearna
funkcija log w, koja ima nagib proporcionalan redu frakcionog izvoda « i odsecak srazmeran frakcionoj
vremenskoj konstanti 7,, dok je argument funkcije prenosa srazmeran parametru «. U slucaju viso-
kih ucestalosti, argument funkcije prenosa tezi nuli kao hiperboli¢na funkcija sa koeficijentom obrnuto
srazmernim klasi¢noj vremenskoj konstanti 7.

~(RC—g) ‘

Asimptotika modula funkcije prenosa ‘ R koja odgovara generativnom RC' kolu
B

1 1 s
— o T 2TCT” —r cos 55-,  kada w — 0,

w ~ —101o " 3.80
( )‘dB g{ 1727 — sin A& kada w — oo, (3.80)

se lako dobija iz (3.70) zadrzavanjem dva ¢lana najviSeg stepena za niske ucestalosti i dva ¢lana najnizeg

stepena za visoke ucestalosti, dok se argument funkcije prenosa arg Q%Rcfg), dat izrazom (3.71), moZe

zapisati u obliku

() Tu, 1 )
(RO—g) tan ~—5 (1+Tcw s X ) kada w — 0,

arg gr (w) ~ arctan (3.81)
L (14—7—c %Lcos“—gr), kada w — oo,
TCo W Tu W
o NPT . . ~(RC— I
zanemarlvanjem odgovarajucih ¢lanova u imeniocu tan arg gg% &), ToTw' T u sludaju niskih, odnosno

clana 7¢ sin & u slucaju visokih ucestalosti.
Zadrzavanjem vodecih ¢lanova u izrazu (3.80) za asimptotiku modula funkcije prenosa i izrazu (3.81)
za asimptotiku argumenta funkcije prenosa, dobija se

- 1
’gg‘c &) (w)‘dB ~20(1+ p)logw+20logT, i arg g(RC 8) (w) ~ % kada w—0, (3.82)

_ 1 1
QEQRC ) (w)’ ~0i argg(Rc g) (w) ~ arctan ~ kada w — oo, (3.83)
dB TcWw TCc W
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posto se arctan x ~ z kada je x < 1, odakle ponovo sledi da je za niske ucestalosti modul funkcije prenosa
linearna funkcija log w, koja ima nagib srazmeran redu frakcionog integrala 1+ p i odsecak koji je propor-
cionalan frakcionoj vremenskoj konstanti 7,,, dok je argument funkcije prenosa proporcionalan parametru
w. U slucaju visokih ucestalosti, kao i ranije, argument funkcije prenosa tezi nuli kao hiperboli¢na funkcija
sa koeficijentom obrnuto srazmernim klasi¢noj vremenskoj konstanti 7¢.

Stoga, bez obzira na ¢injenicu da li RC kolo sadrzi pasivni ili aktivni kondenzator, parametri modela
se mogu lako proceniti na osnovu izraza koji opisuju asimptotsko ponasanje modula i argumenta funkcije
prenosa.

Bodeovi dijagrami, odnosno frekvencijske karakteristike koje odgovaraju disipativnom RC' kolu, za-
jedno sa asimptotikom, prikazani su na slici 3.11. Kao §to se i moglo ocekivati na osnovu oblika funkcije
prenosa g}g{c_d), videti izraze (3.4) i (3.66), njen moduo ima nulu necelog reda u koordinatnom pocetku,
Sto potvrduje i frekvencijska karakteristika modula funkcije prenosa, koja linearno opada i tezi u minus
beskonac¢nost za niske ucestalosti, kao §to je i predvideno asimptotskim razvojem (3.78); i kao Sto se
vidi sa slike 3.11a. Moduo funkcije prenosa sa porastom ucestalosti monotono raste i tezi nuli za visoke
ucestalosti u skladu sa asimptotikom (3.74), bez obzira na vrednost reda frakcionog izvoda «, kao §to je
oCigledno sa slike 3.11b. Tako to nije sluc¢aj, takvo ponasanje frekvencijske karakteristike za visoke ucesta-
losti, moze se tumagiti kao da funkcija prenosa ima realni pol istog reda kao i njena nula u koordinatnom
pocetku.

Sa druge strane, frekvencijske karakteristike argumenta funkcije prenosa se sa porastom parametra
« menjaju od nemonotonih funkcija, koje dostizu maksimum, do monotono opadaju¢ih funkcija, videti
sliku 3.11c. Asimptotika za niske ucestalosti argumenta funkcije prenosa (3.78)2 pokazuje da frekvencijske
karakteristike sa slike 3.11c imaju konstantnu vrednost koja zavisi od parametra «, potvrdujuéi zakljucak
o nulama necelog reda u koordinatnom pocetku, izveden iz asimptotike modula funkcije prenosa. Slika
3.11d prikazuje argument funkcije prenosa, zajedno sa njegovom asimptotikom, koji tezi nuli za visoke
ucestalosti bez obzira na vrednost parametra «, §to ponovo moze navesti na pogresan zaklju¢ak o polovima

funkcije prenosa.
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“10l ~0.0001
2]
3 =
S 2 -0.0002
~ =20 S
T =0
i(;
~0.0003
,30,
~0.0004 /
_sol ‘ ‘ ‘ ‘ 5000 1x10% sx104 1x109
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@ (b) Uvecan detalj modula funkcije prenosa (puna linija)

(a) Moduo funkcije prenosa (puna linija) i odgovarajué¢a i odgovarajuca asimptotika (isprekidana linija) za visoke

asimptotika za niske ulestalosti (isprekidana linija). udestalosti.
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w
(d) Uvecan detalj argumenta funkcije prenosa (puna linija)

(C? Argur.nent fun.kcue ?renosa (pl.ma hl}l‘]a) ! o.tig.;f)varajuca i odgovaraju¢a asimptotika (isprekidana linija) za visoke
asimptotika za niske ulestalosti (isprekidana linija). utestalosti

Slika 3.11: Slu¢aj pasivnog kondenzatora — frekvencijske karakteristike funkcije prenosa gE%RC‘d) dobijene

za parametre modela: 7¢ = 0.21 7, = 0.5.
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U slucaju generativnog RC' kola, frekvencijske karakteristike, uklju¢ujuéi i asimptotiku, prikazane
~(RC—g)

su na slici 3.12. Za razliku od modula funkcije prenosa gg‘c*d), moduo funkcije prenosa | IR | 4B’

kao §to je oCigledno sa slike 3.12a, ponasa se kao nemonotona funkcija koja dostize maksimum, $to je
posledica ¢injenice da funkcija prenosa ima par konjugovano kompleksnih polova. Za niske ucestalosti,
moduo funkcije prenosa raste linearno od minus beskonag¢nosti, videti asimptotski razvoj (3.82);, odakle

sledi da funkcija prenosa gg‘c‘g) ima nulu necelog reda u koordinatnom pocetku, $to se moze zakljuciti i iz
njenog oblika, videti (3.8) i (3.66). Analogno slu¢aju modula funkcije prenosa ] g;RC*d) ‘ 4p- frekvencijske
§inc-e) takode teze nuli za visoke ucestalosti u skladu sa asimptotikom (3.80) bez

karakteristike | Jn | 4B
obzira na vrednost reda frakcionog integrala i, kao §to se moze videti i na slici 3.12b.

Frekvencijske karakteristike argumenta funkcije prenosa monotono opadaju sa konstantne vrednosti,
koja zavisi od parametra p, kao §to je i predvideno asimptotskim razvojem (3.82)y, na nultu vrednost,

§to je u skladu sa asimptotikom (3.83)2, videti slike 3.12c i 3.12d.
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(a) Moduo funkcije prenosa (puna linija) i odgovarajuca i odgovarajuc¢a asimptotika (isprekidana linija) za visoke

asimptotika za niske ulestalosti (isprekidana linija). uestalosti.
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(¢) Argument funkcije prenosa (puna linija) i odgovarajuca
asimptotika za niske u€estalosti (isprekidana linija).

Slika 3.12: Slucaj aktivnog kondenzatora — frekvencijske karakteristike funkcije prenosa gp

za parametre modelas: T¢ =51 7, = 0.5.

(d) Uveéan detalj argumenta funkcije prenosa (puna linija)
i odgovaraju¢a asimptotika (isprekidana linija) za visoke

ucestalosti.

(RC-2) qobijene

Na osnovu prikazanih frekvencijskih karakteristika modula funkcije prenosa je jasno da se RC kolo,
bez obzira da li sadrzi pasivni ili aktivni kondenzator, ponasa kao visokopropusni filter, videti slike 3.11a

i3.12a.
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Glava 4

RLC kola sa frakcionim elementima

Disipativno-disipativno RLC' kolo, koje je formirano rednom vezom otpornika, pasivnog kondenza-
tora i pasivnog kalema, analizirano je u tranzijentnom rezimu, a takode je razmatran i prelazak kola u
kvazistacionarno stanje. Naime, struja kola kao odziv na elektromotornu silu proizvoljnog oblika, izra-
zena je konvolucijom elektromotorne sile i impulsnog odziva, reSavanjem jednacina kola i koriSéena je u
izradi ilustrativnih numeric¢kih primera. Pored modela disipativno-disipativnog RLC kola, kori§¢enog u
prethodno pomenutoj analizi, formulisani su i modeli generativno-generativnog, disipativno-generativnog
i generativno-disipativnog RLC kola, koja su formirana rednom vezom otpornika i preostale tri kombi-
nacije pasivnog/aktivnog kondenzatora i kalema. Elektroenergetski bilans i frekvencijske karakteristike
analizirane su za sva navedena kola.

4.1 Formulacija modela RLC kola

Modeli RLC kola sa frakcionim elementima, odnosno obi¢ne frakcione diferencijalne jednadine koje
povezuju struju ¢ kao odziv kola sa elektromotornom silom &£ kao pobudom, formulisu se korigé¢enjem
drugog Kirhofovog zakona, koji kombinovan sa Omovim zakonom, glasi

E(t) = Ri(t) + ur(t) +uc(t). (4.1)

Modeliranje u duhu teorije elektri¢nih kola podrazumeva prelazak u kompleksni domen, §to se ostvaruje
primenom Laplasove transformacije na drugi Kirhofov zakon (4.1), dajuci

E(s) = Ri(s) + ur(s) + tc(s), (4.2)

te se izrazavanjem napona na kalemu 4y, i napona na kondenzatoru ¢, koris¢enjem kompleksnih impe-
dansi elemenata, drugi Kirhofov zakon u kompleksnom domenu (4.2) transformise u

é(s) = (R Y Z0(s) + Zc(s)) is). (4.3)

Model RLC kola u vremenskom domenu se dobija primenom inverzne Laplasove transformacije na model
u kompleksnom domenu (4.3).

Model disipativno-disipativnog RLC kola, koje je formirano rednom vezom otpornika, pasivnog kalema
i pasivnog kondenzatora, kao $to je prikazano na slici 4.1, u vremenskom domenu je dat izrazom

d2
R(TLTC ETe) +70Ta oDt + 1075 OD%—"B
a+pB d a ; d «a
+7aTs oD+ 7o o+ TaoDF + 1)i(t) = o g+ Ta oD (), (4.4)
gde su 7c = RC [s]i 7, = £ [s] klasi¢ne vremenske konstante, dok su 7o = RC,, [s%] i 715 = %:‘ [s7] frak-

cione vremenske konstante. Kombinacija klasi¢ne i frakcione vremenske konstante 7¢ i 7, se moze uzeti
za vremensku konstantu praznjenja ili punjenja pasivnog kondenzatora kroz otpornik otpornosti R, pri
¢emu se pasivni kondenzator posmatra kao paralelna veza klasi¢nog i pasivnog frakcionog kondenzatora,
videti slike 4.1 i 4.3. Sli¢no, pasivni kalem, koji se moze posmatrati kao redna veza klasi¢nog i pasiv-
nog frakcionog kalema, videti slike 4.1 i 4.4, je okarakterisan vremenskom konstantom, predstavljenom
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kombinacijom klasi¢ne i frakcione vremenske konstante 7, i 74, koja opisuje proces praznjenja ili punje-
nja pasivnog kalema kroz otpornik otpornosti R. Model (4.4) je dobijen primenom inverzne Laplasove
transformacije na jednacinu kola u kompleksnom domenu

R(rpres® +70mast + 707587 + 747558 + 105 + 7o + 1) i(s) = (Tes + Tas®) E(s),

dobijene iz funkcije prenosa koja odgovara struji disipativno-disipativnog RLC kola

34D (5) = i(s) 1 _ lTos4Tas®

i = a N - - = ,  gde je (4.5)
E(s) R+29V(s)+2%0(s) R Paals)

Dya(s) = TLTOSE + TrTas T + TcTﬁSH_B + Ta758a+’8 + 708+ Tas*+1, (4.6)

izvedenom iz drugog Kirhofovog zakona u kompleksnom domenu (4.3) korigéenjem kompleksnih impedansi
pasivnog kalema (2.16) i pasivnog kondenzatora (2.15).

C
I_LL[}

.—V Cq
L —_—"“_y
Ur(?) € Uc(t) ur(?)
V¥/

(t)

Slika 4.1: Sema disipativno-disipativhog RLC' kola.

Model generativno-generativnog RLC' kola, koje je formirano rednom vezom otpornika, aktivnog
kalema i aktivnog kondenzatora, kao $to je prikazano na slici 4.2, u vremenskom domenu je dat izrazom

Ty Ty —
Rl s T+ 14 T
1 Ty _y 1 ) Ty
+ — ol + oI 4 — 01;*“)@@) = ( oD? + 1)5(1&), (4.7)
TC TLTu Tu TI,

gde su 7c = RC [s] i 71, = &[] klasi¢ne vremenske konstante, dok su 7, = RC,, [s'T#] i 7, = Lv [s1F7]

frakcione vremenske konstante. Kombinacija klasi¢ne i frakcione vremenske konstante 7¢ i 7, se moze
uzeti za vremensku konstantu praznjenja ili punjenja aktivnog kondenzatora kroz otpornik otpornosti R,
pri ¢emu se aktivni kondenzator posmatra kao redna veza klasi¢nog i aktivnog frakcionog kondenzatora,
videti slike 4.2 i 4.4. Sli¢no, aktivni kalem, koji se moze posmatrati kao paralelna veza klasi¢nog i aktiv-
nog frakcionog kalema, videti slike 4.2 i 4.3, je okarakterisan vremenskom konstantom, predstavljenom
kombinacijom klasi¢ne i frakcione vremenske konstante 7, i 7., koja opisuje proces praznjenja ili punje-
nja aktivnog kalema kroz otpornik otpornosti R. Model (4.7) je dobijen primenom inverzne Laplasove
transformacije na jednacinu kola u kompleksnom domenu

Ty 1

R(TVSH'" + T—”s” +1+ T
TL TLTC $*7Y
11 7, 1 1 1 \- r .
_—— _ _— = g 1 5
+ TC S + LT, stV * Tu 51+#>Z(s) (TLS + ) (),

dobijene iz funkcije prenosa koja odgovara struji generativno-generativnog RLC' kola

A(gg)( ) _ ’L(S) _ 1 - 17_ 1+u T8 + 7L de i

I G LT e (4.8)
E(s) R+7Z¥s)+2¥s) R Dyg(s)

Dy (s) = TLTcTMTl,SQ—HH—V + TcTMTysl—HH—V + TLTCTMSH“ + Ty TSt + ToTusY + TITC,

izvedenom iz drugog Kirhofovog zakona u kompleksnom domenu (4.3) korigéenjem kompleksnih impedansi
aktivnog kalema (2.30) i aktivnog kondenzatora (2.29).

Modeli disipativno-generativnog i generativno-disipativnog RLC kola, koja se sastoje od otpornika
redno vezanog ili sa aktivnim kalemom i pasivnim kondenzatorom, kao $to je prikazano na slici 4.3, ili sa
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it R
—)> I_lCu

uR(t) uc(t) uL(t)

Slika 4.2: Sema generativno-generativhog RLC' kola.

pasivnim kalemom i aktivnim kondenzatorom, kao §to je prikazano na slici 4.4, u vremenskom domenu
dati su izrazima

TCOT
R (TCTV oDZ 4 747, oDy 4 -~ “ oDt
L

d a'lv a—+v v
tre— 4 22T Dot 47 oD + OD +1>()
dt TL

v v d alv v [}
= (1T oDt +TC*+T'T oDET 4+ 74 0DF | E(2) (4.9)
TIL, dt TL

d 1 1
R<7’Ld+7'ﬂoD +1+01t+011+”) i(t) = E(t),

(4.10)
TC Tu

respektivno, koji su dobijeni primenom inverzne Laplasove transformacije na jedna¢ine kola u komplek-
snom domenu

TCT
R(TcTUS2+V 4 ToTysitoty o LY I
TL

+ 7108+ —— TaTv sV 4 1, 8¢ +

57 + 1) i(s)
TL 7—L

= (TCTVSH'" + 7S + Loy oty Ta$ ) E(s) (4.11)
TL TL

11 1 1\, R
R(TLs-i-TBs +1+7C; Tﬂw)z(s):é’(s), (4.12)

pri ¢emu jednagina (4.11) sledi iz funkcije prenosa koja odgovara struji disipativno-generativnog RLC
kola

~(dg) i(s) 1 1 TerustT d ToTes + TaTy s Y T LT s” do
g; ( ) 5 - 5 (g) 5 (d) *E d ( ) ) gde je
E(s)  R+ZP(s)+ 257 (s) dgl
(4.13)
Bug(s) =TTy 8™ + TLTaT s T LT, s

+TTeS + TaTu ST + TrTas® + Tus¥ + 71,

dok jednacina (4.12) sledi iz funkcije prenosa koja odgovara struji generativno-disipativnog RLC' kola

~(gd) i(s) 1 1 ror,stte .
g (8) =5~ = - - == ,  gde je (4.14)
E(s) R+2\9V(s)+2¥(s) R Puals)

Doa(s) =TT+ ToTaT s TP L TorsTTE 4 st T

Funkcije prenosa (4.13) i (4.14) su izvedene iz drugog Kirhofovog zakona u kompleksnom domenu (4.3)
kori¢enjem kompleksnih impedansi pasivnog kalema (2.16) i aktivnog kondenzatora (2.29), odnosno
koris¢enjem kompleksnih impedansi aktivnog kalema (2.30) i pasivnog kondenzatora (2.15)
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|L L

i(L)V |Ca (t) | | CM L LB
» Awl ow
Ur(t) & )LLC(t) ur(t) uR(t) LLC(t) uL(t)
t

Slika 4.3: Sema disipativno-generativnog RLC' ko- Slika 4.4: Sema generativno-disipativnog RLC ko-
la. la.

4.2 Tranzijentni odziv disipativno-disipativnog RLC kola

Model disipativno-disipativnog RLC' kola, koji je dat izrazom (4.4), izveden je u odeljku 4.1 u kom-
pleksnom domenu koris¢enjem kompleksnih impedansi elemenata i primenom inverzne Laplasove trans-
formacije, ¢ime nisu uvaZzeni eventualni pocetni uslovi, koji se mogu uzeti u obzir ukoliko se disipativno-
disipativno RLC' kolo modelira sistemom jednac¢ina u vremenskom domenu, koji ¢ine drugi Kirhofov
zakon kombinovan sa Omovim zakonom, konstitutivne jednacine pasivnog kondenzatora (2.1) i pasivnog
kalema (2.5), kao i definicioni izraz za elektri¢nu struju i Faradejev zakon elektromagnetske indukcije:

£(t) = Ri(t) +ur(t) + uc(t), (4.15)

(1) = Cuclt) + Caoll (), o€ (0,1) (4.16)
o) = L) + Look i), 7 0.1 @.17)
i) = Salt), wn(t) = Sol0), (1.18)

pri ¢emu su nepoznate veli¢ine: struja kola ¢, napon na kalemu uy,, napon na kondenzatoru uc, naelektri-
sanje na oblogama kondenzatora ¢ i fluks magnetskog polja u kalemu ¢. Sistem jednacina (4.15) - (4.18)
se u kompleksnom domenu dobija u obliku

E(s) = Ri(s) + ar(s) + dc(s), (4.19)

i(s) = C () + Ca S%ﬂc(s)v (4.20)
Hs) = Li(s) + Ly —r5i(s), (421)

i(s) = sq(s) — qo, Ur(s)= sgf)(s) — o, (4.22)

primenom Laplasove transformacije, gde je iskoriséena Laplasova transformacija frakcionog integrala
(1.27) i gde g0 = ¢(0) i ¢, = ¢(0) predstavljaju naelektrisanje i magnetski fluks u pocetnom trenut-
ku, respektivno, §to jasno ukazuje da se ovim pristupom, pored pobude u vidu elektromotorne sile, u
obzir uzima i uticaj nenultih pocetnih uslova. ReSavanjem sistema jednacina u kompleksnom domenu
(4.19) - (4.22) po struji kola 7, naponu na kalemu 4y, i naponu na kondenzatoru ¢, dobija se

i(s) = £(5) 9i(s) + D0 9i(5) — a0 G (s), (4.23)
N 20N - R s~ R
iio(s) = E(5) 4o(s) + 00 40(9) + G oz (1= Go(s): (4:24)
TC
~ R q R s« .
ap(s) =E(s)gr(s) — ¢o(1 —guls)) + 50 (Tc ge(s) — gz (1 gc(S))) , (4.25)
TC
gde su funkcije prenosa §;, o, i g date izrazima
N 1 708+ 708% . 1 . R R . .
i(s) = = — %7 = — =1- — R g;(s), ¢ 4.2
Gi(s) R Baals) Jgo(s) Baa(s) gr(s) do(s) — Rgi(s), pricemu je (4.26)
Baa(s) = T0708% + TLTas' T+ 1eTss P £ 10755 708+ Tos® + 1, (4.27)

aTc = RC[s] i1, = %[s] oznacavaju klasi¢ne vremenske konstante, dok su 7o = RC, [s%], 7, =
RC, [s'TH], 745 = Ls 2 [sPlir, = L—R” [s1+¥] frakcione vremenske konstante. Naravno, izrazi (4.26), i (4.27)
za funkciju prenosa kOJa odgovara struji i funkciju ®4q su identi¢ni izrazima (4.5) i (4.6).
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Struja ¢ disipativno-disipativnog RLC kola, kao i naponi na pasivhom kondenzatoru u¢ i pasivnom
kalemu wj,, dobijaju se primenom inverzne Laplasove transformacije na sistem jednacina (4.23) - (4.25)
u obliku

i(t) = E(t) * gi(t) + ¢ 9i(t) — qo 9o (1),
uc(t) = E(t) * go () + ¢ go (1) + 5 1,22 (1) * (5() = ge(1)), (4.28)

u(t) = E(0)+ g1(0) = 60(0(t) — 92.(1) + 2 (7e golt) — 1,22 (1) (5(0) — go(1)) )

gde su g;, gc 1 gz impulsni odzivi struje, napona na kondenzatoru i napona na kalemu respektivno dati
izrazima (4.30), (4.36) i inverznom Laplasovom transformacijom izraza (4.26)s, koji daje

gr(t) = 6(t) — gc(t) — Rgi(t),

sn— 1

pri ¢emu je koris¢ena Laplasova transformacija Mitag-Leflerove funkcije £[e, 1 (2)] (s) = - U slucaju
nultih pocetnih uslova, prethodni izrazi se svode na
i(t) =gi(t) xE(t), uc(t) =go(t)*E(t) i u(t)=gr(t)*E(1). (4.29)

Impulsni odziv struje g; je dobijen primenom inverzne Laplasove transformacije na funkciju prenosa
gi, datu izrazom (4.26)1, u obliku

0, u I slucaju,
Pi(p* * —p* o
0= /m Bilp) ootqpy ~k e e u IT slucaju,
gi(t) = — | ———"—e dp
TR Jo ‘q)dd (peﬁr)l 2 TcSo+TaSy  ,jtIms —|Resolt Xai
7 Re| =700 | e olt "y III slucaju,
P,

(4.30)
gde je R otpornost otpornika, ®44 funkcija data sa (4.27), dok su funkcije K;, P i P; date izrazima

2
- 1) , (4.31)

P(p*e™) = 2717¢ (p)? — (1+ Q) 7170 (p°) 7 — (14 B) 7orp (p7) 7 I
+(a+ B) Tarp (p1) T OEDT —ropt - ary (pF) o7, (4.32)
Pip*) = =2r17% (p)’ + B+ a)reTa (p)° 7 cos(am) + (1 + B)rE 75 (p*)° 7 cos(Br) + 7 (p*)°
— ((1+ B) cos((a — B)m) + (o + B) cos((av + B)m))reTats (p) T — (1 + a)rpr? (p7)' T2
— (L4 a)7oma (p) ' cos(ar) + (a + B)r2rs (p7)* 2

at+psin (Bm)

E lfaefjom -1
sin (o)

Ta

K; (p) = 7o p®sin (ar) (TaTg P

cos(Bm) +ary, (p)°7,

respektivno, pri ¢emu je p* odredeno kao refenje jednacine Im ®@4q (pe'™) = 0, gde su slucajevi u (4.30)
navedeni u tabeli 4.1.

Tabela 4.1: Priroda nula funkcije ®4q.

I slucaj: ukoliko je Re ®gq (—p*) < 0, tada $gq nema nula u kompleksnoj ravni.
IT slucaj:  ukoliko je Re ®qq (—p*) =0, tada ®4q ima jednu negativnu realnu nulu so = —p*.

III slucaj:  ukoliko je Re ®gq (—p*) > 0, tada q)dfl ma par kqn jugovano kompleksmh
nula sg i 5y sa negativnim realnim delom.

U I slu¢aju, impulsni odziv struje kola g;, odreden izrazom (4.30), moZe imati nemonotono ponasanje,
posto funkcija K;, data sa (4.31), nije nuZno pozitivna, dok u II sluaju u izrazu za impulsni odziv
struje postoji dodatni ¢lan koji eksponencijalno tezi nuli sa vremenskom konstantom p*, odredenom kao
negativnom realnom nulom funkcije ®4q, date izrazom (4.27). Ponasanje impulsnog odziva nije oscilatorno
ni u I ni u IT sluéaju, dok je u III slucaju, usled postojanja konjugovano kompleksnih polova sg i S
funkcije ®q4q, date sa (4.27), impulsni odziv prigusenog oscilatornog karaktera, sa frekvencijom odredenom
imaginarnim delom pola sq i faktorom priguSenja odredenim realnim delom pola sq, pri ¢emu je opadanje
impulsnog odziva za veliko vreme, odredeno prvim ¢lanom u (4.30), sporije od eksponencijalnog.
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Polazedi od izraza (4.26); za funkciju prenosa koja odgovara struji disipativno-disipativnog RLC kola
Ji, Cija je asimptotika data izrazom

5:(5) 11 1+ %811_(,
gi\8) = - o« 1 Ts 1 TaT 1 11 o 1 11
Rrpsl+ ;—7051*‘1 + fslfﬁ + TLTi §2—a=F + TL s + ’TZTC s§2—« + TLTC 82
= 1 1 1 + Ti 1
R7p s Tc sl
Ta 1 T 1 TaTg 1 Ti 1 TaTB 1
Xx[1l-——¢ - — — -+ = 2
( To st rpsl=B rp7o 2B + T2, 22 + TLTC §2—a—B +
1 1 T,g 1
~ R (1— Tleﬂ> kada s — oo, (4.33)
gde je iskori¢ena aproksimacija (1 + )% ~ 1+az+ %ﬁ za |x| < 1, dobija se asimptotsko ponaSanje
impulsnog odziva za kratka vremena u obliku
1 s ti7F 1
i(t) ~ 1—-—+ — kada t — 0. 4.34
gl() RTL< TLF(Q—ﬁ) RTL ( )

U cilju dobijanja asimptotskog ponaSanja impulsnog odziva za kratka vremena u obliku (4.34), primenjeno
je svojstvo Laplasove transformacije da ako f(s) ~ §(s) kada s — oo (s — 0), tada f (t) ~ ¢ (¢) kada t — 0
(t — <), gde je f = L[f] 1§ = L[g], odnosno, da ako funcija § predstavlja asimptotski razvoj Laplasove
slike f , tada njena inverzna Laplasova transformacija g predstavlja asimptotski razvoj originala f. Sa
druge strane, za dovoljno velika vremena, prema Tauberovoj teoremi primenjenoj na funkciju prenosa g,
datu izrazom (4.26)1, impulsni odziv struje kola i§¢ezava, odnosno
Jim i (t) = lim (sgi(s)) = 0. (4.35)

Kvalitativno, bez obzira na razlike izmedu slucajeva u izrazu (4.30) za impulsni odziv struje g;
disipativno-disipativnog RLC kola, impulsni odziv struje u pocetnim trenucima, prema izrazu (4.34),
opada sa vrednosti g;(07) = %m kao stepena funkcija, sa dominantnim uticajem reda frakcionog izvoda
B, koji odgovara pasivnom kalemu, dok impulsni odziv struje, prema (4.35), asimptotski tezi nuli za velika
vremena. lako se brzina opadanja impulsnog odziva za veliko vreme ne moze ispitati istim metodom kao
i za malo vreme, na osnovu asimptotike (4.57) za veliko vreme struje kola kao odziva na pobudu u obliku
Hevisajdove jedini¢éne funkcije, koja je dobijena u obliku stepene funkcije, moZze se zakljuciti da je brzina
opadanja vrednosti struje kola sporija od brzine opadanja eksponencijalne funkcije.

Impulsni odziv napona na pasivhom kondenzatoru gc je dobijen u odeljku 4.2.1 primenom inverzne
Laplasove transformacije na funkciju prenosa g¢c, datu izrazom (4.26),, u obliku

0, u I slucaju,
ReP(p*e™) & —p*t ..

1 [ K — Tl e , u IT slucaju,

go(t) = ;/ <1>f(€)))|2 e g el (4.36)
0 dd (pel™ .
2Re | ——L——eitlmso | g—[Resolt — y [IT slucaju,
dPaals)],_
gde su funkcije ®4q i P date izrazima (4.27) i (4.32), dok je funkcija K¢ data
Ko (p) = —T17a p' T sin (ar) — o715 p' TP sin (B7)

+ ToTp p* TP sin ((a + B)m) + T4 psin (amr), (4.37)

dok se slucajevi u (4.36) razlikuju prema prirodi nula funkcije ®qq i saZeti su u tabeli 4.1.

Prelazni rezim frakcionih rednih i paralelnih RLgC,, kola analiziran je u [28, 29|, gde je pored konden-
zatora, kalem uopsten rednom vezom otpornika i frakcionog kalema. Frakcione diferencijalne jednacine
koje opisuju ovako uopstena elektri¢na kola resavane su pomocu razli¢itih numerickih alata u [9, 58, 59].

4.2.1 Priroda polova funkcije prenosa g i odredivanje impulsnog odziva g¢

Impulsni odziv napona na pasivnom kondenzatoru g, dat izrazom (4.36), odreden je primenom
Laplasove inverzione formule (1.21) na funkciju prenosa g, datu sa (4.26)2, odnosno integracijom funkcije
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gc(s) et duz odgovarajuée konture T’ koja sadrzi Bromvi¢ovu putanju I'p, i primenjujuéi bilo Kogijevu
integralnu formulu bilo Kosijevu teoremu o reziduumima. Impulsni odziv struje kola g; se dobija na
analogan nacin u obliku (4.30) inverzijom funkcije prenosa §;, date izrazom (4.26);.

Priroda polova funkcije prenosa g, odnosno polozaj i broj nula funkcije ®44, date sa (4.27), odreduje
slucajeve date u tabeli 4.1, kao i da li ¢e se inverzna Laplasova transformacija odredivati kori§¢enjem
Kosijeve integralne formule (1.22) ili Kosijeve teoreme o reziduumima (1.23), posto je s = 0 jedina tacka
grananja funkcije prenosa g¢.

Priroda polova funkcije prenosa j¢

Kako bi se odredio polozaj i broj polova funkcije prenosa g, date sa (4.26)9, ispituju se nule funkcije
44, date izrazom (4.27), koja se transformise u funkciju

1
U(s) = Baa(s) = 5% + as' T + bs' P 4 5P 4 ds + es™ + f, (4.38)
TLTC
gde je a = :7; %7 c= ;—::g’ d = %7 e = TZ:c’ Lf= TLl‘rc' Uvrstavanjem s = pew u lzraz za

;b=
funkciju ¥ (4.38) i razdvajanjem realnog i imaginarnog dela funkcije, dobija se

ReW(p, ) = o2 cos(2p) + ap* cos((1 + a)p) + bp* P cos((1 + B)p)

+ cp®tP cos((a + B)) + dpcos o + ep® cos(ay) + f, (4.39)
Im¥(p, p) = p?sin(2p) 4+ ap* T sin((1 4 a)p) + bp' T sin((1 + B)p)
+ cp®Psin((a + B)) + dpsin ¢ + ep® sin(ap). (4.40)

Svojstva realnog i imaginarnog dela funkcije ¥

ReW(p, —p) =Re¥(p, ) i Im¥(p,—p) = —Im¥(p,¢),

impliciraju da je funkcija ¥ simetri¢na u odnosu na realnu osu, iz ¢ega se zakljuuje da ako funkcija
¥ ima nulu sy u gornjoj kompleksnoj poluravni, tada takode ima i kompleksno konjugovanu nulu sy,
tako da je dovoljno traziti nule samo u gornjoj kompleksnoj poluravni. Stavise, funkcija ¥ nema nule u
gornjem desnom kvadrantu kompleksne ravni (samim tim ni u donjem desnom kvadrantu kompleksne
ravni), posto je za ¢ € (0, g], prema (4.40), Im¥(p, ») > 0, dok za ¢ = 0 vazi da je Im¥(p,p) = 0,
ali prema (4.39) vazi da je ReWU(p,¢) > 0. Dakle, ako funkcija ¥ ima nule, one leZe u gornjem levom
kvadrantu kompleksne ravni, a njihove konjugovane kompleksne vrednosti u donjem levom kvadrantu.

Princip argumenta i kontura v sa slike 4.5 su kori§éeni u cilju utvrdivanja broja nula funkcije ¥ u
gornjem levom kvadrantu.

Ims
Y2
R
Y1
r
V3 V4 Res

Slika 4.5: Kontura v = vy Uy U5 U7v,.
Duz konture v, parametrizovane sa s = pel2, pri ¢emu p € (0,00), prema (4.40), imaginarni deo
funkcije ¥ je

B

Im¥ (p7 g) = ap'™® cos % + bp'*B cos -5 + cp®tP sin %

T +dp+ep°‘sin% > 0,
posto «, 8 € (0,1), dok je u grani¢nim slucajevima

Re\IJ(p,g)wf i Im@(p,g)wep“sin%r%() kada p—0,
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1+« am -

aQ cos &&,  ako jea >

Re\Il(p,E>~fp2Hfoo i Irn\Il(p,z)N P ﬁzﬂ J P — o0 kada p— oo.
2 2 bp' TP cos 5, akojea < f3

Duz konture ,, parametrizovane sa s = Re)?, pri éemu ¢ € [g, ﬂ i R — oo, prema izrazima (4.39) i
(4.40) vazi da se

aR*™sin((1+ a)p), akojea > f,

Re¥ (R, p) ~ R? cos(2 i Im¥(R,p) ~ R?sin(2
LR, )~ Bcos(2p) 1 Im(R,0) ~ R sin SDH{ bR sin((1 + B)p), ako jea < B,

odakle sledi da je
ImU(R,¢) <0 za ¢c (gw)

dok za p = 5 i ¢ = 7 vaZi da se

aR™®cos &=, ako jea >
Rew (R,2) ~—R* = —oco i m¥ (R, 2) ~ E Jea:>p
2 2 bR'F cos £F,  ako jea < 3
—aR'"*sin(ar), akojea >
ReW (R,7) ~ R? 00 i ImW (R, ) ~ e (am) ea>b
—bR"Psin(Br), akojea <

DuZ konture 3, parametrizovane sa s = pel™, pri ¢emu p € (0,00), realni i imaginarni deo funkcije
U, prema (4.39) i (4.40), glase

Re¥ (p, ) = p* — ap' T cos(am) — bp*P cos(Bm) + cp®+P cos((a + B)7) — dp + ep® cos(ar) + f, (4.41)
Im¥(p, w) = —ap' T sin(an) — bp' P sin(Br) + cp® P sin((a + B)7) + ep® sin(ar), (4.42)
i oc¢igledno je da oba mogu menjati znak za p € (0,00). Asimptotsko ponasanje
ReV (p,7) ~ f i ImV (p,7m) ~ ep®sin(ar) — 07 kada p— 0,

—ap*tsin(ar), akojea > f3

— —oo  kada — 00,
—bp!tPsin(fr), ako jea < fB r

ReV (p,7) ~ p> =00 i Im¥ (p,7) N{

realnog i imaginarnog dela funkcije ¥, datih sa (4.41) i (4.42), implicira da imaginarni deo funkcije W
duz v5 menja svoj znak iz negativnog u pozitivan i stoga pri odredenoj vrednosti p* postaje jednak nuli,
odnosno,

Im¥(p*,7) =0 implicira
a(p*)H"X sin(am) + b(p*)l'w sin(fm) = c(p*)aJrﬁ sin((a + B)7m) + e(p*)* sin(an), (4.43)

ako je a4+ 8 € (0,1). Posto su svi ¢lanovi na levoj strani jednakosti u (4.43) stepene funkcije ¢iji je
red veéi od jedan (i manji od dva), dok su funkcije na desnoj strani jednakosti u (4.43) stepene funkcije
Ciji je red manji od jedinice (i veéi od nule), jednac¢ina (4.43) ima, pored p = 0, jo§ jednu nulu p*. Ista
argumentacija vazi i ako je a + 8 € (1,2). Prema tome, vrednost realnog dela funkcije ¥, izracunata u
tacki p*, odreduje da li kontura koja odgovara funkciji ¥(s) obuhvata kordinatni pocetak kada se s menja
duz konture v, tako da:

ako je Re U (p*,m) < tada kontura ne obuhvata koordinatni pocetak,
ako je Re U (p*,m) = tada kontura prolazi kroz koordinatni pocetak,
ako je Re U (p*,m) >0, tada kontura obuhvata koordinatni pocetak.

0,
0,

Duz konture +,, parametrizovane sa s = rel?, pri éemu ¢ € [g, ﬂ ir — 0, prema (4.39) i (4.40), vazi

da je
ReVU(r,) = f i ImU(r,¢) ~ er®sin(ayp) — 0.

Prethodna analiza implicira da promena argumenta funkcije ¥(s) kada se s menja duz konture ~ zavisi
od znaka Re ¥ (p*, ), pri ¢emu je p* dobijeno kao reSenje jednacine (4.43), odnosno, ako je Re ¥ (p*, 7) <
0, tada je Aarg ¥(s) = 0, dok ukoliko je Re ¥ (p*,7) > 0, tada je Aarg ¥(s) = 2, te, prema principu
argumenta, ako je Re ¥ (p*,7) < 0, (Re ¥ (p*,7) > 0) tada funkcija ¥ nema nule (ima jednu nulu) u
gornjem levom kvadrantu kompleksne ravni i stoga nema nule (ima par kompleksno konjugovanih nula
sa negativnim realnim delom) u ¢itavoj kompleksnoj ravni. Ako je i Re ¥ (p*, ) = 0, gde je p* takvo da
je Im W (p*,7) = 0, tada je —p* negativna realna nula funkcije ¥. Klasifikacija nula funkcije ¥, a samim
tim i funkcije ®qq, data je u tabeli 4.1.
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Odredivanje impulsnog odziva gc u I sluéaju

Impulsni odziv napona na pasivhom kondenzatoru gc u I slu¢aju navedenom u izrazu (4.36), odre-
duje se primenom inverzne Laplasove transformacije na funkciju prenosa o, datu sa (4.26)2, odnosno
koris¢enjem Laplasove inverzione formule (1.21) u obliku

. 1 . . s
go(t) = L7 ge(s)](t) = prs Jim g go(s) e ds, (4.44)
r—0 0

kada se primeni na funkciju prenosa gc, kao i Kogijeve integralne formule
jQ{ do(s)estds =0, (4.45)
r

gde je putanja I' izabrana kao na slici 4.6, posto funkcija prenosa go u I slu¢aju nema ni polova, videti
tabelu 4.1, ni drugih tacaka grananja osim s = 0.

Ims

I
12
R 410
T4 Res
Ts r Po
I's
Iz

Slika 4.6: Kontura ' =T'gUTy UL, UT3 U, UT's UT'g UT.

Integracija duz kontura I's i I's, parametrizovanih sa s = pel™ i s = pe ™, pri ¢emu p € (0, 00),
respektivno daje

0

i * Red ™) — jIm® i
Ir, = lim gc(s)e‘“dsz/ 7.Trepte e”dp:/ e®ad(pe’™) J'm2dd(P€ )e_”tdp,
G oo Paa(pel™) 0 |@aa(pei™)]
(4.46)
e 1 s ° Re® el jIm® J7
IF5: lim gc(s)eStdSZ/ 77.”6’#9 i e—Jﬂ'dp:_/ € dd(p )"‘J‘ded(pe )e—ptdp,
33 Jrs o Paa(pe™i™) 0 |®aa(pel™)|
(4.47)

posto je @qq(pe ™) = Pqq(pe’™), gde linija iznad ®4q oznafava kompleksnu konjugaciju, tako da se na
osnovu Kogijeve integralne formule (4.45) i izraza (4.44), (4.46) i (4.47) dobija

1 1 [ Im® e 1 [ K
A S e - TR T
27 T Jo  |®aa(pei™)| T Jo  |®aa(pel)]

buduéi da integrali duz svih ostalih kontura sa slike 4.6 teze nuli kada R — oo i r — 0, pri ¢emu su
funkcije ®qq i K¢ respektivno date sa (4.27) i (4.37).
Integral duz konture I'y, parametrizovane sa s = p + jR, pri ¢emu p € (0,pp), kada R — oo daje

0
1 .
Ir, = lim go(s)ef'ds = lim ePHIR gy,

1 R—oo Jp, R—o0 Po (bdd(p—f—_]R)

odakle sledi da je

Po 1 Po 1
Ir, | < 1 —ePldp < i ——ePdp -0 kada R—
| F1| > Rglloo/o |‘I)dd(p+jR)|e p < lim TLTCR2€ p a 0,

R—o0 Jg
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posto za |s| = /p?+ R? ~ Riargs = arctan% ~ Z, prema (4.27) vazi da se |®qq(Re12)| ~ To7c R
kada R — oo, stoga Ir, — 0 kada R — oo. Sli¢na argumentacija daje da Ir, — 0 kada R — oo.
Integral duZ konture I'y, parametrizovane sa s = Rel?, pri ¢emu ¢ € (5,m), kada R — oo daje

g 1 i :
Ir, = lim [ go(s)e®ds = lim et iRel?dop,

R—o0 Jp, R—oo Jx (I)dd(ReJ'SG)
odakle sledi da je

m R . 1
I < 1i —_ thos@d < N - thoscpd kad
| FQ‘ - Rgnm[g \fbdd(ReN;)‘e [ZIS Rgnoo B TLTCRe p—0 a R — oo,

posito je cosp < 0 kada ¢ € (3, 7) i prema (4.27) vazi da se |Paq(Re¥)| ~ 7,7 R? kada R — oo i stoga
Ir, — 0 kada R — oo. Sli¢na argumentacija daje da Ir, — 0 kada R — oo.
Integral duz konture I'y, parametrizovane sa s = rel?, pri ¢emu ¢ € (5,7), kada r — 0 daje

—T
1 rtel?

Ir, = lim [ go(s)e®ds = lim jrei?dep,

r—0 Ty r—0 J_ (I)dd(rejsﬁ)

odakle sledi da je

4 r

|Ip4| S lim

7Tt cos ¢ < 1i
i 7\<I>dd(rej“’)\e dy < }g\% [ﬂ rdp -0 kada r—0,

posto prema (4.27) vazi da se |®aq(re’?)| ~ 1 kada r — 0, odakle se zakljutuje da i I, — 0 kada r — 0.

Odredivanje impulsnog odziva go u II sluéaju

Impulsni odziv g¢ u II slu¢aju navedenom u (4.36), odreduje se primenom inverzne Laplasove transfor-
macije na funkciju prenosa jc, datu sa (4.26)2, koristeéi se definicijom inverzne Laplasove transformacije
(4.44) i Kosijevom integralnom formulom (4.45), gde je kontura I odabrana kao §to je prikazano na slici
4.7, posto u II slu¢aju funkcija go ima negativni realni pol sg = —p*, videti tabelu 4.1, kao i tacku
grananja s = 0.

Ims
11
I
R 410
Araa Ls b T, Res
Tsb 1:9 T Po
I's
17

Slika 4.7: Kontura I' = FO U F1 U FQ U F3a U F3b U F4 U F5a U F5b U FG U F7 U Fg U Fg.

Integracija duz kontura I's, UT'3, i I's, UT's;, daje integrale (4.46) i (4.47), koji, kombinovani na sli¢an
nadin kao u (4.48), impliciraju

[T K _
IFSaUFSb + IFSaUF5b = _2.]/ 07(?)26 ptdpa (449)
0 [Paa(pel™)|

dok integracija duz kontura I'g i I'g, respektivno parametrizovanih sa s = p*e/™ +re% pri éemu ¢ € (0, )
is=p*e ™ 4+ rel? pri cemu ¢ € (—7,0), kada r — 0 daje

e(p*ej”—i-rej“")t

0
1 .
Ir, = lim [ go(s)e®ds = lim jre'¥de

® o r=0 Jpy r—0 [ Dgq(p*el™ + rei®)
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rel? p*

=—je "t [ 1 : —dp =jr =t ! 4.50
je /O M Baa(prom +raw) O I plpram© (4.50)
o 1 * I T L i ;
Ir, = li g stds = li i i (p e T re)t s e q
T rl_l;% To gc(s)e 5 TI_I)I(I) 0 DPyq (p*e—J” + reJ‘F) ¢ re v
0 jo *
= et [ 1 e —dp = jr ="t 451
i [ e 4 T B sy
posto, kao §to ¢e biti pokazano u nastavku, vazi da je
. rel® p* . . rel® p*
1 - — = — - 1 - — = — = - 4.52
r50 Daq(p*el™ + rei?) P(p*eim) S Dyq(pre™i™ + relv) P(p*ei™)’ (4.52)

gde je P dato sa (4.32), odnosno u obliku

P(p"e™) = 2r17¢ (p°) — (14 @) To7a (0°) 70 &7 — (L4 B) Tems (p) 7 &7
4 (@t B) rars (p) OO Lot 4 (0F) 0T,

tako da se kombinovanjem izraza (4.50) i (4.51) dobija

. 1 1 e .ReP(p*e™) , _ .
1 Ir, = - = - et =9 ———_—_Lp*e P L 4.53
ot = (B ) P R 439

Iz Kogijeve integralne formule (4.45), prema (4.49) i (4.53), sledi

1~ K B ReP(p*e™) , .
gc(t)=*/ 07([.))26 ”tp—%“fpt’
0 |Paa(pem)] |P(p*el™)|

posto integrali duz svih ostalih kontura na slici 4.7 teze nuli kada R — oo i r — 0, kao $to je ve¢ pokazano
u prethodnom odeljku.
Vazenje relacije (4.52); se dokazuje zapisivanjem funkcije ®4q(p*e’™ + re/¥) kada r — 0 u obliku

(I)dd(p*ej7T + rej‘p)

o 2 ioN 1ta o 148
o iy 2 rel¥ o iy 1F rel¥ v i\ 148 rel¥
=77c (p ™) (1_;)* ) + 7070 (p*e7) a(l— e ) +71c7s (p*e') 1- pE

e 4 el®
~71r7e ()’ (1 - 2%* > 770 (pre™) 0 (1 —(1+a) rp* )

: el s\ rel®
+TcTp (p*e”)urﬁ (1 -1+ B)p*) +7aTs (p*™) +h (1 —(a+p) o )

) el® . a i
~ aq (p*eT) — rp— (ZTLTC (P +(1+a)TL7a (p"‘e”r)l+ + (1 +B)TeTs (p'e™)

*

1+

% jmyath * * Jm\ &
+(a+ B)Tats (p*7) —Top +a7a(pej)>,
odakle, posto je ®qq (p*eI™) = 0, sledi relacija (4.52);. Sli¢no se dokazuje i izraz (4.52)s.

Odredivanje impulsnog odziva go u III sluéaju

Impulsni odziv go u III sluéaju navedenom u (4.36), odreduje se primenom inverzne Laplasove trans-
formacije na funkciju prenosa jc, datu sa (4.26), koristeci se definicijom inverzne Laplasove transforma-
cije (4.44) i Kogijevom teoremom o reziduumima (1.23) u obliku

ﬁgc(s) e*" ds = 27j (Res (gc(s) e*, s0) + Res (gc(s) €, 50)) (4.54)
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kada se primeni na funkciju prenosa jo, gde je kontura integracije I' odabrana kao na slici 4.6, poSto
funkcija go u III sluéaju ima par kompleksno konjugovanih polova sg i §p sa negativnim realnim delom,
videti tabelu 4.1, kao i tacku grananja s = 0.

Leva strana Kogijeve teoreme o reziduumima (4.54) je veé izra¢unata u odeljku posvecenom I slucaju
u obliku (4.48), tako da se (4.54) transformise u

1 [ K . R st -
go(t) — 7/ C‘7('?)2e_ptdp = Res (gc(s) et so) + Res (gc(s) et so) , (4.55)
T Jo  |®aa(pel™)|

gde su reziduumi:

R (A ( ) st ) eSt ethmso |Reso|t
es(go(s)e so) = 7——| =g e [Resoll,
) %‘I)dd(s) . %(I)dd(S)L:sO
est efjtlmso
Res (go(s)e™,50) = 50—~  =ag ¢
Toual)| . Bl
tako da je
~ st ~ st oz ) elthmso —|Resqt
Res (gc(s) e ,30) + Res (gc(s) e ,so) =2Re | 5 e ,
Eédd(s)|s=50
posto je %¢dd(5)|szgo = %(I)dd(S)L:SO, odakle, prema (4.55) sledi da je

1 o K ejtlmsU
gC(t) - 7/ %e—ptdp+ 2Re dF. (o) e Remlt,
™ Jo |Q)dd(pej7r)| Eq)dd(s)’s:so

4.2.2 Numericki primeri

Struja disipativno-disipativnog RLC kola, kao odziv na elektromotornu silu oblika Hevisajdove funk-
cije E£(t) = & H(t), gde je & intenzitet elektromotorne sile, dobijena je koris¢enjem izraza za struju kola
(4.29)1 u obliku

Z(t) = go (gi(t) * H(t)) = 80/0 gi(t/)dt/,

gde je impulsni odziv struje g; uzet u obliku (4.30).

Slika 4.8 ilustruje kvalitativno razli¢ite tipove vremenskih profila struje kola, koji se kreé¢u u rasponu
od aperiodi¢nog, dobijenog za 7¢ > 7F = 0.972..., a koji odgovara I slucaju u izrazu za impulsni
odziv struje (4.30), preko kriti¢no aperiodi¢nog, dobijenog za 7¢ = 7% i koji odgovara II slucaju iz
(4.30), do priguseno oscilatornog, dobijenog za 7¢ < 7&, koji odgovara III slucaju iz (4.30). Oscilatorno
ponasanje struje kola moze biti priguseno do te mere da oscilacije uopste nisu vidljive, kao u sluc¢aju krive
koja odgovara 7o = 0.5. Takode, moguce je primetiti savrSseno poklapanje krivih dobijenih kori§éenjem
analitickih izraza i onih koje su rac¢unate pomoc¢u Talbotovog algoritma za numericku inverziju Laplasove
transformacije, koji su razvili J. Abate i P. P. Valko u [1] i ¢ija je implementacija u programskom paketu
Mathematica dostupna na: http://library.wolfram.com /infocenter /MathSource/4738/.

Uticaj promene reda frakcionog izvoda «, koji se javlja u konstitutivnoj jednacini pasivnog kondenza-
tora (2.9), na vremenske profile struje kola je prikazan na slici 4.9. Iako su vremenski profili struje na slici
4.9a naizgled aperiodi¢ni, navedeno svojstvo vazi samo za krive koje odgovaraju vrednostima parametra
a = 0.551 a = 0.75, dok krive, dobijene za o = 0.15,0.35, 0.95, imaju oscilatorni karakter koji je prigusen
do te mere da su oscilacije neprimetne. Svi vremenski profili na slici 4.9b imaju oscilatorni karakter bez
obzira na red frakcionog izvoda «, medutim oscilacije su izraZenije za vece vrednosti «. Slike 4.9a i 4.9b
ilustruju ¢injenicu da kriva koja odgovara najvec¢oj vrednosti parametra o dostize najveéu maksimalnu
vrednost, a zatim opada najveéom brzinom.

Bez obzira na red frakcionog izvoda «, sve krive sa slike 4.9 se poklapaju za malo vreme, kao §to je
predvideno asimptotikom struje kola (4.56), koja je data u nastavku i prema kojoj struja raste tokom
vremena kao kombinacija linearne i stepene funkcije sa eksponentom koji zavisi od reda frakcionog izvoda
B, koji se pojavljuje u konstitutivnoj jednacini pasivnog kalema (2.10). Struja kola za veliko vreme opada
kao funkcija stepenog tipa, pri ¢emu stepen dominantno zavisi od reda frakcionog izvoda «, koji odgovara
pasivnom kondenzatoru, a u pojedinim ¢lanovima viSeg reda i od parametra 3, videti asimptotiku struje



4.2. TRANZIJENTNI ODZIV DISIPATIVNO-DISIPATIVNOG RLC KOLA 51
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Slika 4.8: Vremenski profili struje RLC kola kao odgovor na elektromotornu silu u vidu Hevisajdove
funkcije intenziteta & = 1, dobijeni analiticki (pune linije) i numericki (tacke) za parametre modela:
R=1,7,=02,7,=0.1, 73 =0.05, « =0.55, i § = 0.55.
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(a) Vremenski profili za parametre modela: R = 1, 7, = (b) Vremenski profili za paran}etre modela: R=1,77 =1,
0.5, 7¢ =1, 74 =0.6, 75 =051 g = 0.25. Tc=02,74 =02,74 =051 8 =045

Slika 4.9: Vremenski profili struje RLC kola kao odgovor na elektromotornu silu u vidu Hevisajdove
funkcije intenziteta & = 1 (pune linije) u poredenju sa izrazima dobijenim asimptotskom analizom
(isprekidane linije).

kola (4.57). Vremenski profili se veoma dobro slazu sa asimptotikom za veliko vreme, kao §to je vidljivo
i sa slika 4.9a i 4.9b.

Asimptotika struje kola, kao odziva na pobudu u obliku Hevisajdove funkcije, za malo vreme data sa

. 80 1 T3 t2 B
~N— | — = — 4.
i(t) I < L t 2T (3 ) kada ¢t — 0, (4.56)

dobija se primenom inverzne Laplasove transformacije na izraz

) & 11 75 1
z(s)NEES—2 <17'le—5) kada s — oo,

koji sledi iz asimptotike funkcije prenosa g;, date sa (4.33) i Laplasove transformacije elektromotorne sile
E(s) = 50%. Sa druge strane, asimptotsko ponaSanje struje za veliko vreme

i(t) ~ % (TCW) i Tar(i—aa))
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9 ¢ 2@ 20— =3 . 1_5 1
—TaTt 9] ~ TaTAT (i 2a—p) T Tatli sy H0<a< 55 <j3
72 _t- 2o t 3> . 1-8 1
< “TaT(i= 2a)+TaF(1 3a)’ 1f0<7<oz<§,
0 —2a —2a—8 —
“0 2 : 1 1-8 _ 1
+R —Tam TTﬁm, 1f0<§<01<?<57 kadat—)oo,
2 _t7 : 1-8 _ 1 1
_TQF(172Q)7 1f0<7<§<0(<§7
0, if 1 <a<l,
(4.57)
dobija se primenom inverzne Laplasove transformacije na izraz
&o 1
N + 2 20
Z(S)_R Tc-l-Tasfa (1—Tasa—7argsaﬁ—...—i—Tas”—&—...)
&o 1
~ § TC+ Ta gl—a
. 1—
_Ti sl_lza - TiTﬂ sl,ga,ﬂ =+ Ti 81_13“7 fo<a< 25 < %7
. 1—
& _Tisl}zaﬁ‘Tiﬁ, 1f0<TB<a<%7
. 1—
+E _Tisl—%_TiTﬁslfz%fﬁa 1f0<%<a<76<%7 kada s — 0,
. 1—
~Ta e ifo<F <lca<l,
07 if % < a< 17

koji je izveden uvrsStavanjem Laplasove transformacije elektromotorne sile é( ) = 801 u funkciju prenosa

i, datu sa (4.26)1, te razvojem u red i koriS¢enjem aproksimacije (1 + x)” ~ 1+ax+ O‘(o‘ D22 7a |2| < 1.
Pretpostavljajuéi elektromotornu silu u obliku harmonijske funkcije
E(t) = & cos(wt) (4.58)

i pretpostavljajuéi razli¢ite vrednosti reda frakcionog izvoda § u konstitutivnoj jednacini pasivnog ka-
lema (2.10), prikazivanjem vremenskih profila struje disipativno-disipativnog RLC kola, na slici 4.10 je
ilustrovan prelazak kola iz tranzijentnog u kvazistacionarni rezim.

Odziv kola u tranzijentnom rezimu je odreden izrazom

i(t) = Eo(gs(t) * cos(wt)) = & /0 gt — 1) cos(wt')dt, (4.59)

koris¢enjem izraza za struju kola (4.29);, gde je impulsni odziv struje uzet u obliku (4.30), dok se struja
kao odziv kola u kvazistacionarnom stanju dobija uzimanjem realnog dela izraza

i(t) = ig @) odnosno i(t) = ig cos(wt + &;), (4.60)
gde su amplituda i fazni stav struje dati sa

50 50

io(w) = = (461)
7449 (a)
| (w)] R+Y(d)( )_|_Z (w )
sin d)l(.dd) (w)
¢)i ((,U) = arctan m (462)

respektivno, videti izvodenje sa pocetka odeljka 4.3, pri ¢emu su impedanse disipativnog kondenzatora
ﬁ i kalema Z(Ld) odredene izrazima (2.20) i (2.21), dok su sin gbz(-dd) i cos qﬁgdd) dati sa (4.70) i (4.69).
(e}

Struja kola, odredena konvolucijom impulsnog odziva i elektromotorne sile u obliku (4.29); za proizvoljnu
pobudu, pa tako i za pobudu u obliku harmonijske funkcije (4.58), opisuje prelazni rezim i vaZi za bilo
koji trenutak vremena. Medutim, impulsni odziv struje g;, dat izrazom (4.30), je opadajuca funkcija, te
za veliko vreme, prema Tauberovoj teoremi primenjenoj na funkciju prenosa g;, datu sa (4.26);, dostize
nultu vrednost, odnosno

Jimgi(t) = lim (sg,(s)) = 0,
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Slika 4.10: Vremenski profili struje RLC kola kao odgovor na elektromotornu silu u obliku kosinusne
funkcije amplitude £ = 1 i ugaone ucestalosti w = 0.3, dobijeni analiticki (4.59) (pune linije) i numericki
(tacke) za tranzijentni rezim i krive dobijene analiticki (4.60) (tanka puna linija) za kvazistacionarno
stanje za parametre modela: R=1, 7, =1, 7¢ =0.2, 7, =02, 74 =0.51i o = 0.8.

-0.5

-1.0

(a) Vremenski profili struje prikazani punim linijama za 8 = 0.353...
i B = 0.868..., isprekidanim linijama za 8 = 0.051 8 = 0.95 i tac¢-
kasto isprekidanim linijama za 8 = 0.611... u poredenju sa vremen-
skim profilom elektromotorne sile.
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B ~0.05}
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. . . . F: i truj i ti od t .
(b) Amplituda struje u zavisnosti od parametra S. () Fazni ugao struje u zavisnosti od parametra

Slika 4.11: Struja RLC kola kao odgovor na elektromotornu silu u obliku kosinusne funkcije amplitude
& = 1 i ugaone ulestalosti w = 0.3, dobijen za parametre modela: R = 0.65, 7, = 0.5, 7¢ = 0.5,
Toa =15,73 =2 and a =0.5.
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tako da harmonijska pobuda preovladuje za veliko vreme, odnosno uvodi i upravlja odzivom RLC kola
u kvazistacionarnom stanju.

Sa slike 4.10 je ocigledno da povecanje vrednosti parametra S utiCe na izraZeniji oscilatorni karakter
vremenskih profila struje RLC kola u prelaznom rezimu, a takode i da utie na produZzenje vremena
trajanja prelaznog rezima, odnosno na odlaganje ulaska kola u kvazistacionarno stanje. Savrseno pokla-
panje krivih koje odgovaraju prelaznom rezimu i koje su dobijene koris¢enjem analitickog izraza (4.59)
i numerickom inverzijom Laplasove transformacije, kao i slaganje ovih krivih sa krivom koja odgovara
kvazistacionarnom rezimu, dobijenom kori§¢enjem izraza (4.60), takode je ocigledno sa slike 4.10.

Uticaj promene parametra § na vremenske profile struje kola u kvazistacionarnom rezimu, kao i na
amplitudu i fazni stav struje, analiziran je na slici 4.11 za fiksiranu vrednost ugaone ucestalosti. Sa slike
4.11c je ocigledno da odziv frakcionog RLC kola menja karakter od pretezno kapacitivnog, dobijenog za
vrednosti parametra 8 € (0,0.353...) U (0.868..., 1), posto je fazni stav struje pozitivan, odnosno ve¢i od
faznog stava elektromotorne sile koji je jednak nuli, preko ¢isto rezistivnog za 8 = 0.353... 1 § = 0.868...,
posto je za ove vrednosti parametra [ fazni stav struje jednak nuli, $to se poklapa sa vrednoséu faznog
stava elektromotorne sile, do pretezno induktivnog, dobijenog za 8 € (0.353...,0.868...), posto je fazni
stav struje negativan, odnosno manji od nultog faznog stava elektromotorne sile. Vremenski profili sa slike
4.11a, koji odgovaraju pretezno kapacitivnom karakteru frakcionog RLC' kola, prikazani su isprekidanim
linijama, pune linije odgovaraju kolu sa ¢isto rezistivnim karakterom, dok tackasto isprekidana linija
odgovara slucaju u kojem kolo ima najizrazeniji induktivni karakter, poSto je za vrednost parametra
B = 0.611... fazni ugao struje minimalan. Slika 4.11b pokazuje da, za izabrane vrednosti parametara
modela, amplituda struje monotono raste sa porastom vrednosti parametra .

4.3 Enmergetski bilans RLC kola u kvazistacionarnom rezimu

Frakciona RLC kola koja sadrze disipativne i/ili generativne elemente analiziraju se sa aspekta po-
trosnje, odnosno proizvodnje energije razmatranjem kola u kvazistacionarnom rezimu, tako Sto se elek-
tromotorna sila, struja kola i naponi na frakcionom kondenzatoru i kalemu pretpostavljaju u obliku
harmonijskih funkcija

E(t) =&, i(t) =ig @) uc(t) = uco TP i uy () = ugo WO, (4.63)

ugaone ucestalosti w, amplituda &y, ig, uco 1 ure i faznih stavova ¢;, ¢~ 1 ¢;. Energija koju frakciono
RLC kolo potrosi, odnosno proizvede tokom jedne periode T harmonijskih funkcija (4.63), odredena je
izrazom

(n+1)T (n+1)T 1
W = / E(t)i(t)dt = 501'0/ cos(wt) cos(wt + ¢;) dt = §€0i0T oS @, (4.64)
nT nT

gde su
E£=Re& 1 i=Rei,

te je jasno da znak kosinusa faznog ugla struje odreduje da li kolo disipira ili generiSe energiju, dok znak
sinusa faznog ugla odreduje da li je karakter kola kapacitivan ili induktivan. Naime, ukoliko je cos ¢, > 0,
kolo disipira energiju, a ukoliko je cos ¢; < 0, kolo generiSe energiju, dok za sin ¢, > 0 kolo ima kapacitivni
karakter, posto struja prednjaci elektromotornoj sili, a za sin¢; < 0 kolo ima induktivni karakter, jer
struja kasni za elektromotornom silom.

Izrazi za kosinus i sinus faznog stava struje ¢;, izrazeni preko odnosa amplituda struje i elektromotorne
sile g—‘;, mogu se izvesti uvr§tavanjem izraza (4.63); 2 za elektromotornu silu i struju u jednacine frakcionih
RLC kola (4.4), (4.7), (4.9) i (4.10). Isti rezultat bi se postigao uvr§tavanjem s = jw u izraze (4.5), (4.8),
(4.13) i (4.14) za funkcije prenosa koje odgovaraju struji, te razdvajanjem realnog i imaginarnog dela u
tako dobijenim izrazima, uz pretpostavku da je i(jw) = i @) | (jw) = & el“t,

Medutim, u cilju odredivanja izraza za sinus i kosinus faznog stava struje, umesto pomenutih pristupa,
koristi se pristup u duhu teorije elektri¢nih kola, te se drugi Kirhofov zakon za RLC kolo u kvazistacio-
narnom rezimu, kombinovan sa Omovim zakonom, zapisuje u obliku

E(t) = Ri(t) + ur(t) + uc(b), (4.65)

te se koris¢enjem izraza (2.20) i (2.21) za impedanse pasivnog kondenzatora i kalema, kao i izraza (2.31)
i (2.32) za impedanse aktivnog kondenzatora i kalema, drugi Kirhofov zakon (4.65) transformise u

Et)=(R+Zc+ Zr)i(t), odnosno E(t) = Z.i(t), (4.66)
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pri ¢emu je Z, = R+Zc+Zy, ekvivalentna impedansa frakcionog RLC kola. Uvr§tavanjem izraza (4.63); o
za elektromotornu silu i struju kola u drugi Kirhofov zakon (4.66) se dobija

& ; Re Z Im Z
Zo = i—o e 9% odakle sledi cos¢, = ‘eZ |e i sing, = — Tg |e. (4.67)
0 e e
U slucaju disipativno-disipativnog RLC' kola, na osnovu izraza za ekvivalentnu impedansu
1
20D (W) = R+ —5—+ 21 (w), (4.68)
Yo (w)
dobija se
(dd) 1 Cow® cos G 5 B
. = L - 4-
oW = ZEn ) <R+ 202 + 20C w1 o sin F + Cawe P % ) (4.69)
. (dd) 1 Cw + Caw“ sin % I3 I B o B’/T
< = —Lw— 22 4.
sin ;" (w) 1289 ()] (C%Q +2CCow e sin & + C2w2 w = Lpw"sin = |, (4.70)

koriS¢enjem impedansi pasivnog kondenzatora i kalema (2.20) i (2.21) i izraza (4.67). Na osnovu izraza
za kosinus faznog stava struje (4.69) je o€igledno da je kolo disipativno za sve frekvencije w, posto je
cos ¢;(w) > 0, dok asimptotika
~ %wllfﬁ cos%r — 0" kada w — oo,
(4.71)
implicira da je za niske ucestalosti disipacija energije odredena parametrom «, koji karakterise pasivni
kondenzator, dok je disipacija energije za visoke ucestalosti zanemarljiva. Karakter kola se menja od
kapacitivnog za niske ucestalosti do induktivnog za visoke ucestalosti, §to se moZze videti iz izraza za
asimptotiku sinusa faznog ugla

cos (bgdd)(w) ~ CO8 % kada w—0 i cos qbgdd) (w)

sin ¢Edd)(w) ~ sin % >0 kada w—0 i sin gbgdd)(w) ~—1 kada w— occ. (4.72)

Kosinus i sinus faznog ugla struje u funkciji ugaone ucestalosti, dobijeni kori§éenjem izraza (4.69) i
(4.70), prikazani na slici 4.12, jasno ilustruju da disipativno-disipativno RLC' kolo tro$i energiju za sve
ucestalosti, uz moguénost da kosinus faznog ugla ima i minimum, uporediti slike 4.12a i 4.12b, pri ¢emu
kosinus faznog ugla u oba sluaja tezi ka nuli sa gornje strane, kao §to je i predvideno asimptotikom
(4.71), dok se vrednost sinusa faznog ugla, monotono ili nemonotono, menja od pozitivne do negativne,
§to govori o promeni karaktera kola sa kapacitivnog na induktivni, kako je i predvideno asimptotikom
(4.72).

1.0
cos ¢f-dd)
0504
1
A}
\
\
\
\
\
N
N\
N
N
~
\\

0.0

-0.5

0.0 05 10 15 20 25 30 0.0 05 10 15 20 25 30
w w
(a) Krive dobijene za navedene parametre i 7o = 3. (b) Krive dobijene za navedene parametre i 7o = 0.2.

Slika 4.12: Energetski bilans i karakter disipativno-disipativnog RLC' kola: cos ¢Edd) isin (bz(-dd) kao funkcije
ugaone ucestalosti w, dobijeni za parametre modela: a = 0.4, 3 =0.8, 7¢ = 0.5, 7, = 0.5,1 78 = 1.5.

Koriséenjem ekvivalentne impedanse generativno-generativnog RLC kola

788 (w) = R+ 2 (w) +

(4.73)
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gde su impedanse aktivnog kondenzatora i kalema uzete u obliku (2.31) i (2.32), izraz (4.67) za kosinus i
sinus faznog stava struje daje

(8)(, \ _ 1 _ sin 5= _ 1+4v Lsin 55
cos g, (w) = 70 (R Gt LL,w 127 + 2Ll cos Z 1 17) (4.74)

oy L (1 et hh  Lyw+ LeosTH
Sln¢i (w) = |Zégg)(w)| <C’w + Cuwl-‘r” LLyw LZZILUZV—I—QLLVUJV COS% _|_L2

(4.75)

Asimptotika kosinusa faznog stava struje

L sinl/—ﬁ—>0* kada w — oo

L,wY 2
(4.76)
implicira da je kolo generativno kako za niske, tako i za visoke ucestalosti, a da moze biti disipativno za
ucestalosti srednjeg opsega, dok asimptotika sinusa faznog stava struje

cos ¢z('gg) (w) ~ —sin %T <0 kada w—0 i cos (f)z(gg) (W) ~—

sin ¢§-gg) (w) ~ cos l;l >0 kada w—0 i sin ¢§gg) (w)~—-1 kada w — oo, (4.77)

implicira da je kapacitivni karakter kola dominantan za niske, dok je kolo induktivno za visoke ucestalosti,
kao i u sluéaju disipativno-disipativnog RLC' kola.

1.0 -~ 1.0

05+

0.0

-0.5

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
w w
b) Krive dobijene za navedene parametre i 7, = (c) Krive dobijene za navedene parametre i 7, =
0.20980. 0.055.

Slika 4.13: Energetski bilans i karakter generativno-generativnog RLC kola: cos ¢\%8) i sin ¢ kao funk-
cije ugaone ucestalosti w, dobijeni za parametre modela: ¢ = 0.7, v = 0.9, 7¢ = 0.75, 7, = 0.75 i
7, = 0.025.

Slika 4.13 prikazuje kosinus i sinus faznog stava struje generativno-generativnog RLC kola, dobijenih
prema izrazima (4.74) i (4.75), u zavisnosti od ugaone ucestalosti. U slu¢aju parametara modela koris¢enih
za dobijanje dijagrama sa slike 4.13c, kolo generiSe energiju za sve ucestalosti, dok u slu¢ajevima sa slika
4.13a14.13b, kolo generiSe energiju i za niske i za visoke ucestalosti, §to je u skladu sa asimptotikom (4.76),
dok kolo disipira energiju za srednje ucestalosti, sa moguénoséu nagle promene u karakteru energetskog
bilansa, §to je ilustrovano na slici 4.13b. Promena dominantnog karaktera kola od kapacitivnog, koji kolo
pokazuje za niske ucestalosti, do induktivnog, koji kolo pokazuje za visoke ucestalosti, §to je u skladu
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sa asimptotikom (4.77), je nemonotona pri porastu ucestalosti za sve prikazane slucajeve parametara
modela, a takode je moguca i nagla promena karaktera kola.

Ekvivalentne impedanse koje odgovaraju disipativno-generativnom i generativno-disipativnom RLC'
kolu su date izrazima

1 1

Z'98) (W) = R+ +
€ d
YW w) Y ()

i Z&D(w) = R+ 2% (W) + 21V (w). (4.78)

Ekvivalentna impedansa disipativno-generativnhog RLC' kola Zédg), data sa (4.78)1, koris¢enjem impedansi
pasivnog kondenzatora i aktivnog kalema, datih sa (2.20) i (2.32), prema izrazu za kosinus i sinus faznog
stava struje (4.67) daje

(dg) 1
cosp; (W) = ——
1254 (w))
« (s Cow® cos.% LD Lsin 5F 7
C2w? + 20Cw'tesin &F + C2w2 L2w? + 2LL,w" cos % + L?
(4.79)
i (dg) 1
sing; > (w) = ————
1 128 ()]
" Cw+ Cw* .sin 5 LIt Lyw” + L cos 5F ’
C2w? + 2CC wtte sin &F + C2Zw2e L2w? + 2LL,w" cos % + L?
(4.80)
Sto implicira asimptotike
L
cos d)gdg) (w) ~ cos % >0 kada w—0 i cos qSEdg) (w) ~ 7 sin % — 07 kada w — oo,
pw”
(4.81)
sin (bgdg) (w) ~ sin % >0 kada w—0 i sin (bgdg) (w)~—-1 kada w — oo. (4.82)

Sa druge strane, ekvivalentna impedansa Zégd) generativno-disipativnog RLC' kola, videti (4.78)2, ko-
ri¢enjem impedansi aktivnog kondenzatora (2.21) i pasivnog kalema (2.31), prema izrazu za kosinus i
sinus faznog stava struje (4.67) daje

L _ sinfy 8 cos OT
cos¢; (W) = 20 (R ET + Lpw” cos — |, (4.83)
. @d), 1 1 cos b~ 5. BT
sin ¢;°% (w) = 7|Z(gd)(w)\ <C’w + Gt Lw — Lgw” sin 5 ) (4.84)

§to implicira asimptotike

L 1
cosgbggd)(w) ~ —sin%r <0 kada w—0 i cosqbggd)(w) ~ TB 5 COS% — 07 kada w — oo,
w
(4.85)
sin (bggd) (w) ~ cos MQ—W >0 kada w—0 i sin ¢§gd) (w)~—-1 kada w — oo. (4.86)

Sa aspekta energetskog bilansa, zakljucuje se da disipativno-generativno RLC' kolo rasipa energiju za
niske ucestalosti, a generiSe je za visoke ucestalosti, videti (4.81), dok se generativno-disipativno kolo
ponaSa potpuno suprotno, videti (4.85). Kapacitivni i induktivni karakter oba kola je isti kao i u svim
prethodnim slucajevima, uporediti (4.82) i (4.86) sa (4.72) 1 (4.77).

Dijagrami kosinusa i sinusa faznog ugla u funkciji ugaone ucestalosti, prikazani na slikama 4.14 i 4.15,
dobijaju se prema izrazima (4.79) i (4.80) za disipativno-generativno, odnosno prema izrazima (4.83) i
(4.84) za generativno-disipativno RLC kolo. Slike 4.14a i 4.15¢ ilustruju ¢injenicu da kolo disipira, odnosno
generiSe energiju za prili¢no Sirok opseg ucestalosti, dok se energetski bilans menja za visoke ucestalosti
u skladu sa asimptotskim izrazima (4.81) i (4.85), respektivno. Na slici 4.14a se primecuje da kolo menja
karakter iz kapacitivnog (kondenzator je disipativni element) u induktivni (kalem je generativni element)
pri ¢emu i dalje trosi energiju, suprotno slu¢aju prikazanom na slici 4.14c, gde je kolo pocelo da proizvodi
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b) Krive dobijene za navedene parametre i 7, =

0.93329 (¢) Krive dobijene za navedene parametre i 7, = 0.09.

Slika 4.14: Energetski bilans i karakter disipativno-generativnog RLC kola: cos (bgdg) isin qbgdg) kao funkcije
ucestalosti w, dobijeni za parametre modela: a = 0.25, v = 0.85, 7¢ = 0.25, 7, = 0.005 1 7, = 0.75.

2d) H K e T
1
1
1
0.5 i
1
1
1

0.0 ﬁ

-0.5

b) Krive dobijene za navedene parametre i 74 =

0.46607 (c) Krive dobijene za navedene parametre i 73 = 0.01.

Slika 4.15: Energetski bilans i karakter generativno-disipativnog RLC' kola: cos (bggd) isin qbggd) kao funkcije
ucestalosti w, dobijeni za parametre modela: ;4 = 0.2, 3 = 0.6, 7¢ = 0.025, 7, = 0.01i 7, = 0.95.
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energiju dok je jo§ uvek bilo pretezno kapacitivnog (disipativnog) karaktera. Slike 4.15a i 4.15¢ takode
ilustruju sli¢no ponaSanje generativno-disipativnog RLC' kola, posto je kolo pocelo da trosi energiju dok
je 1 dalje bilo pretezno kapacitivnog karaktera (kondenzator je generativni element), videti sliku 4.15a,
za razliku od slucaja prikazanog na slici 4.15c, gde je kolo promenilo svoj karakter u pretezno induktivni
(kalem je disipativni element), dok i dalje proizvodi energiju. Mogucnost nagle promene u potrosnji,
odnosno proizvodnji energije i karakteru oba RLC kola je ilustrovana na slikama 4.14b i 4.15b.

Analizom energetskog bilansa frakcionih RLC kola, zaklju¢uje se da ukoliko kolo sadrzi pasivni kon-
denzator i kalem, tada kolo tro8i energiju na celom opsegu ucestalosti, videti sliku 4.12, a ukoliko su
kondenzator i kalem aktivni, tada kolo moZe da proizvodi energiju na celom opsegu ucestalosti uprkos
¢injenici da sadrzi otpornik, koji predstavlja idealni disipativni element, videti sliku 4.13c. U svim ostalim
slu¢ajevima, usled postojanja i aktivnih i pasivnih elemanata kola, energetski bilans kola se menja, tako
da se u slucaju generativno-generativnog kola, energija proizvodi i za niske i za visoke ucestalosti, a trosi
na srednjem opsegu ucestalosti, videti slike 4.13a i 4.13b, dok se u slucajevima disipativno-generativnog i
generativno-disipativnog kola, energija trosi, odnosno proizvodi, za niske ucestalosti, a proizvodi, odnosno
trosi, za visoke ucestalosti, videti slike 4.14 i 4.15, §to je posledica dominantnog kapacitivnog karaktera
kola na niskim ucestalostima, odnosno induktivng karaktera kola na visokim ucestalostima. Nijedno frak-
ciono RLC kolo niti proizvodi niti trosi energiju, ni za nultu, ni za beskona¢nu vrednost ucestalosti, jer
amplituda struje kola ima nultu vrednost, iako kosinus faznog stava struje moze imati nenultu vrednost.
Promena energetskog bilansa kola se moze odigrati i pri fiksiranoj vrednosti ugaone ucestalosti, zavisne
od vrednosti parametara modela, videti slike 4.13b, 4.14b i 4.15b.

4.4 Frekvencijske karakteristike frakcionih RLC kola

Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa koja odgovara struji frakcionog RLC'
kola se tradicionalno dobijaju uvrstavanjem s = jw u funkciju prenosa §;(s), nakon ¢ega se odreduje njen
moduo i argument, pri ¢emu su funkcije prenosa za disipativno-disipativno, generativno-generativno,
disipativno-generativno i generativno-disipativno RLC kolo date izrazima (4.5), (4.8), (4.13) i (4.14),
respektivno.

Medutim, u cilju odredivanja modula i argumenta funkcije prenosa koja odgovara struji, umesto
pomenutog pristupa, koristi se pristup u duhu teorije elektri¢nih kola, te se funkcija prenosa definise
koriséenjem drugog Kirhofovog zakona za frakciono RLC kolo u kvazistacionarnom rezimu (4.66) na
slededi, ekvivalentni, nacin

(t . . R R .
, odakle sledi =—= ReZ.—jImZ,.), 4.87
0 AP ANFAL el

~

=

g=R

[

iz Cega se vidi da funkcija prenosa § odgovara ekvivalentnoj admitansi RLC' kola pomnoZenoj sa otpor-
noscu otpornika R. Moduo i argument funkcije prenosa se odreduju korigéenjem izraza (4.87) u obliku

Re Z.(w)
—Im Z,(w)’

Ze(w) + Tm? Ze(w)

- - (4.88)

1§ (w)|4p = 20log|g(w)| = —10log (R62 ) i arg g (w) = arccot

gde je ekvivalentna impedansa kola Z, data izrazom (4.68) u slucaju disipativno-disipativnog RLC kola,
odnosno sa (4.73) za generativno-generativno kolo, kao i sa (4.78) za disipativno-generativno i generativno-
disipativno kolo. Definicija funkcije prenosa (4.87), uz koriséenje struje kola i elektromotorne sile, koje su
zadate u obliku harmonijskih funkcija, odnosno veli¢ina i i £ datih sa (4.63), takode implicira

g= R;—O e?  odakle sledi  |g| 5 = 20log|g| = 201log % i argg=¢,.
0 0

Optimizacija parametara frakcionog RLzC, kola, koje se u frekvencijskom domenu ponasa kao propu-
snik opsega, razmatrana je u [51]. Filteri necelog reda, uklju¢ujuéi analizu frakcionog Kalmanovog filtera,
kao i njegova realizacija koris¢enjem klasi¢nih elektri¢nih komponenata proucavani su u [43, 63]. Rezo-
nantne pojave u frakcionim elektri¢nim kolima razmatrane su u [50, 68|, dok se [16, 54] bave razli¢itim
frakcionim uopstenjima oscilatora sa Vinovim mostom. Teorijski rezultati povezani sa sistemom linearnih
frakcionih diferencijalnih jednacina, zapisanim u matri¢nom obliku, primenjuju se na kola koja sadrze
frakcione elemente u [33].
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4.4.1 Disipativno-disipativnho RLC kolo

Razmatrajuéi disipativno-disipativno RLC' kolo u kvazistacionarnom rezimu i zapisujuéi realni i ima-
ginarni deo ekvivalentne impedanse kola (4.68) preko klasi¢nih i frakcionih vremenskih konstanti, dobija
se

(%%

2 FEL
Taw" cos — |, 4.89
TEw? 4 27T ! T sin &F 4 72,02 tTs 2 ) (4.89)

Tow® CcOS

Re Z(4(w) = R (1 +

T

Tow + Taw® sin %

Im 2 (w) = —R ( — 7w — 7w’ sin ﬂ;) , (4.90)

2.2 Ita qip or 2,2
Tow? + 277w T sin OF + 72w

odakle moduo i argument funkcije prenosa sledi iz (4.88).

Slika 4.16 prikazuje frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa za ista dva sku-
pa parametara modela kao u slu¢aju dijagrama sa slike 4.12. Moduo funkcije prenosa, prikazan na slici
4.16a, je nemonotona funkcija ugaone ucestalosti, koja tezi minus beskonacnosti za niske ucestalosti, §to
implicira da funkcija prenosa ima nulu necelog reda u koordinatnom pocetku, $to je ocigledno i iz izraza
(4.5) za funkciju prenosa G99 Moduo funkcije prenosa dostize maksimum i tezi minus beskonacnosti za
visoke ucestalosti, §to sugerise da funkcija prenosa §(d9) ima par konjugovano kompleksnih polova, §to
i jeste slucaj za parametre modela koriS¢ene za dobijanje dijagrama prikazanog isprekidanom linijom,
dok u slu¢aju parametara koriséenih za dobijanje pune linije funkcija prenosa nema polova. Oblik mo-
dula funkcije prenosa sugerise da se disipativno-disipativno RLC kolo pona§a kao propusnik opsega sa
razli¢itim Sirinama opsega.

Argument funkcije prenosa, kao i njegov sinus, menja se, monotono ili nemonotono, od pozitivnih do
negativnih vrednosti sa poveéanjem ugaone ucestalosti, kao §to je i o¢igledno sa slike 4.16b, §to implicira
promenu karaktera kola od pretezno kapacitivnog do pretezno induktivnog, sa rasponom argumenta
izmedu —% i 7, $to dalje implicira da je kolo disipativno na celom opsegu ucestalosti, buduci da je
kosinus argumenta pozitivan.

n - -~
4 " \
____________ .
\
£ 30
3 g
S %o
= o0
& 5
- _T
-30 ag 4
e
—40 _z
L L L L L 2
0.001 0.010 0.100 1 10 c 10-s 0.001 0.100 10
w w
(a) Moduo funkcije prenosa Gldd), (b) Argument funkcije prenosa gldd),

Slika 4.16: Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa za disipatinvo-disipativno
RLC kolo, dobijene za parametre modela: « = 0.4, 8 = 0.8, 7¢ = 0.5, 7, = 0.5, 73 = 1.5, i 7 =3 -
puna linija i 7, = 0.2 - isprekidana linija.

Kapacitivni karakter frakcionog RLC kola preovladuje za niske ucestalosti, kao §to je ve¢ pomenuto
u odeljku 4.3, stoga asimptotika izraza Re Z{'? i Im Z{Y datih sa (4.89) i (4.90), ima slede¢i oblik

am (14 Ta@? 4 O(w!™®), ako a e (0,3),
Re 249 (w) = R 2 sy +OWTY 02 e wo (4.91)
Taw® |14 O(w' =), ako a € [3,1),
Tm 299 () = —R Smfa (1+0w'™), kada w—0, (4.92)
Ta

gde se u obzir uzimaju samo vode¢i ¢lanovi realnog i imaginarnog dela impedanse pasivnog kondenzatora
ﬁ, date sa (2.20), posto su reda —q, koji je sigurno manji od reda S > 0 vodecih ¢lanova impedanse
C

pasivnog kalema Re Zéd) iIm Zéd), videti (2.21), tako da se, prema (4.88)1, (4.91) i (4.92), za moduo
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funkcije prenosa dobija

1+ 270w cos & + 72w + O(w!™®), ako a € (0,3),
) (w)’dB = 20log (Tow®) — 10log ¢ 1 + 27,w® cos % + O(wl™), ako o € [$, 1),
1+ 0w, ako a € [3,1),
(4.93)
kada w — 0, dok je argument funkcije prenosa, prema (4.88)5, (4.91) i (4.92)
1+’a“gw+0 , ifae(0,3),
cotarg 'Y (w) = cot 2L €08 T2 @) (0.3) kada w — 0. (4.94)
2 1+ 0w, if € [3,1),

Sa druge strane, induktivni karakter frakcionog RLC' kola postaje dominantan za visoke ucestalosti,
stoga je asimptotika izraza Re Z9Y i Im 7Y | datih sa (4.89) i (4.90), sledeceg oblika

w B
Re 29V (w) = R75w” cos pr I+ ————+ Ow™'?)), kada w— oo, (4.95)
2 T COS 5
Im Z4 (w) = R7pw (1 4+ I8 1B gin %ﬁ + O(w2)> , kada w— oo, (4.96)
TL

§to je posledica razvoja u red i zadrzavanja vodecih ¢lanova u impedansi pasivnog kondenzatora (2.20),
tj.

1 a . 1 1
Re — ~R T—Qw*Q*o‘ cos X i Im —qy~R—w ' kada w — oo, (4.97)
Yc( ) T 2 YC( ) TC

tako da se na osnovu (4.95) i (4.96), a prema (4.88), za asimtotiku modula i argumenta funkcije prenosa
za, visoke ucestalosti, odnosno kada w — oo, dobija

999 ()| = ~20log (71w)

72
—10log | 1+ 278 =148 gin pr + —gw_2+25 +2— ’3 w2t cos pr +0w™?) ],
TL 2 TT 2

3
(4.98)
(dd) _ T8 148 Bﬂ' T8 148 .. /BT(
cotarg §'“V(w) = ——+—w cos— (1 - FLw sin —
TIL, 2 TIL, 2
-5 1,.-1 Bm -1- 1
TgU:OSﬁT‘” - Ew tan 7 + O(w 6)7 akO ﬁ E (0, g],
—A 1,1 8 Th 2428 . 28 -1- 11
7'/30‘](:05577r _; tan ﬂ—+%w ﬁbln TF_FO(W 'B)a ako,BE (5’5]7
-8 2 . T _ I _
S T s 5 - e tan B 4 O, ako B € (5,3),
T8, ,—242B in2 B —343 2 3
%w P sin 7ﬂ+‘rgcosﬁ" +0(w 5)’ ako 3 € [5’1)7
Tp 2428 gip? 57” + O(w™3+38), ako 3 € [%, 1),
L
(4.99)
posto se, kada se (4.95) i (4.96) uvrste u (4.88), dobija
(dd) T8 _148 B w™P ~1-8
cotarg 'Y (w) = — Fw P cos — 1—1—7[3—1—0(0.1 )
TL 2 T3 €08 5
2 —2 : 1
T O(w™7), if g€ (0, =],
) [1- 2w 1+Bgin b + 220 i b + ( 3) 5 ) b (1 5]
TL 2 T 2 O(w=3+38), if B € (3,1),
kada w — oo, pri ¢emu je koristen razvoj u red funkcije H—x =1—x+22+ O(2?) kada z — 0.

Na slici 4.17 su prikazani moduo i argument funkcije prenosa u zavisnosti od ugaone ucestalosti za
razli¢ite vrednosti necelog reda izvoda disipativnog kondenzatora, zajedno sa asimptotikom. Moduo funk-
cije prenosa, videti sliku 4.17a, je linearna funkcija logw, kako za niske, tako i za visoke ucestalosti, sa
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1299 (w))gp

0.001 0.010 0.100 1 10 0.001 0.010 0.100 1 10 100
w w

dd). (dd)_

(a) Moduo funkcije prenosa §( (b) Argument funkcije prenosa g

Slika 4.17: Poredenje frekvencijskih karakteristika modula i argumenta funkcije prenosa (pune linije) sa
asimptotikom (isprekidane linije) za disipativno-disipativno RLC' kolo, dobijenih za parametre modela:
B8=02,7¢c=01,7,=25,7 =0.751i715 = 0.25.

nagibom odredenim redom izvoda « za niske ucestalosti, odnosno jedini¢nim nagibom za visoke ucesta-
losti, kao §to je i predvideno asimptotikom (4.93) i (4.98). Argument funkcije prenosa, prikazan na slici
4.17b, veoma se dobro slaze sa asimptotikom za niske i visoke uCestalosti (4.94) i (4.99).

Moze se primetiti da vodeéi ¢lan u asimptotici modula funkcije prenosa za niske ucestalosti (4.93)
omogucava odredivanje parametara modela « i 7, poSto oni respektivno predstavljaju nagib i odsecak
funkcije linearne po logw, dok vodeéi ¢lan u asimptotici za visoke ucestalosti (4.98) daje 7, kao odsecak
linearne funkcije po logw. Na osnovu logaritma apsolutne vrednosti kotangensa argumenta funkcije pre-
nosa, videti prvi ¢lan u asimptotici za visoke uCestalosti (4.99), odreduju se preostali parametri modela
B iT7g, posto je

log |cot arg §{4Y (w)| ~ (=1 + ) logw + log (TB cos ﬁ;) , kada w — oo.
TL
4.4.2 Generativno-generativno RLC kolo

Realni i imaginarni deo ekvivalentne impedanse Zégg), date sa (4.73), koja odgovara generativno-
generativnom frakcionom RLC' kolu, zapisani su preko klasi¢nih i frakcionih vremenskih konstanti u
obliku

in BT
SlIl2

Re Z{#)(w) = R (1 - — 7w Y TLAT 2 ) : (4.100)

v 2

T Wit T2W2 + 27T WY cos BF + 77
1 cos &%

Im 288 (w) = —R [ — + 713% — Wt
Tow Tpw=T#

_ Tyw" + T, cos 5 ) , (4.101)
T2W + 27T WY cos BT 4+ 77
te daju izraze za moduo i argument funkcije prenosa kada se uvrste u (4.88).

Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa, prikazane na slici 4.18 i dobijene
za iste parametre modela kao i u sluc¢aju dijagrama sa slike 4.13, ilustruju moguénost da moduo funkcije
prenosa ima vertikalnu asimptotu, dok se argument naglo menja za 7, videti pune linije sa slika 4.18a
i 4.18b, §to je svojstvo funkcije prenosa koja ima ¢isto imaginarne polove, §to upravo i jeste slucaj za
izabrani skup parametara modela. Pored nula necelobrojnog reda funkcije prenosa - njen moduo tezi
minus beskonacnosti kako ucestalost tezi nuli, videti oblik funkcije prenosa §(¢2), date sa (4.8) - pojava
maksimuma, prac¢ena tendencijom modula ka minus beskonaé¢nosti za visoke ucestalosti, videti dijagrame
iscrtane isprekidanom linijom i isprekidanom linijom sa tackama sa slike 4.18a, posledica je postojanja
kompleksno konjugovanih polova funkcije prenosa, §to i jeste slucaj za odabrane skupove parametara
modela.

Argument funkcije prenosa, predstavljen isprekidanom linijom sa slike 4.18b je opadajuca funkcija,
Sto naglaSava sli¢nost sa karakteristikama klasi¢cnog RLC kola, posto kompleksno konjugovani polovi za
izabrane parametre modela imaju negativni realni deo, nasuprot argumentu funkcije prenosa, predsta-
vljenog isprekidanom linijom sa tackama, ¢ija se vrednost zapravo poveéava preko m, iako na slici 4.18b
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opada za 27 zbog kodomena (—, 7] funkcije arkus tangens, ponovo naglasavajudéi sli¢nost sa karakteristi-
kama klasi¢nog RLC kola, posto kompleksno konjugovani polovi za ovaj skup parametara modela imaju
pozitivan realni deo.

Argument funkcije prenosa sa slike 4.18b ilustruje promenu karaktera kola sa kapacitivnog na induk-
tivni sa povecanjem ugaone ucestalosti, kao i energetski bilans kola. Naime, za vrednosti parametara
modela, koji odgovaraju dijagramima iscrtanim punom i isprekidanom linijom, kolo je generativno, kako
za niske, tako i za visoke ucestalosti, posto je argument funkcije prenosa veci od 7, odnosno manji od
—7%, a disipativno je za srednji opseg ucestalosti, poSto je argument funkcije prenosa u intervalu (-7, g),
dok je kolo generativno za Citav opseg ucestalosti u slu¢aju dijagrama iscrtanog isprekidanom linijom sa
tatkama, posto argument funkcije prenosa ima vrednosti ili vece od 7, ili manje od —7 na celom opsegu

ucestalosti.

40

18]
S

o

1289 ()|gp
arg 38 (w)

=20

-40

(a) Moduo funkcije prenosa §(&2). (b) Argument funkcije prenosa (€8,

Slika 4.18: Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa za generativno-generativno
RLC kolo, dobijene za parametre modela: = 0.7, v = 0.9, 7¢ = 0.75, 7, = 0.75, 7, = 0.025,i 7, = 2.5
- isprekidana linija, 7, = 0.20980. .. - puna linija i 7, = 0.055 - linija oblika crta tacka.

Sli¢no disipativno-disipativnom RLC kolu, kapacitivni karakter generativno-generativnog RLC' kola
je dominantan za niske ucestalosti, tako da asimptotika izraza (4.100) i (4.101) za Re 78 i Im z(%®)
poprima sledece oblike

in £T 1+p
Re Z(88) () = —R ——2 (1 S O(w2+“)) , kada w—0, (4.102)
Tpwlite sin 5+
pr I
Tm Z(58) (w) = —R ~— 2 (1 RN LA O(w2+“)> . kada w0, (4.103)
Tpwlite Tc cos B

posto su vodeéi ¢lanovi realnog i imaginarnog dela impedanse aktivnog kalema @, date sa (2.32),

odredeni izrazima,

1
Re et —Rr wttv sinﬂ i
Y8 2

— ~ R w't"

m cos E7 kada w — 0, (4.104)
Y(g) 2
L
tako da asimptotika modula funkcije prenosa za niske ucestalosti, odnosno kada w — 0, prema (4.88),
(4.102) i (4.103), glasi

2
~(gg _ 1+ Ty BT Ty o T+p i M 24
§'e®) (w)‘dB = 20log (T,w' ") — 101log <1 + 2%(/.)" €08 = + %w H— 27 ,w T sin 5 + O(w=™")

(4.105)
dok se za argument funkcije prenosa, prema (4.88), (4.102) i (4.103), dobija

2,2

. i Tt TowH TS W
cotarg §®8) (w) = —tan — | 1 — -

2 Tocos B 12, cos2 5 73, cosd EX

C 2 C 2 e} 2
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O(w™), ako 11 € (0, 1],
Ts*;:“" +O0(w™), ako p € (3, 3],
P e T b0, akope (4.2], (4.106)
SL e O, ko e (1),
kada w — 0, posto je
(1 o Tuw 2w - w3 {O(w‘“‘), ako yi € (0,2], )
Tocosty  Tcos? BE i cos® i O(w**m), ako p € (2,1),

prema razvoju u red funkcije 37 =1 — 2 + 2% — 2% + O(2*) kada x — 0.

Kao §to je ve¢ pomenuto, generativno-generativno frakciono RLC' kolo pokazuje induktivni karakter
za visoke udestalosti, videti (4.76)2 i (4.77)s, te je asimptotika Re Z(%®) i Im Z{*®), datih sa (4.100) i
(4.101), odredena sa

) O(w=?), ako v € (0, %],
Re Z(e2) — _RIL1- Al . - —tv
e 788 (W) Tuw Y sin 2 2 Tyw Y cos 5 + _% +O0W™?), akove (1,1),
L 2
(4.107)
2
Im Z88) (w) = R7rw (1 Ly cos% - T—Sw_Q” (1 2 cos® 7) + O(w _31,)> ) (4.108)
Ty Ty

kada w — oo, posto u slucaju aktivnog kalema, prema (2.32),

poprima sledeéi oblik

1 2 1
Re ﬁ(w) = —RILyl=vgn T
v Tv 2 1+27kw™ VcosﬂJrTLw v
2
=-R %wl sin ? <1 - QZW cos %T + O(le’)) , (4.109)
prema razvoju u red funkcije 5= = 1 —  + O(«?), koji vazi kada = — 0, dok prema (2.32), asimptotika

za visoke udestalosti Im —t glasi
YL

TL,,—V cog YT
1—|—Tyw cos 5

1
Im @(w) =R7rw

Y, 1+27Lw=" cos 5 + %w‘m’
2

=Rrrw(1l+ T eos 25 ) (1— 27w cos - — TLyy=2v (4 ( — 4cos? —) +O(w™3)

Ty 2 Ty 2 72 2
2

=Rrpw(1— Ewcos = — Tl (1 2 cos? ) +O0w™) ), (4.110)

Ty 2 T2 2
prema razvoju u red funkcije ﬁ =1—2+ 2%+ O0(2*) kada * — 0, uzimajudéi u obzir da su vodeci

¢lanovi impedanse generativnog kondenzatora (2.31) odredeni sa

1 1
Re Zgg) ~—R—w 7 sin%r i Im Zég) ~—-R—uw™! kada w— oo, (4.111)

TM TC

tako da izrazi (4.107) i (4.108), prema (4.88), daju asimptotiku modula i argumenta funkcije prenosa za
visoke ucestalosti, odnosno kada w — oo, u slede¢em obliku

2
’é(gg) (w)‘dB — —20log (rLw) — 101og <1 — 2TV cos %ﬁ TL -2 (1 ~ 4cos? %”)

Ty 7'2
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O(w™3), ako v € (0, 3],
+{—2tw 7 sin ¥ + O(w™), ako v € (3, 2], ’
—2%0‘)—1_” sin 4F - T%w_Q +O0(w™3), akove (%, 1),
v L
(4.112)
cot arg §(&8) (w) = T—iw‘” sin g (1 - %w‘” cos %
O(w™%), ako v € (0, %},
w Y —2v
+ 7T,,sin% +O(w 2 )’ ako v € (%7%]7 (4113)
[ i — v —2v
e et F 40 ), akove (31,
posto se, kada se (4.107) i (4.108) uvrste u (4.88)2, dobija
cot arg 788 (w) =Tl vsin 21— 2Tk v cos X O(w™%), if v € (0,1],
&9 T, 2 Ty 2 —:5‘;’:; +O0w™), ifve(s,1),
L 2

2
v v
w (14 " cos 25 4 TLy=2vgin2 X0 4 Oow™)),
2 72 2

Ty

kada w — 0o, prema razvoju u red funkcije 17 =1 -z + 2 + O(2*), koji vazi za x — 0.

Na slici 4.19 su prikazani moduo i argument funkcije prenosa u zavisnosti od ugaone ucestalosti za
razli¢ite vrednosti reda frakcionog izvoda generativnog kondenzatora, zajedno sa asimptotikom. Prema
asimptotici za niske u€estalosti (4.105), moduo funkcije prenosa je linearna funkcija log w, sa nagibom i od-
seckom respektivno odredenim parametrima modela p i 7, videti sliku 4.19a, dok asimptotika argumenta
funkcije prenosa za niske ucestalosti (4.106) ukazuje na ociglednu zavisnost od parametra p, pogledati sli-
ku 4.19b. Sa druge strane, asimptotika modula funkcije prenosa za visoke ucestalosti (4.112) daje 71, kao
odsecak funkcije koja je linearno zavisna od logw, videti sliku 4.19a, dok se preostali parametri modela
v i 7, mogu odrediti na osnovu logaritma apsolutne vrednosti kotangensa argumenta funkcije prenosa
za visoke ucestalosti, videti asimptotiku (4.113) i slaganje krivih koje opisuju asimptotsko ponasanje sa
frekvencijskim karakteristikama na slici 4.19b.

40 L 1=06 u=04
4 u=08
u=08
20
pn=06 n =
n=04 2 =02
u=02 ,\
£ 0 3
3 £
2 % 0
& &
£ 20 s
N _z
2
—-40 Je——
_xt
0.1 1 10 100 0.5 1 5 10

w w

(a) Moduo funkcije prenosa §(&2). (b) Argument funkcije prenosa §(e8).

Slika 4.19: Poredenje frekvencijskih karakteristika modula i argumenta funkcije prenosa (pune linije) sa
asimptotikom (isprekidane linije) za generativno-generativno RLC kolo, dobijenih za parametre modela:
v=20.9,1c=0.751,=0.15 7, =0.75,1i 7, = 0.025.

4.4.3 Disipativno-generativho RLC kolo

Zapisom realnog i imaginarnog dela ekvivalentne impedanse Zédg) disipativno-generativnog RLC kola,
date sa (4.78); i kori§¢enjem klasi¢nih i frakcionih vremenskih konstanti, dobija se

. — TLTyW
w? + 27Tl T sin GF 4 72 w2 T2w + 27 T WY cos B 4+ 7%

(4.114)

Tow® cos && T sin XX
Re Zédg)(w) =R (1 + . « 2 1+v L 2 ) ,
TC
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Tow + Tow® sin && T,wWY + T, cos XX
Im Zédg) (w)=-R ( 5 2 — Wit 2 ,

Tow? + 27T qwl T sin §F + 72w2 T2w2 4 27T WY cos 4 + 7'2L
(4.115)

te moduo i argument funkcije prenosa slede iz izraza (4.88).

Na slici 4.20 su prikazani Bodeovi dijagrami modula i argumenta funkcije prenosa, koji odgovara-
ju propusniku opsega i koji su dobijeni za isti skup parametara modela kao i dijagrami sa slike 4.14.
Funkcija prenosa §(18), data sa (4.13), ima nulu necelog reda u koordinatnom pocetku, §to se vidi i iz
dijagrama modula funkcije prenosa predstavljenih na slici 4.20a, kao i kompleksno konjugovane polove,
bilo sa realnim delom razli¢itim od nule, koji odgovaraju dijagramima modula funkcije prenosa prikaza-
nim isprekidanom linijom i isprekidanom linijom sa tackama, bilo ¢isto imaginarne, kojima odgovaraju
dijagrami iscrtani punom linijom. Grafici argumenta funkcije prenosa, u zavisnosti od ugaone ucestalosti,
se ponasaju kao §to je i ofekivano s obzirom na tip polova funkcije prenosa i znak njihovog realnog dela:
ukoliko polovi imaju realni deo razli¢it od nule, tada argument funkcije prenosa opada ako su realni delovi
polova negativni, dok argument funkcije prenosa raste preko 7 ukoliko su realni delovi polova pozitivni, a
u slucaju ¢isto imaginarnih polova vrednost argumenta funkcije prenosa opadne za 7 za fiksiranu vrednost
ucestalosti.

Disipativno-generativno RLC' kolo je o€igledno disipativno za relativno niske ucestalosti, posto vred-
nosti argumenta funkcije prenosa pripadaju intervalu (-3, %), dok za vise ucestalosti, posto argument
pada ispod —7, kolo postaje generativno: naglo za parametre modela koji odgovaraju punoj liniji, pri
¢emu i karakter kola istovremeno postaje induktivan, odnosno postepeno, ili za srednji opseg ucestalosti
u slucaju isprekidane, ili za visoke ucestalosti u sluc¢aju isprekidane linije sa tackama.

60 nr

40 z|

[
S

|§(dg)(w) las
arg 299 (w)
(=]

o

=20

-40

0.5 5 50 500

(a) Moduo funkcije prenosa §(d). (b) Argument funkcije prenosa §(d8).

Slika 4.20: Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa za disipativno-generativno
RLC kolo, dobijene za parametre modela: o = 0.25, v = 0.85, 7¢ = 0.25, 7, = 0.005, 7, = 0.75,i7, =5
- isprekidana linija sa tackama, 7, = 0.23329... - puna linija, i 7,, = 0.09 - isprekidana linija.

Tako disipativno-generativno RLC kolo sadrzi pasivni kondenzator, kao i disipativno-disipativno kolo,
zbog razli¢itih redova vodec¢ih ¢lanova u asimptotici impedanse generativnog i disipativnog kalema za niske
ucestalosti, uporediti izraz (4.104) sa izrazom (2.21), umesto uzimanja u obzir samo vodec¢ih ¢lanova u
asimptotici realnog i imaginarnog dela impedanse pasivnog kondenzatora ﬁ, date sa (2.20), koristi se

C
1

asimptotika realnog i imaginarnog dela impedanse pasivnog kondenzatora Re @
(e}

iIm %, koja za niske
YC

ucestalosti, prema (2.20), ima sledeéi oblik

ar
Re _ pCos Ty 1 _
y (D) (w) Taw® | 4 9Tcl-agipar 4 T 2-2a
C Ta 2 T2
cos TC 1o . OT _
=R 2 (1-2—=w%sin— +O0w* ™)), kada w—0,
Taw® Ta 2
. Tc, -« 1
Im 1 - _ sin 1+ T sin 5%
(d) - « . T2 _
Yo (w) TaW™ 1 + 27w sin GF + %oﬂ 2a

2 am
2

sin &F 1
—_n 11 20‘ (1 _ 2T£w1—a sin% (1 _ 2) + O(w2—2a)> , kada w — 0,
S
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prema razvoju u red funkcije m =1—a+ O(2?), koji vazi za x — 0, transformisuéi oblik realnog i

imaginarnog dela ekvivalentne impedanse kola Re Z{% i Im Z{"®| datih sa (4.114) i (4.115), u

Taw 4 O(w?72%), ako «a € (0,2),
{cos ( ) @ ( 3) (4116)

Re 2099 () = R <52 (1 970ty O

Taw® Ta 2 O(w?2), ako a € [2,1),
ax 1
Im 2499 () = —R& 1-2% o sin 28 (1o —— ) 4 0> 2], (4.117)
Taw® Ta 2 2 sin %

kada w — 0, tako da se, prema (4.88)1, (4.116) i (4.117), za moduo funkcije prenosa dobija

A TC arm
§lde) (w)’dB = 201log (Tow®™) — 101log (1 - QEoJ *sin 3
27w cos 2F + 72w — 47w sin Grcos G + O(w 220y ako a € (0, %),
+ {27 w? cos%—l—O( 2=20y ako a € [3, §),
O(w?=2%), ako o € [%, 1)
(4.

kada w — 0, dok argument funkcije prenosa, prema (4.88)2, (4.116) i (4.117), ima slede¢i oblik

1
cot arg 548 (w) = cot 2 <1 e —
2 Ta sin -

CTO‘;‘*ZM + 27cw tan &F (1 SonTar M) +O0(w?™2%), akoa € (0,%),

2
T cos & +O( > 211)’ ako o< [%’%)’
O( - %), ako a € [%,1),

kada w — 0, posto je

cot arg §(4®) (w) = cot 7 (1 9l lmagin T

Ta 2
1
X 1 + ZT—Cwl_O‘ SiIl % 1-— T % anr —+ O(w2_2a) s kada w — 0,
Ta 2 2sin” 5

CT%i + O(w?™2), ako a € (O,%),
O(w?729), ako a € [%,1),

prema razvoju u red funkcije m =1—a+ O(2?), koji vazi kada z — 0.
U slucaju disipativno-generativnog RLC kola, kao i za sva prethodno razmatrana kola, induktivna
svojstva su dominantna za visoke ucestalosti i stoga je moguce koristiti vec¢ odredene izraze (4.109)

i (4.110) za asimptotiku realnog i imaginarnog dela impedanse aktivnog kalema W: date sa (2.32),

posto su maksimalne vrednosti redova vodecih ¢lanova impedanse jednake za dlslpatlvm i generativni
kondenzator, uporediti izraz (4.97) sa (4.111), $to implicira da su asimptotike realnog i imaginarnog dela
ekvivalentne impedanse kola Re Zédg) iIm Zédg) za visoke ucestalosti iste kao i u sluaju generativno-
generativnog kola, odnosno da je Re Zédg) = Re Zégg) ilm Zédg) = Im Zégg) kada w — oo, te su date
izrazima (4.107) i (4.108), odakle sledi da moduo i argument funkcije prenosa imaju isti oblik kao za
generativno-generativno kolo i dati su izrazom (4.112) za moduo funkcije prenosa i izrazom (4.113) za
argument funkcije prenosa.

Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa, zajedno sa pripadajuc¢om asimp-
totikom, prikazane su na slici 4.21. Diskusija o asimptotskom ponaSanju disipativno-generativnog RLC
kola za niske ucestalosti je ista kao i za disipativno-disipativno RLC' kolo, posto preovladuje kapacitivni
karakter kola, uporediti i vodeée ¢lanove u asimptotici modula i argumenta funkcije prenosa za niske
ucestalosti (4.93) sa (4.118), kao i (4.94) sa (4.119), respektivno. Sa druge strane, diskusija o asimptot-
skom ponaSanju disipativno-generativnog kola za visoke ucestalosti je ista kao za generativno-generativno
kolo, posto je dominantan induktivni karakter kola, pogledati vodece ¢lanove u asimptotikama modula i
argumenta funkcije prenosa za visoke uCestalosti (4.112) i (4.113).
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1299 (w)|gp

—_—
0.01 0.10 1 10 0.01 0.10 1 10 100
w w
(a) Moduo funkcije prenosa §(d8). (b) Argument funkcije prenosa §(d8).

Slika 4.21: Poredenje frekvencijskih karakteristika modula i argumenta funkcije prenosa (puna linija) sa
asimptotikom (isprekidana linija) za disipativno-generativno RLC' kolo, dobijenih za parametre modela:
v=0.75,7¢=02,7,=05, 7, =075i1, =0.5.

4.4.4 Generativno-disipativno RLC kolo

Ekvivalentna impedansa Zégd) generativno-disipativnog frakcionog RLC kola, data sa (4.78), impli-
cira

i 4T

Re 28D (w) = R <1 - :;:711# + 75w" cos ﬁ;) , (4.120)
1 cos &F B
(gd) — 2 _ Bgin 2

Im Z#(w) = —R (Tcw + T Tow = Tpw” sin ) ; (4.121)

kada se realni i imaginarni deo impedanse zapiSu preko klasi¢nih i frakcionih vremenskih konstanti, te se
moduo i argument funkcije prenosa dobijaju prema (4.88).

Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa koje odgovaraju generativno-disipa-
tivnom RLC kolu, predstavljene na slici 4.22 i dobijene za isti skup parametara modela kao i dijagrami
sa slike 4.15, istog su oblika kao i frekvencijske karakteristike koje odgovaraju disipativno-generativnom
kolu, vidite sliku 4.20, posto funkcija prenosa §(&9, data sa (4.14), za odabrane skupove parametara
modela takode ima ili kompleksno konjugovane polove sa pozitivnim ili negativnim realnim delom, ili
¢isto imaginarne polove.

lako su dijagrami argumenta funkcije prenosa sa slike 4.22b kvalitativno isti kao i dijagrami sa slike
4.20b, oni kvantitativno odgovaraju generativhom kolu za relativno niske ucestalosti, posto su vrednosti
argumenta funkcije prenosa vece od 7, dok kolo za vie ucestalosti, poSto vrednosti argumenta funkcije
prenosa pripadaju intervalu (—7,0), postaje disipativno: naglo za parametre modela koji odgovaraju
punoj liniji, pri ¢emu i karakter kola istovremeno postaje induktivan, odnosno postepeno, ili za srednji

opseg ucestalosti u slucaju isprekidane, ili za visoke ucestalosti u slu¢aju isprekidane linije sa tackama.

Za niske ucestalosti, impedansa Zég) pasivnog kondenzatora, data sa (2.31), preovladuje u ekvivalent-

noj impedansi i stoga izrazi (4.120) i (4.121) dobijaju sledeé¢i oblik

g BT 1+p
Re 25 (w) = —R 2 (1 S O(w”’”é)) , kada w—0, (4.122)
Tpw T sin 5~
= H
Im 259 () = ~R —2 (1 T - +O(w1+“+6)) , kada w0, (4.123)
Tpw T T COS 5~

gde je § odabrano tako da bude manje od 3, odnosno manje od reda vodecih ¢lanova realnog i imaginarnog
dela impedanse pasivnog kalema Re Zéd) iIm Zéd), videti (2.21), odakle, prema (4.88)1, (4.122) i (4.123),
sledi asimptotika modula funkcije prenosa za niske ucestalosti, odnosno kada w — 0, u obliku

2

-
gy (w)‘d = 20log (T,w' ") —10log <1 oll g cos BT 4 —Sw — 27w sin % + O(wlHrto)
B TC

2 TE
(4.124)
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(a) Moduo funkcije prenosa §(&d). (b) Argument funkcije prenosa g(&d),

Slika 4.22: Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa za generativno-disipativno
RLC kolo, dobijene za parametre modela: ¢ = 0.2, 3 = 0.6, 7¢ = 0.025, 7, =0.01, 7, =0.95i 73 = 5.5
- isprekidana linija sa tactkama, 73 = 0.46607 ... - puna linija i 73 = 0.01 - isprekidana linija.

dok izraz za argument funkcije prenosa, prema (4.88)s, (4.122) i (4.123), dobija sledeéi oblik

M 72,20
t g(ed) =t KT 1— Tpw ©
cot arg ‘&% (w) an 5 ¢ cos I + 72 co? i
O(w™), ako p € (0, 1],
1+p
+4 " Smm T OW), ako 1 € (3, 5°], (4.125)
14+p
~Hrm T OWH), ako pe (1,1),
kada w — 0, posto je
14p
cotarg ) = —tan 5T (1= DT ot )
2
om0, doue (0,149,
TC COS % fr% cos2 % O(w1+u+6)’ ako yi € (1%5’ 1) '

U slucaju generativno-disipativnog RLC kola, kao i za sva prethodno razmatrana kola, induktivna
svojstva su dominantna za visoke ucestalosti i poSto su maksimalne vrednosti redova vodeéih ¢lanova im-
pedanse aktivnog i pasivnog kondenzatora jednake, uporediti izraz (4.111) sa (4.97), asimptotika realnog

i imaginarnog dela ekvivalentne impedanse kola Re Zégd) iIm Zégd) za visoke ucestalosti je ista kao i u

p=06 pu=04
20 T u=08_. Y /
|
e
0 . J
2 u=02
8 3
= -20 5
3 =
g 2 0
2o @
= g
_I
5 7z "
-60
-
_80 I I I I I I
0.1 05 1 510 50 100 1 5 10 50 100
w w
(a) Moduo funkcije prenosa §(&d). (b) Argument funkcije prenosa §(&d).

Slika 4.23: Poredenje frekvencijskih karakteristika modula i argumenta funkcije prenosa (puna linija) sa
asimptotikom (isprekidana linija) za generativno-disipativno RLC' kolo, dobijenih za parametre modela:

B=051¢ =007 7,=001,7,=075i75 = 0.5.
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slucéaju disipativno-disipativnog kola, odnosno Re Zégd) = Re Zédd) iIm Zégd) =Im Zédd) kada w — oo,
te je data izrazima (4.95) i (4.96), odakle sledi da moduo i argument funkcije prenosa imaju isti oblik
kao za disipativno-disipativno kolo i dati su izrazom (4.98) za moduo funkcije prenosa i izrazom (4.99)
za argument funkcije prenosa.

Frekvencijske karakteristike modula i argumenta funkcije prenosa, zajedno sa pripadajuc¢om asimp-
totikom, prikazane su na slici 4.23. Diskusija o asimptotskom ponaSanju generativno-disipativnog RLC
kola za niske ucestalosti je ista kao i za generativno-generativno RLC' kolo, posto preovladuje kapacitiv-
ni karakter kola, uporediti vodece ¢lanove u asimptotici modula i argumenta funkcije prenosa za niske
ucestalosti (4.105) sa (4.124) i (4.106) sa (4.125), respektivno. Sa druge strane, diskusija o asimptotskom
ponasanju generativno-disipativnog kola za visoke ucestalosti je ista kao za disipativno-disipativno kolo,
posto je za ove ucestalosti dominantan induktivni karakter kola, pogledati vodecée ¢lanove u asimptotici
modula i argumenta funkcije prenosa za visoke ucestalosti (4.98) i (4.99).



Zakljucak

Klasi¢ne konstitutivne relacije, koje opisuju ponasanje kalema i kondenzatora kao osnovnih elemena-
ta elektri¢nih kola, uopstene su tako da ukljuc¢uju kako trenutni doprinos odgovarajuce fizicke velicine,
tako i istoriju njene promene, pri ¢emu su memorijski efekti modelirani koris¢enjem memorijskog jezgra
u obliku funkcije stepenog tipa, odnosno koriséenjem frakcionog integrala, ¢ime su dobijene su dve vrste
konstitutivnih jednadina za svaki od elemenata. Analiza energetskog bilansa elemenata implicira da kon-
stitutivne relacije (2.1) i (2.5) odgovaraju pasivhom kondenzatoru i kalemu, kao elementima koji trose
energiju, dok modeli (2.2) i (2.6) opisuju aktivni kondenzator i kalem, odnosno elemente koji generisu
energiju. Utvrdeno je da su pasivni kondenzator i aktivni kalem elementi predstavljeni paralelnom vezom
klasi¢nog i frakcionog pasivnog kondenzatora, odnosno klasi¢nog i frakcionog aktivnog kalema, dok su
aktivni kondenzator i pasivni kalem elementi predstavljeni rednom vezom klasi¢nog i frakcionog aktivnog
kondenzatora, odnosno klasi¢nog i frakcionog pasivnog kalema. Takode je utvrdeno da se ekvivalentni
modeli uopstenog elektri¢nog elementa mogu dobiti promenom topologije, a samim tim i njegovog me-
morijskog jezgra. Konstitutivne relacije disipativnih i generativnih elemenata, izraZzene preko napona i
struja, koriSéene su kako u kompleksnom, tako i u frekvencijskom domenu u cilju definisanja odgovarajuéih
impedansi i admitansi elemenata.

Impedanse elemenata u kompleksnom domenu se koriste za izvodenje jednacina kola: (3.7) i (3.9) u
sluc¢aju pasivnog i aktivnog RC kola, kao i (3.20) i (3.22) u slucaju pasivnog i aktivnog RL kola, ¢ijim
je reSenjima odreden odziv rednih RC i RL kola u prelaznom rezimu na zadatu elektromotornu silu i
koje impliciraju razli¢ito kvalitativno ponaSanje odgovarajué¢ih impulsnih odziva. Naime, impulsni odziv
(3.30), koji odgovara naponu na pasivnom kondenzatoru, modeliranom konstitutivnom relacijom (2.1), je
pozitivna monotono opadajuéa konveksna funkcija, dok je impulsni odziv (3.31), koji odgovara naponu na
aktivnom kondenzatoru, modeliranom relacijom (2.2), oscilatorna funkcija sa eksponencijalno opadaju¢om
amplitudom, sa moguénoscéu tako intenzivnog prigusenja da nema vidljivih oscilacija. Impulsni odzivi
(3.30) i (3.31) su analiticki odredeni primenom Laplasove transformacije na jednacine kola, kao jezgra
reSenja koja su dobijena u obliku konvolucije impulsnog odziva i elektromotorne sile.

Razlike u kvalitativhom ponaSanju odziva disipativnog i generativnog RC' kola su ilustrovane nume-
rickim primerima, koji pokazuju vremenske profile struje kola kao odziva na pobudu u obliku Hevisajdove
funkcije. U sluc¢aju kada je kolo pobudeno elektromotornom silom u obliku prostoperiodi¢ne funkcije, nu-
mericki primeri koji prikazuju poredenje struje dobijene prema izrazu (3.64) za prelaznim rezim i struje
dobijene prema izrazu (3.65) za kvazistacionarni rezim, pokazuju savrieno poklapanje izmedu odgovara-
juéih krivih posle dovoljno dugog vremena.

Analiza frekvencijskih karakteristika funkcija prenosa RC kola potkrepila je zakljucke o redu i prirodi
polova i nula funkcija prenosa, a takode je pokazala da se RC' kolo ponasa kao visokopropusni filter
bez obzira na tip uopstenog kondenzatora. Numericki primeri pokazaju dobro poklapanje frekvencijskih
karakteristika modula i argumenta funkcije prenosa i asimptotskih krivih za visoke i niske ucestalosti.

Izrazi (3.78)1 1 (3.79)2, koji redom opisuju asimptotsko ponaSanja modula funkcije prenosa za niske
ucestalosti i argumenta funkcije prenosa za visoke ucestalosti, pruzaju moguénost procene parametara
disipativnog RC kola, jer je moduo funkcije prenosa za niske ucestalosti linearna funkcija logw, koja ima
nagib proporcionalan redu frakcionog izvoda « i odse¢ak srazmeran frakcionoj vremenskoj konstanti 7,
dok argument funkcije prenosa, u slu¢aju visokih ucestalosti, tezi nuli kao hiperboli¢na funkcija sa koefi-
cijentom obrnuto srazmernim klasi¢noj vremenskoj konstanti 7. Sli¢no, za generativno RC' kolo, moduo
funkcije prenosa za niske ucestalosti (3.82)1, koji je linearna funkcija logw sa nagibom srazmernim redu
frakcionog integrala 1+ i odse¢kom proporcionalnim frakcionoj vremenskoj konstanti 7,,, pruza mogu¢-
nost odredivanja parametara modela kola i 7, dok je argument funkcije prenosa za visoke ucestalosti
(3.83)2 hiperboli¢na funkcija sa koeficijentom obrnuto srazmernim klasi¢noj vremenskoj konstanti 7¢.
Stoga, bez obzira na ¢injenicu da li RC kolo sadrzi pasivni ili aktivni kondenzator, parametri modela se
mogu lako proceniti na osnovu izraza koji opisuju asimptotsko ponaSanje modula i argumenta funkcije
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prenosa.

Impedanse disipativnog i generativnog kondenzatora, (2.15) i (2.29), zajedno sa impedansama (2.16) i
(2.30), koje odgovaraju disipativnom i generativnom kalemu, koriste se za modeliranje: rednog disipativno-
disipativnog RLC kola, koje se sastoji od disipativnih elektri¢nih elemenata, koriSéenjem jednacine kola
(4.4); generativno-generativnog kola, koje se sastoji od generativnih elemenata, korigéenjem jednacine kola
(4.7); kao i za modeliranje disipativno-generativnog i generativno-disipativnog kola, koja se sastoje od
pasivnog kondenzatora i aktivnog kalema, odnosno aktivnog kondenzatora i pasivnog kalema, korigéenjem
jednacina kola (4.9) i (4.10).

Kako jednacina disipativno-disipativno RLC kola (4.4) ne uzima u obzir pocetne uslove, kolo je mo-
delirano sistemom jednacina (4.15) - (4.18), koji se sastoji od drugog Kirhofovog zakona kombinovanog sa
Omovim zakonom, konstitutivnih relacija pasivnog kondenzatora i kalema, definicionog izraza za struju i
Faradejevog zakona elektromagnetske indukcije, $to daje reSenje (4.28), izraZeno superpozicijom konvolu-
cije impulsnog odziva i elektromotorne sile i ¢lanova koji sadrze naelektrisanje na oblogama kondenzatora
i magnetski fluks kalema kao pocetne uslove.

Impulsni odziv struje disipativno-disipativnog RLC' kola (4.30), u zavisnosti od broja i prirode po-
lova funkcije prenosa koja odgovara struji, pokazuje tri razli¢ita tipa ponaganja: aperiodi¢no, kriti¢no
aperiodi¢no i priguSeno oscilatorno. Impulsni odziv struje kola (4.30) ima skok u pocetnom trenutku bez
obrzira na kasniji tip ponaSanja i za malo vreme opada kao stepena funkcija, sa stepenom, koji, prema
izrazu (4.34), zavisi od reda frakcionog izvoda pasivnog kalema, dok za veliko vreme, prema izrazu (4.35),
impulsni odziv asimptotski tezi nuli. Ostala kvalitativna svojstva disipativno-disipativnog RLC' kola se
ispituju kako za pobudu u obliku Hevisajdove funkcije, tako i za harmonijsku pobudu. U slu¢aju elektro-
motorne sile zadate u obliku Hevisajdove funkcije, analiticki izrazi (4.56) i (4.57), kao i numericki primeri
impliciraju da je struja kola, za malo vreme, data kao razlika linearne i stepene funkcije sa eksponentom
koji zavisi od reda frakcionog izvoda u konstitutivnoj relaciji pasivnog kalema, dok za veliko vreme struja
opada kao stepena funkcija sa eksponentom koji odgovara redu frakcionog izvoda u modelu pasivnog
kondenzatora. Ukoliko je kolo pobudeno harmonijskom elektromotornom silom (4.58), tada kolo posle
dovoljno dugog vremena ulazi u kvazistacionarni rezim rada, te je struja kola takode harmonijska funk-
cija i data je izrazom (4.60)2, sa amplitudom i faznim stavom datim izrazima (4.61) i (4.62). Numericki
primeri ilustruju prelazak kola iz tranzijetnog u kvazistacionarni rezim, pri ¢emu je struja u tranzijentnom
rezimu odredena izrazom (4.59), koji predstavlja konvoluciju impulsnog odziva struje i harmonijske elek-
tromotorne sile. Cinjenica da promena reda frakcionog izvoda u konstitutivnoj relaciji pasivnog kalema
moze uticati na promenu dominantnog karaktera kola u kvazistacionarnom rezimu u rasponu od pretezno
kapacitivnog, preko ¢isto aktivnog, do pretezno induktivnog, takode je ilustrovana numeri¢kim primerom.

Posmatrajuéi disipativno-disipativno, generativno-generativno, disipativno-generativno i generativno-
disipativno RLC kolo i koriste¢i fazni ugao struje kola, analiziran je energetski bilans RLC kola i odreden
je njegov dominantni karakter, videti jednafine (4.64) i (4.67). Zakljuteno je da kod svih RLC kola
preovladuje kapacitivni karakter za niske ucestalosti, dok su induktivna svojstva, dominantna za visoke
ucestalosti, videti izraze (4.72), (4.77), (4.82) i (4.86). Sto se tice energetskog bilansa frakcionih RLC
kola, zakljuceno je da disipativno-disipativno kolo trosi energiju za sve ucestalosti, videti izraz (4.69) i
sliku 4.12, posto je sastavljeno od isklju¢ivo disipativnih elemenata, dok ostala RLC kola, u zavisnosti
od ucestalosti, mogu i troSiti i generisati energiju, videti slike 4.13, 4.14 i 4.15. Po§to su kapacitivna
(induktivna) svojstva dominantna za niske (visoke) ucestalosti, termodinamicke osobine kola za niske
(visoke) ucestalosti odredene su termodinamickim osobinama kondenzatora (kalema).

Ekvivalentna impedansa frakcionih RLC kola je takode koris¢ena za odredivanje izraza za moduo i
argument funkcija prenosa, videti (4.88), na osnovu kojih je sprovedena analiza frekvencijskih karakte-
ristika. Bodeovi dijagrami, predstavljeni na slikama 4.16, 4.18, 4.20 i 4.22, naglaSavaju sli¢nosti funkcija
prenosa koje odgovaraju frakcionim RLC' kolima i funkcija prenosa koje odgovaraju klasi¢nim RLC
kolima. Naime, pomenute slike ilustruju ¢injenicu da ukoliko funkcija prenosa ima kompleksno konjugo-
vane polove, tada frekvencijske karakteristike njenog modula dostizu maksimum i zatim teZze negaitvnoj
beskonac¢nosti kako ucestalost tezi beskonacnosti, dok pojava ¢isto imaginarnih polova implicira pojavu
vertikalne asimptote na frekvencijskoj karakteristici koja odgovara modulu. Frekvencijske karakteristike
funkcije modula prenosa takode ilustruju ¢injenicu da funkcije prenosa imaju nulu necelog reda u ko-
ordinatnom pocetku i ukazuju da se sva razmatrana RLC' kola pona8aju kao propusnik opsega. Znak
realnog dela kompleksno konjugovanih polova funkcija prenosa odreduje da li frekvencijske karakteristike
argumenta funkcije prenosa rastu ili opadaju sa porastom ucestalosti, dok u sluc¢aju €isto imaginarnih
polova, karakteristike argumenta pokazaju nagli pad za . Frekvencijske karakteristike argumenta funk-
cije prenosa su iskoris¢ene i u svrhu komentarisanja dominantnog karaktera frakcionih RLC kola, kao i
njihovog energetskog bilansa.
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Vodedi ¢lanovi u asimptotici modula i argumenta funkcije prenosa za niske i visoke ucestalosti su
korisni za odredivanje parametara modela, posto je za niske ucestalosti moduo funkcije prenosa linearna
funkcija logw, sa nagibom « i odseckom 7, u sluc¢aju disipatvno-disipativnog i disipativno-generativnog
RLC kola, videti (4.93) i (4.118), dok su u slucaju generativno-generativnog i generativno-disipativnog
RLC kola, nagib i odsecak redom odredeni sa 1 + p i 7, videti (4.105) i (4.124). Za visoke ucestalosti,
moduo funkcije prenosa je linearna funkcija logw, sa odseckom 75, za sva frakciona RLC kola, dok je
log | cot arg §(w)| takode linarna funkcija logw, sa nagibom —1 4 5 i odsetkom proporcionalnim vremen-
skoj konstanti 74 u slucaju disipativno-disipativnog i generativno-disipativnog RLC' kola, videti izraz
(4.99), odnosno nagibom —v i odseckom proporcionalnim vremenskoj konstanti 7, u slu¢aju disipativno-
generativnog i generativno-generativnog RLC kola, videti izraz (4.113). Slike 4.17, 4.19, 4.21 i 4.23 jasno
ilustruju prethodne tvrdnje.



74

ZAKLJUCAK



Bibliografija

[1] J. Abate and P. P. Valk6. Multi-precision Laplace transform inversion. International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 60:979-993, 2004.

[2] A. Allagui, A. S. Elwakil, M. E. Fouda, and A. G. Radwan. Capacitive behavior and stored energy
in supercapacitors at power line frequencies. Journal of Power Sources, 390:142-147, 2018.

[3] A. Allagui, T. J. Freeborn, A. S. Elwakil, M. E. Fouda, B. J. Maundy, A. G. Radwan, Z. Said,
and M. A. Abdelkareema. Review of fractional-order electrical characterization of supercapacitors.
Journal of Power Sources, 400:457-467, 2018.

[4] A. Allagui, D. Zhang, and A. S. Elwakil. Short-term memory in electric double-layer capacitors.
Applied Physics Letters, 113:253901-1-5, 2018.

[5] J. Bak and D. J. Newman. Complex Analysis. Springer, New York, 1997.

[6] M. C. Boskovi¢, T. B. Sekara, B. Lutovac, M. Dakovi¢, P. D. Mandi¢, and M. P. Lazarevi¢. Analysis of
electrical circuits including fractional order elements. In 6th Mediterranean Conference on Embedded
Computing (MECO), Bar, Montenegro, 2017.

[7] A. Buscarino, R. Caponetto, S. Graziani, and E. Murgano. Realization of fractional order circuits
by a constant phase element. European Journal of Control, 54:64-72, 2020.

[8] R. Caponetto, S. Graziani, and E. Murgano. Realization of a fractional-order RLC circuit via
constant phase element. International Journal of Dynamics and Control, 9:1589-1599, 2021.

[9] X. Chen, Y. Chen, B. Zhang, and D. Qiu. A modeling and analysis method for fractional-order
DC-DC converters. IEEE Transactions on Power Electronics, 32:7034-7044, 2017.

[10] S. M. Cveticanin. Frakciono i topolosko uopStenje jednacine telegraficara kao model elektricnog voda.
PhD thesis, Fakultet tehnickih nauka, Univerzitet u Novom Sadu, 2017.

[11] S. M. Cveti¢anin, M. R. Rapai¢, and D. Zorica. Frequency analysis of generalized time-fractional
telegrapher’s equation. In Furopean Conference on Circuit Theory and Design (ECCTD), Catania,
Ttaly, 2017.

[12] S. M. Cvetic¢anin, D. Zorica, and M. R. Rapai¢. Generalized time-fractional telegrapher’s equation
in transmission line modeling. Nonlinear Dynamics, 88:1453-1472, 2017.

[13] S. M. Cvetic¢anin, D. Zorica, and M. R. Rapai¢. Frequency characteristics of two topologies represen-
ting fractional order transmission line model. Circuits, Systems, and Signal Processing, 39:456-473,
2020.

[14] S. M. Cvetic¢anin, D. Zorica, and M. R. Rapai¢. Non-local telegrapher’s equation as a transmission
line model. Applied Mathematics and Computation, 390:125602-1-18, 2021.

[15] A. Duzielinski, G. Sarwas, and D. Sierociuk. Comparison and validation of integer and fractional
order ultracapacitor models. Advances in Difference Equations, 2011:11:1-15, 2011.

[16] O. Elwy, L. A. Said, A. H. Madian, and A. G. Radwan. All possible topologies of the fractional-
order Wien oscillator family using different approximation techniques. Circuits, Systems, and Signal
Processing, 38:3931-3951, 2019.

75



76

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

|26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

BIBLIOGRAFIJA

K. Elyaalaoui, M. Labbadi, M. Ouassaid, and M. Cherkaoui. Optimal fractional order based on
fuzzy control scheme for wind farm voltage control with reactive power compensation. Mathematical
Problems in Engineering, 2021:5559242-1-12, 2021.

M. E. Fouda, A. Allagui, A. S. Elwakil, S. Das, C. Psychalinos, and A. G. Radwan. Nonlinear
charge-voltage relationship in constant phase element. International Journal of Electronics and
Communications (AEU), 117:153104-1-4, 2020.

R. Garrappa, E. Kaslik, and M. Popolizio. Evaluation of fractional integrals and derivatives of
elementary functions: Overview and tutorial. Mathematics, 7:407-1-21, 2019.

F. Gomez, J. Rosales, and M. Guia. RLC electrical circuit of non-integer order. Central European
Journal of Physics, 11:1361-1365, 2013.

R. Gorenflo and F. Mainardi. Fractional Calculus: Integral and Differential Equations of Fractional
Order. In: Fractals and Fractional Calculus in Continuum Mechanics (eds A. Carpinteri, F. Ma-
inardi), volume 378 of CISM Courses and Lecture Notes. Springer Verlag, Wien and New York,
1997.

M. Guia, J. Rosales, and F. Gémez. Analysis on the time and frequency domain for the RC electric
circuit of fractional order. Central European Journal of Physics, 11:1366-1371, 2013.

K. Hagka, S. M. Cveti¢anin, and D. Zorica. Dissipative and generative fractional electric elements
in modeling RC and RL circuits. Nonlinear Dynamics, 105:3451-3474, 2021.

K. Hagka, D. Zorica, and S. M. Cveti¢anin. Fractional RLC circuit in transient and steady state
regimes. Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 96:105670-1-17, 2021.

K. Hagka, D. Zorica, and S. M. Cveti¢anin. Frequency characteristics of dissipative and generative
fractional RLC circuits. Ciruits, Systems, and Signal Processing, 2022.

K. Hagka, D. Zorica, and booktitle = Proceedings of the International Conference on Fractional Dif-
ferentiation and its Applications ICFDA address = year = 2022 S. M. Cveti¢anin, title = Transient
Regime of Fractional RLC Circuit.

A. Jakubowska and J. Walczak. Analysis of the transient state in a circuit with supercapacitor.
Poznan University of Technology Academic Journals. Electrical Engineering, 81:71-77, 2015.

A. Jakubowska and J. Walczak. Analysis of the transient state in a series circuit of the class RL3C,.
Clircuits, Systems, and Signal Processing, 35:1831-1853, 2016.

A. Jakubowska-Ciszek and J. Walczak. Analysis of the transient state in a parallel circuit of the
class RLgCy. Applied Mathematics and Computation, 319:287-300, 2018.

I. S. Jesus and J. A. T. Machado. Development of fractional order capacitors based on electrolyte
processes. Nonlinear Dynamics, 56:45-55, 2009.

Y. Jiang, B. Zhang, X. Shu, and Z. Wei. Fractional-order autonomous circuits with order larger than
one. Journal of Advanced Research, 25:217-225, 2020.

D. A. John and K. Biswas. Electrical equivalent circuit modelling of solid state fractional capacitor.
International Journal of Electronics and Communications (AEU), 78:258-264, 2017.

T. Kaczorek. Positive linear systems consisting of subsystems with different fractional orders. IEEE
Transactions on Circuits and Systems I: Regular Papers, 58:1203-1210, 2011.

A. Kartci, A. Agambayev, N. Herencsar, and K. N. Salama. Series-, parallel-, and inter-connection
of solid-state arbitrary fractional-order capacitors: Theoretical study and experimental verification.
IEEE Access, 6:10933-10943, 2018.

A. A. Kilbas, H. M. Srivastava, and J. J. Trujillo. Theory and Applications of Fractional Differential
Equations. Elsevier B.V., Amsterdam, 2006.

M. S. Krishna, S. Das, K. Biswas, and B. Goswami. Fabrication of a fractional order capacitor with
desired specifications: A study on process identification and characterization. IEEE Transactions on
Electron Devices, 58:4067-4073, 2011.



BIBLIOGRAFIJA 7

[37] J. A. T. Machado and A. M. S. F. Galhano. Fractional order inductive phenomena based on the
skin effect. Nonlinear Dynamics, 68:107-115, 2012.

[38] V. Martynyuk and M. Ortigueira. Fractional model of an electrochemical capacitor. Signal Proces-
sing, 107:355-360, 2015.

[39] V. Martynyuk, M. Ortigueira, M. Fedula, and O. Savenko. Methodology of electrochemical capacitor
quality control with fractional order model. International Journal of Electronics and Communicati-
ons (AEU), 91:118-124, 2018.

[40] K. S. Miller and B. Ross. An Introduction to the Fractional Calculus and Fractional Differential
Equations. John Wiley and Sons, New York, 1993.

[41] D. Mondal and K. Biswas. Packaging of single-component fractional order element. IEEE Transac-
tions on Device and Materials Reliability, 13:73-80, 2013.

[42] M. A. Moreles and R. Lainez. Mathematical modelling of fractional order circuit elements and
bioimpedance applications. Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 46:81—
88, 2017.

[43] K. Nosrati and M. Shafiee. On the convergence and stability of fractional singular Kalman filter and
Riccati equation. Journal of the Franklin Institute: Engineering and Applied Mathematics, 357:7188—
7210, 2020.

[44] A. V. Oppenheim, A. S. Willsky, and S. H. Nawab. Signals and systems. Prentice-Hall signal
processing series. Prentice-Hall, New Jersey, 1997.

[45] M. D. Ortigueira and Duarte Valério. Fractional Signals and Systems, volume 7 of Fractional Calculus
in Applied Sciences and Engineering. de Gruyter, Berlin/Boston, 2020.

[46] 1. Podlubny. Fractional Differential Equations. Academic Press, San Diego, 1999.

[47] R. Prasad, K. Kothari, and U. Mehta. Flexible fractional supercapacitor model analyzed in time
domain. IEEFE Access, 7:122626-122633, 2019.

[48] R. Prasad, U. Mehta, and K. Kothari. Various analytical models for supercapacitors: a mathematical
study. Resource-Efficient Technologies, 1:1-15, 2020.

[49] J. J. Quintana, A. Ramos, and I. Nuez. Modeling of an EDLC with fractional transfer functions
using Mittag-Leffler equations. Mathematical Problems in Engineering, 2013:807034-1-7, 2013.

[50] A. G. Radwan. Resonance and quality factor of the RL,C, fractional circuit. IEEE Journal on
Emerging and Selected Topics in Circuits and Systems, 3:377-385, 2013.

[51] A. G. Radwan and M. E. Fouda. Optimization of fractional-order RLC filters. Circuits, Systems
and Signal Processing, 32:2097-2118, 2013.

[52] A. G. Radwan and K. N. Salama. Passive and active elements using fractional LgC, circuit. IEEE
Transactions on Circuits and Systems I: Regular Papers, 58:2388-2397, 2011.

[53] A. G. Radwan and K. N. Salama. Fractional-order RC' and RL circuits. Circuits, Systems and
Signal Processing, 31:1901-1915, 2012.

[54] A. G. Radwan, A. M. Soliman, and A. S. Elwakil. Design equations for fractional-order sinusoidal
oscillators: Four practical circuit examples. International Journal of Circuit Theory and Applications,
36:473-492, 2008.

[55] M. S. Sarafraz and M. S. Tavazoei. Realizability of fractional-order impedances by passive electrical
networks composed of a fractional capacitor and RLC components. IEEE Transactions on Circuits
and Systems I: Reqular Papers, 62:2829-2835, 2015.

[56] I. Schifer and K. Kriiger. Modelling of coils using fractional derivatives. Journal of Magnetism and
Magnetic Materials, 307:91-98, 2006.



78 BIBLIOGRAFIJA

[57] Z. M. Shah, M. Y. Kathjoo, F. A. Khanday, K. Biswas, and C. Psychalinos. A survey of single and
multi-component fractional-order elements (FOEs) and their applications. Microelectronics Journal,
84:9-25, 2019.

[58] M. Sowa. A subinterval-based method for circuits with fractional order elements. Bulletin of the
Polish Academy of Sciences Technical Sciences, 62:449-454, 2014.

[59] M. Sowa. ”gcdAlpha” — a semi-analytical method for solving fractional state equations. Poznan
University of Technology Academic Journals. Electrical Engineering, 96:231-242, 2018.

[60] T.P. Stefanski and J. Gulgowski. Electromagnetic-based derivation of fractional-order circuit theory.
Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation, 79:104897-1-13, 2019.

[61] T. P. Stefanski and J. Gulgowski. Signal propagation in electromagnetic media described
by fractional-order models. Communications in Nonlinear Science and Numerical Simulation,
82:105029-1-16, 2020.

[62] R. Siike, A. Domhardt, and M. Reinhard. Calculation of electrical circuits with fractional characte-
ristics of construction elements. Forsch Ingenieurwes, 69:230-235, 2005.

[63] M. S. Tavazoei. Passively realizable approximations of non-realizable fractional order impedance
functions. Journal of the Franklin Institute: Engineering and Applied Mathematics, 357:7037-7053,
2020.

[64] V. V. Uchaikin, A. S. Ambrozevich, R. T. Sibatov, S. A. Ambrozevich, and E. V. Morozova. Me-
mory and nonlinear transport effects in charging-discharging of a supercapacitor. Technical Physics,
61:250-259, 2016.

[65] J. C. Mikulovi¢ and T. B. Sekara. Power definitions for fractional order elements and non-active
power compensation. In 14th Symposium on Neural Networks and Aplications (NEUREL), Belgrade,
Serbia, 2018.

[66] T.B. Sekara and M. S. Stankovi¢. Analiza jedne klase frakcionih sistema primjenom a-transformacije.
In XLI konferencija za ETRAN, Zlatibor, Srbija, 1997.

[67] T. B. Sekara and M. S. Stankovi¢. Analiza linearnih frakcionih sistema. In XLIT konferencija za
ETRAN, Vrnjacka Banja, Srbija, 1998.

[68] J. Walczak and A. Jakubowska. Resonance in series fractional order RLgC, circuit. Przeglad
Elektrotechniczny, 90:210-213, 2014.

[69] S. Westerlund and L. Ekstam. Capacitor theory. IEEE Transactions on Dielectrics and Electrical
Insulation, 1:826-839, 1994.

[70] B. Zhang and X. Shu. Fractional-Order FElectrical Circuit Theory. CPSS Power Electronics Series.
Springer, Singapore, 2022.

[71] L. Zhou, Z. Tan, and Q. Zhang. A fractional-order multifunctional n-step honeycomb RLC circuit
network. Frontiers of Information Technology and Electronic Engineering, 18:1186-1196, 2017.



Ovaj Obrazac cini sastavni deo doktorske disertacije, odnosno doktorskog
umetnickog projekta koji se brani na Univerzitetu u Novom Sadu. Popunjen
Obrazac ukoriciti iza teksta doktorske disertacije, odnosno doktorskog
umetnickog projekta.

Plan tretmana podataka

Naziv projekta/istrazivanja

Analiza prelaznih procesa, energetskog bilansa i frekvencijskih karakteristika elektri¢nih kola sa
frakcionim elementima

Naziv institucije/institucija u okviru kojih se sprovodi istrazivanje

Fakultet tehnickih nauka, Univerzitet u Novom Sadu

Naziv programa u okviru kog se realizuje istrazivanje

1. Opis podataka

1.1 Vrsta studije

Ukratko opisati tip studije u okviru koje se podaci prikupljaju

U ovoj studiji nisu prikupljani podaci

1.2 Vrste podataka
a) kvantitativni

b) kvalitativni

1.3. Naéin prikupljanja podataka
a) ankete, upitnici, testovi
b) klinicke procene, medicinski zapisi, elektronski zdravstveni zapisi

V) genotipovi: navesti vrstu

g) administrativni podaci: navesti vrstu

d) uzorci tkiva: navesti vrstu

d) snimci, fotografije: navesti vrstu
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e) tekst, navesti vrstu

7) mapa, navesti vrstu

z) ostalo: opisati

1.3 Format podataka, upotrebljene skale, koli¢ina podataka

1.3.1 Upotrebljeni softver i format datoteke:

a) Excel fajl, datoteka

b) SPSS fajl, datoteka

c) PDF fajl, datoteka

d) Tekst fajl, datoteka

e) JPG fajl, datoteka

f) Ostalo, datoteka

1.3.2. Broj zapisa (kod kvantitativnih podataka)

a) broj varijabli

b) broj merenja (ispitanika, procena, snimaka i sl.)

1.3.3. Ponovljena merenja
a) da
b) ne

Ukoliko je odgovor da, odgovoriti na sledeca pitanja:

a) vremenski razmak izmedju ponovljenih mera je

b) varijable koje se viSe puta mere odnose se na

V) nove verzije fajlova koji sadrze ponovljena merenja su imenovane kao
Napomene:

Da li formati i softver omogucavaju deljenje i dugorocnu validnost podataka?
a) Da
b) Ne
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Ako je odgovor ne, obrazloziti

2. Prikupljanje podataka

2.1 Metodologija za prikupljanje/generisanje podataka

2.1.1. U okviru kog istrazivackog nacrta su podaci prikupljeni?

a) eksperiment, navesti tip

b) korelaciono istrazivanje, navesti tip

c) analiza teksta, navesti tip

d) ostalo, navesti $ta

2.1.2 Navesti vrste mernih instrumenata ili standarde podataka specificnih za odredenu naucnu
disciplinu (ako postoje).

2.2 Kvalitet podataka i standardi

2.2.1. Tretman nedostajué¢ih podataka

a) Da li matrica sadrzi nedostajuce podatke? Da Ne

Ako je odgovor da, odgovoriti na sledeca pitanja:

a) Koliki je broj nedostajucih podataka?
b) Da li se korisniku matrice preporucuje zamena nedostaju¢ih podataka? Da Ne
V) Ako je odgovor da, navesti sugestije za tretman zamene nedostaju¢ih podataka

2.2.2. Na koji nacin je kontrolisan kvalitet podataka? Opisati
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2.2.3. Na koji nacin je izvrSena kontrola unosa podataka u matricu?

3. Tretman podataka i prate¢a dokumentacija

3.1. Tretman i ¢uvanje podataka

3.1.1. Podaci ée biti deponovani u repozitorijum.
3.1.2. URL adresa
3.1.3. DOI

3.1.4. Da li ¢e podaci biti u otvorenom pristupu?

a) Da
b) Da, ali posle embarga koji ¢e trajati do
V) Ne

Ako je odgovor ne, navesti razlog

3.1.5. Podaci nece biti deponovani u repozitorijum, ali ¢e biti cuvani.

Obrazlozenje

3.2 Metapodaci i dokumentacija podataka

3.2.1. Koji standard za metapodatke ¢e biti primenjen?

3.2.1. Navesti metapodatke na osnovu kojih su podaci deponovani u repozitorijum.
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Ako je potrebno, navesti metode koje se koriste za preuzimanje podataka, analiticke i proceduralne
informacije, njihovo kodiranje, detaljne opise varijabli, zapisa itd.

3.3 Strategija i standardi za ¢uvanje podataka

3.3.1. Do kog perioda ¢e podaci biti ¢uvani u repozitorijumu?

3.3.2. Da li ¢e podaci biti deponovani pod Sifrom? Da Ne

3.3.3. Da li ¢e sifra biti dostupna odredenom krugu istraziva¢a? Da Ne

3.3.4. Da li se podaci moraju ukloniti iz otvorenog pristupa posle izvesnog vremena?
Da Ne

Obrazloziti

4. Bezbednost podataka i zastita poverljivih informacija

Ovaj odeljak MORA biti popunjen ako vasi podaci ukljucuju licne podatke koji se odnose na ucesnike
u istrazivanju. Za druga istrazivanja treba takode razmotriti zastitu i sigurnost podataka.

4.1 Formalni standardi za sigurnost informacija/podataka

Istrazivaci koji sprovode ispitivanja s ljudima moraju da se pridrzavaju Zakona o zastiti podataka o
liénosti (https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html) i odgovarajuceg
institucionalnog kodeksa o akademskom integritetu.
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4.1.2. Da li je istrazivanje odobreno od strane eticke komisije? Da Ne

Ako je odgovor Da, navesti datum i naziv eticke komisije koja je odobrila istrazivanje

4.1.2. Da li podaci uklju¢uju liéne podatke uc¢esnika u istrazivanju? Da Ne

Ako je odgovor da, navedite na koji nacin ste osigurali poverljivost i sigurnost informacija vezanih za
ispitanike:

a) Podaci nisu u otvorenom pristupu
b) Podaci su anonimizirani
C) Ostalo, navesti §ta

5. Dostupnost podataka

5.1. Podaci ¢e biti
a) javno dostupni
b) dostupni samo uskom krugu istraZivaca U odredenoj naucnoj oblasti

c) zatvoreni

Ako su podaci dostupni samo uskom krugu istraZivaca, navesti pod kojim uslovima mogu da ih koriste:

Ako su podaci dostupni samo uskom krugu istrazivaca, navesti na koji nacin mogu pristupiti podacima:

5.4. Navesti licencu pod kojom ¢e prikupljeni podaci biti arhivirani.

6. Uloge i odgovornost
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6.1. Navesti ime i prezime i mejl adresu vlasnika (autora) podataka

6.2. Navesti ime i prezime i mejl adresu osobe koja odrzava matricu s podacima

6.3. Navesti ime i prezime i mejl adresu osobe koja omogucuje pristup podacima drugim istrazivacima
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