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PRIMENA INTEGRALNIH TRANSFORMACIJA NA REXAVA�E

PARCIJALNIH DIFERENCIJALNIH JEDNAQINA

APPLICATION OF INTEGRAL TRANSFORMS FOR SOLVING PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Zvezdan Gagi�, Fakultet Tehniqkih nauka, Novi Sad

Oblast − MATEMATIKA U TEHNICI

Kratak sadr�aj -Ovaj rad opisuje primenu inte-
gralnih transformacija na rexava�e parcijalnih

diferencijalnih jednaqina konkretno jednodimen-

zionalne talasne jednaqine, i jednaqine provo�e�a

toplote.

K	uqne reqi: Parcijalne diferencijalne jed-

naqine, Furijeova transformacija, Laplasova

transformacija

Abstract - This paper describes application of inte-
gral transforms to solving partial differential equations
specifically to one-dimensional wave equation and the
heat equation.

Keywords: Partial differential equations, Fourier
transform, Laplace transform

1. UVOD

Parcijalne diferencijalne jednaqine mogu se
rexavati primenom naqina koji uk	uquju razne
metode. Jedan od naqina mo�e uk	uqivati prime-
nu Furijeove i Laplasove transformacije koje se
mogu prime�ivati na razne jednaqine matematiqke
fizike. U ovom radu, za primer primene Furijeo-
ve i Laplasove transformacije uzete su jednaqine
kao xto su jednodimenzionalna talasna jednaqina
koja je rexavana primenom Furijeove transforma-
cije, i jednaqina provo�e�a toplote, koja je rexena
primenom Laplasove transformacije.

2. JEDNODIMENZIONALNA TALASNA

JEDNAQINA

Talasna jednaqina je parcijalna diferencijalna
jednaqina hiperboliqkog tipa kojom se opisuje xi-
re�e talasa. Talasi mogu biti razliqite prirode:
mehaniqki ili elektromagnetni, ali se svi pro-
stiru po istom principu koji je opisan talasnom
jednaqinom. Talasna jednaqina se jav	a i koristi u
razliqitim oblastima kao xto su: akustika, elek-
tromagnetizam, optika i dinamika fluida [1].
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2.1. Rexava�e jednodimenzionalne talasne

jednaqine

Najjednostavniji primer primene Furijeove trans-
formacije na rexava�e talasne jednaqine je oka-
rakterisan slede�om jednaqinom:

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
, −∞ < x <∞, 0 < t. (1)

Graniqni i poqetni uslovi iskazani su na slede�i
naqin, respektivno:

lim
|x|→∞

u(x, t)→ 0 (2)

u(x, 0) = f(x),
∂u(x, 0)

∂t
= g(x), −∞<x<∞, (3)

pri qemu su f ,g ∈ G(R). Tra�e�e rexe�a jednaqi-
ne (1) mo�e se zapoqeti mno�e�em iste jednaqine
sa e−iωx i integracijom kao xto sledi:

∞∫
−∞

∂2u

∂t2
· e−iωxdx =

d2

dt2

 ∞∫
−∞

u(x, t)e−iωxdx

 =

= c2
∞∫
−∞

∂2u

∂x2
e−iωxdx. (4)

Primenom pravila parcijalne integracije, dobija
se:

∞∫
−∞

∂2u

∂x2
e−iωxdx =

(
∂u

∂x
+ iωu

)
e−iωx

∣∣∣∣∣
x=∞

x=−∞

−ω2

∞∫
−∞

u(x, t)e−iωxdx. (5)

Poxto u(x, t) i ∂u(x,t)
∂x te�e nuli kada |x| → ∞, kom-

binova�e jednaqina (4) i (5) daje poqetni problem
u obliku

d2U

dt2
+ ω2c2U(ω, t) = 0, (6)

pri qemu je:

U(ω, 0) = F (ω) =

∞∫
−∞

f(x)e−iωxdx, (7)
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U ′(ω, 0) = G(ω) =

∞∫
−∞

g(x)e−iωxdx, (8)

i U(ω, t) je Furijeova transformacija funkcije
u(x, t).
U jednaqini (8) oznaka ,,prim" oznaqava izvod po
promen	ivoj t. Rexe�e jednaqine (6) koje zadovo-
	ava poqetne uslove (7) i (8) je dato u obliku:

U(ω, t) =
1

2
F (ω)(eiωct + e−iωct) +

+
G(ω)

2iωc
(eiωct − e−iωct). (9)

Zato je rexe�e u(x, t) dato u obliku:

u(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

U(ω, t)eiωxdω

=
1

4π

∞∫
−∞

F (ω)
[
eiω(x+ct) + eiω(x−ct)

]
dω

+
1

4πc

∞∫
−∞

G(ω)

iω

[
eiω(x+ct) − eiω(x−ct)

]
dω. (10)

Konaqno, ako se primeti da va�i:

f(x± ct) =
1

2π

∞∫
−∞

F (ω)eiω(x±ct)dω, (11)

i

x+ct∫
x−ct

g(ξ)dξ =
1

2π

∞∫
−∞

G(ω)

( x+ct∫
x−ct

eiωξdξ

)
dω

=
1

2π

∞∫
−∞

G(ω)

iω

[
eiω(x+ct) − eiω(x−ct)

]
dω, (12)

jednaqina (10) se mo�e napisati u obliku

u(x, t) =
1

2
[f(x+ct)+f(x−ct)]+ 1

2c

x+ct∫
x−ct

g(ξ)dξ. (13)

Posled�i rezultat (13) poznat je kao
D'Alamberova formula, i daje talasno kreta-
�e u homogenoj sredini neograniqene xirine.

3. JEDNAQINA PROVO�E�A TOPLOTE

Nakon tehnike razdvaja�a promen	ivih, rexa-
va�e parcijalnih diferencijalnih jednaqina
Laplasovom transformacijom je najeksploati-
sanija tehnika. K	uqan element ove tehnike je
pronala�e�e Laplasove transformacije funkcije
u(x, t) po vremenskoj promen	ivoj t koja predsta-
v	a rexe�e polazne parcijalne diferencijalne

jednaqine. Ako je Laplasova transformacija od
u(x, t) zadata integralom oblika:

U(x, s) =

∞∫
0

u(x, t)e−stdt, (14)

tada se Laplasova transformacija prvog izvoda
∂u

∂t
dobija primenom parcijalne integracije kao:

L

[
∂u

∂t

]
=

∞∫
0

∂u

∂t
e−stdt = sU(x, s)− u(x, 0),

pri qemu je uveden poqetni uslov u(x, 0). Ove La-
plasove transformacije zavise kako od promen	i-
ve x tako i od parametra s. Laplasova transfor-
macija izvoda funkcije u(x, t), po promen	ivoj x
jeste:

L

[
∂u(x, t)

∂x

]
=

d

dx
{L[u(x, t)]} =

dU(x, s)

dx
,

ali i drugog izvoda:

L

[
∂2u

∂x2

]
=

d2

dx2
{L[u(x, t)]} =

d2U(x, s)

dx2
.

Laplasovom transformacijom je parcijalna di-
ferencijalna jednaqina transformisana u obiq-
nu diferencijalnu jednaqinu sa graniqnim uslo-
vom. Tako Laplasova transformacija pojednosta-
v	uje polazni problem. Naravno da bi ova tehnika
bila uspexna Laplasova transformacija mora po-
stojati [2].

3.1. Rexava�e jednaqine provo�e�a toplote

Sada se mo�e razmatrati jednaqina provo�e�a to-
plote koja je oblika:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
, 0 < x <∞, 0 < t (15)

sa poqetnim uslovom:

u(x, 0) = 1, 0 < x <∞, (16)

i graniqnim uslovom:

∂u

∂x
= 1, lim

x→∞
|u(x, t)| <∞, 0 < t. (17)

Uzimaju�i Laplasovu transformaciju od jed-
naqine (15) i jednaqine (17) i zame�uju�i poqetni
uslov, dobija se jednaqina:

d2U(x, s)

dx2
= sU(x, s)− 1 (18)

sa poqetnim uslovima:

U ′(0, s) =
1

s
i lim

x→∞
|U(x, s)| <∞. (19)

Ostaje da se rexi jednaqina:

d2U(x, s)

dx2
− sU(x, s) = −1, (20)

koja predstav	a nehomogenu diferencijalnu jed-
naqinu drugog reda sa konstantnim koeficijenti-
ma. Ona se rexava formiraju�i opxte rexe�e koje
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se dobija kao zbir rexe�a odgovaraju�eg homogenog
i odgovaraju�eg partikularnog rexe�a.

Poqi�emo formiraju�i odgovaraju�u homogenu jed-
naqinu:

d2U(x, s)

dx2
− sU(x, s) = 0, (21)

koja ima karakteristiqnu jednaqinu oblika:

α2 − s = 0, (22)

tj.
α2 = s. (23)

Rexe�a jednaqine (23) su oblika: α1 =
√
s odnosno

α2 = −
√
s. Zato je homogeno rexe�e jednaqine (20)

dato kao:

Uh(x, s) = C(s)ex
√
s +D(s)e−x

√
s.

Partikularno rexe�e odgovaraju�e jednaqine (20)
se tra�i u obliku:

Up(x, s) = E(s),

pa su
dUp

dx = 0 i
d2Up

dx2 = 0, xto uvrxtava�em u jed-
naqinu (20) daje:

−sE(s) = −1,

tako da se za E(s) dobija:

E(s) =
1

s
,

pa je partikularno rexe�e jednaqine (20) oblika:
Up(x, s) = 1

s . Zato je opxte rexe�e polazne dife-
rencijalne jednaqine (18):

U(x, s) = Uh(x, s) + Up(x, s) =

C(s)ex
√
s +D(s)e−x

√
s +

1

s
. (24)

Ako se potra�i izvod po promen	ivoj x opxteg
rexe�a (24), dobijamo:

U ′(x, s) =
dU(x, s)

dx
= C(s)

√
sex
√
s −D(s)

√
se−x

√
s,

da bi se ubaciva�em poqetnih uslova (19) dobile
slede�e dve jednaqine:

U ′(0, s) = C(s)
√
s−D(s)

√
s =

[
C(s)−D(s)

]√
s =

1

s
,

i

C(s)−D(s) =
1

s
3
2

. (25)

Uva�avaju�i uslov lim
x→∞

|U(x, s)| <∞, dobijamo:

|C(s)ex
√
s +D(s)e−x

√
s| <∞, x→∞. (26)

Da bi uslov (26) bio zadovo	en, treba da va�i
C(s) = 0, a samim tim iz jednaqine (25) sledi da je

D(s) = − 1

s
3
2

.

Naposletku, rexe�e koje zadovo	ava jednaqinu
(18), uzimaju�i u obzir graniqne uslove (19) gla-
si:

U(x, s) =
1

s
− e−x

√
s

s3/2
. (27)

Primenom tablica inverznih Laplasovih trans-
formacija i osobina dolazi se do rexe�a polazne
jednaqine (15) koje glasi:

u(x, t) = 1− 2

√
t

π
exp

(
− x2

4t

)
+ xerfc

(
x

2
√
t

)
,

pri qemu je erfc(x) dato sa formulom:

erfc(x) = 2√
π

∞∫
x

e−z
2

dz.

4. ZAK�UQAK

Parcijalne diferencijalne jednaqine, kao i
razne jednaqine matematiqke fizike, mogle bi se
rexavati primenom Furijeove metode razdvaja�a
promen	ivih, i drugih numeriqkih metoda, kao
xto su: metod mre�a koje ne uk	uquju primenu
bilo koje transformacije. Me�utim, upotreba
Laplasove ili Furijeove transformacije u ve-
likoj meri olakxava rexava�e ovih jednaqina,
jer se parcijalna diferencijalna jednaqina koja
uk	uquje poqetne i graniqne uslove prevodi u
obiqnu diferencijalnu jednaqinu. Ta obiqna
diferencijalna jednaqina se mo�e tretirati
poznatim metodama za rexava�e obiqnih dife-
rencijalnih jednaqina da bi se dobilo opxte
rexe�e graniqnog problema. Upotrebom inver-
zne transformacije dobijamo rexe�e polaznog
problema.
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