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Kratak sadrZzaj — Analiza stohastickog blok modela u
smislu grafova i kako moZemo iskoristiti landing
verovatnoce za klasifikaciju. U ovom radu grupisali smo
centroide razlicitih grafova dobijenih stohastickim blok

modelom i wutvrdili da njihovi centroidi landing
verovatnoca teze jednoj tacki [6].
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Abstract — An analysis of the stochastic block model for
graphs and how we can use the landing probabilities for
classification. In this work we grouped the centroids of
different graphs generated with the stochasitc block
model and concluded that their landing probabilities
converge to a single point.
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1. UvOD

U ovom radu analizirali smo stohasticki blok model i
kako se on moze primeniti na grafove. Dali smo primer i
definiciju stohasticCkog blok modela i sliku grafa
generisanog SBM modelom.

Pored toga, analizirali smo interakcije unutar ¢vorova
kroz njihove landing verovatnoce.

Generisali smo viSe razliCitth grafova sa istim
parametrima na osnovu stohastickog blok modela i
utvrdili kako se njihovi predstavnici ponasaju.

U radu je najvise akcenat stavljen na landing verovatnoée
i njihovu interpretaciju.

2. STOHASTICKI BLOK MODEL

Stohasticki blok model je probabilisticki ili generativni
model koji dodeljuje probabilistéku vrednost za svaki par
¢vorova i,j. Generativni modeli su veoma efikasni na¢ini
kodiranja odredenih pretpostavki o nacinu interakcija
nepoznatih parametara pri formiranju veza izmedu
¢vorova.

Prednost ovakvih modela jeste u tome sto nam pruzaju
mogucnost da koristimo ,,likelihood skorove®, koji su
zasnovani na osnovnim principima statistike i
verovatnoc¢e kako bi poredili razliCite parametrizacije i
druge slicne modele.
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Jo§ jedna od prednosti jeste u tome Sto nam oni
omogucavaju da predstavimo svet eksplicitno, za razliku
od standardnih pristupa gde bismo morali da nekim
algoritmom tako nesto nadogradimo. Njihovi parametri
¢esto imaju direktnu interpretaciju iz neke pretpostavke o
strukturi mreze grafa.

Kao i ostali generativni modeli, stohasticki blok model
definise distribuciju nad grafom P(G|6), gde je © skup
parametara nad grafom (verovatno¢a da ¢vor pripada
odredenoj zajednici ili da postoji veza izmedu 2 ¢vora
(Slika 1)). Na osnovu parametara © moguée je
izgenerisati celu strukturu grafa.
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Slika 1. Generisanje grafa na osnovu verovatnocéa

2.1. Definicija

U najosnovnijoj varijanti stohasti¢ki blok model se moze
definisati pomocu:

e k : skalara koji predstavlja broj grupacija unutar
grafa.

e 7 :n x 1 vektor skrivenih labela ¢vorova z je
grupni index I-tog ¢vora.

e M : je kxk stohasticka blok matrica, gde je M;;
verovatnoca da je ¢vor i povezan sa ¢vorom j.

U samoj implementaciji stohastickog blok modela,
korisnik  zadaje klasne verovatnoée, verovatnoce
povezanosti dva ¢vora kada su iz iste klase pj, i kada_nisu
Pout- Na uniforman nacin se dodeljuju skrivene labele
¢vorovima i prisustvo veze izmedu dva ¢vora [3]. M
matrica sadrzi vrednost pi, na glavnoj dijagonali, a na
ostalim mestima poy. Posmatrali smo model sa 2 klase. Za
vrednosti pi i Pout 0dabrali smo 0.8 i 0.2, a verovatnoce
pripadanja bilo kojoj od dve klase jednake su.

2.2. Primer grafa i M matrice

Primeri grafova dati su na modelima na kojima je prisutno
5 razlicitih grupa (Slika 2) i interakcije medu njima su
razli¢ite. U zavisnosti od matrice M moguce je naglasiti
koje grupe su sli¢nije. Dobar primer takvih grafova bi bio
graf gde je matrica M kod susednih grupa veca tj.
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vrednosti pored glavne dijagonale su znacajno vece od
ostalih grupa, a ipak manje nego na glavnoj dijagonali.

Prikaz ovakvog grafa bi mogle biti grupe ljudi na
drustvenim mrezama koje cesto komuniciraju ili
predstava podataka sa realnih senzorskih mreza
(ocitavanje temperature) gde ¢e blizi ¢vorovi imati
slicnije vrednosti pa stoga ¢e tu izmedu njih postojati
veza. Kod udaljenijih senzora, vrednosti ¢e biti razliCite
pa samim time neée postojati veza izmedu tih ¢vorova.

Slika 3. M matrica grafa sa slike 2.

3. METODOLOGIJA | ANALIZA

Fokusirali smo se na odredivanje landing verovatnoca ry’".
One predstavljaju verovatnoéu da ¢emo se naci u v-tom
¢voru nakon k koraka pocevsi od nekog fiksnog ¢vora.

Grupisali smo vise landing verovatno¢a od prve pa do
dobijene nakon K koraka u jedan vektor r'tj. vektor r"
sadrzi sve verovatnoce (r'y, ',..., r'y).

Kako bismo uocili pravilnosti na grafiku (Slika 3) smo
prikazali_ vektor (r',, r's) i (', r's, r's). Za ovu analizu
izgenerisali smo graf preko stohastickog blok modela sa
300 ¢vorova i za verovatnoce Pin i Poye SMO UZeli vrednosti
0.8 1 0.2. Verovatnoée za skrivene labele su jednake
(klasne verovatnoce).
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Slika 3. Landing verovatnocde (r',, r's) grafa sa 300
¢évorova
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Slika 4. Landing verovatnoce (r',, r's, r's) grafa sa 300
¢évorova

Ponavljaju¢i ovaj postupak uocili smo pravilnost da
centroidi, razli¢itih grafova generisanih stohastickim blok
modelom sa istim parametrima, teze ka jednoj tacki (Slika
4). Centroidi se racunaju prema sledecoj formuli:

v
an=Zrea T (2)
n
v
proZree T )
na

Napravili smo 50 grafova i na 3D grafiku prikazali
njihove centroide kao i u prethodnom eksperimentu. Imali
smo dve realizacije, kada imamo 100 ¢vorova (Slika 5) i
kada imamo 1000 ¢vorova (Slika 6). Primetili smo da
poveéanjem broja ¢vorova u grafu njihovi centroidi teze
ka elipsoidnom obliku i da njih mozemo interpretirati kao
predstavnike za ¢vorove koji pripadaju odredenoj klasi.
Ova tvrdnja je_dokazana u radu [1] i tvrdi da centroidi
grafova zavise od verovatnoca pi, I poyr. Razlika centroida
w” = a™ — b"se moze aproksimirati slede¢im izrazom:

1 b - Pout §
A— 3
v N (p + Pout) @)
gde je k broj skokova u grafu.



Slika 5. Centroidi landing verovatnoc¢a grafova sa 100
¢vorova

Slika 6. Centroidi landing verovatnoc¢a grafova sa 1000
évorova

Iz plotova se moze jasno uoditi tvrdnja da teze ka
elipsoidu §to je dokazano u radu [1]. Prednost ovakvog
pristupa ogleda se u tome da nam nisu neophodne
skrivene labele kako bismo vrsili klasifikaciju ¢vorova,
dovoljno nam je da poznajemo osobine grafa kako bi
estimirali verovanto¢e Pi, | Pou. Uz poznate verovatnoce,
mozemo izraCunati centroide i samim tim vrSiti
klasifikaciju. Dok kod metoda kao $to su k-means
moramo poznavati labele ¢vorova, izracunavati distance i
iterativno dolaziti do centroida, ovom metodom mozemo
da ih izra¢unamo i samim time koristimo za klasifikaciju.

4. KLASIFIKACIJA

Kako bi klasifikacija bila izvrSena neophodno je formirati
koeficijente ® diskriminantne funkcije. Polazi se od
Fiserove formulacije diskriminantne funkcije gde su nam
neophodni centroidi i varijanse labeliranih ¢vorova u
grafu. DefiniSemo verovatnoce da za zadat vektor landing
verovatnoca r = (fy, ..., Ik) ¢vor pripada klasi 0 ili 1:

-1 -1 -
Pz=1) x |5, Zzez0 VIl )
-1 -1 Ty-1
Pz=1) ¥,V Zez( 2% @b ®)
Pod uslovom da su poznati parametri stohastickog blok

modela, verovatnoca da neki ¢vor pripada klasi a je
jednaka broju ¢vorova u klasi a podeljena sa ukupnim

brojem ¢vorova u klasi a. Sa tim poznatim parametrima,
logaritamski odnos verovatnoca je jednak:

P(z=1DP(z=1) (M
P(z=0)P(z=0)
=TT +7TWr + w,

gr)=In

Konstanta oy se moze odbaciti jer je ona jednaka za sve
¢vorove i dalje nece uticati na klasifikaciju. Ako
pretpostavimo da su kovarijansne matrice jednake i
dijagonalne (2, = X, = o°l), dobijemo oblik prvobitne
geometrijske diskriminantne funkcije:

g1 =02@-b)"r+cC (8)

Parametri ovih jedna¢ina uglavnom nisu poznati, i moraju
da se estimiraju. Za estimaciju parametra stohastickog
blok modela G((n,.ny), P) gde su verovatnoe py; i P
jednake pin, a verovatnoCe py, i P21 jednake poy. Ako nam
je poznat matrica susedstva grafa, parametri pi, i Pout S€
estimiraju pomocu slede¢ih formula

Parametri ovih jednadina uglavnom nisu poznati, i
moraju da se estimiraju. Za estimaciju parametra
stohastickog blok modela G((n,.ny), P) gde su
verovatnoCe py; i P22 jednake pi,, a verovatnoée pio i P
jednake pou. Ako nam je poznat matrica susedstva grafa,
parametri pin I Poyt € estimiraju pomocu slede¢ih formula

[2]:
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A

gde su S, Sz, My, My Mg parametri dobijeni pomocu
matrice susedstva i broja pripadnika odredenih klasa:

S =ng +nj (11)
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Nepoznata kovarijansna matrica koja se Koristi u
FiSerovoj diskriminantoj funkciji, sa estimiranim
parametrima pi, pout | gde je Ny = np, moze se estimirati



ponavljanjem simulacije grafa sa tim parametrima putem
Monte Carlo metode i izraéunavanjem centroida a”(j) za
svaku od realizacija grafa G, gde je j indeks Monte Carlo
simulacije [4,7]. Kovarijansne matrice X, rauna se po
slede¢oj formuli:

Lo(ef - a) (@ -a) (16)

2, =
j

J

1

J NO))
=1 4k

gde se a; = i iJ je ukupan broj Monte Carlo

simulacija. Isto tako se estimira kovarijansna matrica Xy
centroida b”.

Pored ovog pristupa, uz poznavanje labela trening skupa
podataka, moguce je izraunati vrednosti za P, | Pout. Na
osnovu matrice susedstva i poznatih labela tih ¢vorova
verovatnocu pj, izraGunavamo tako $to saberemo jedinice
iz matrice susedstva kod ¢vorova iz istih klasa i podelimo
sa ukupnim brojem mogucih veza unutar klase [5], dok
Pout izratunavamo kao broj veza van klase podeljeno sa
mogucim brojem veza van klase.

5. ZAKLJUCAK

Na osnovu prethodnih analiza moze se zakljuciti da kod
grafova koji se ponasaju kao stohasti¢ki blok model mogu
se odrediti skrivene zajednice na osnovu njihovih landing
verovatnoca. Centroidi reprezentativnih klasa su jasno
uoCljivi, lako se izraCunavaju i mogu se iskoristiti za
klasifikaciju.

Postoje mogucnosti predstave raznih skupova podataka
preko grafova. Ako se podaci prestavljeni preko grafa
ponasaju na sli¢an nain kao stohasticki blok model,
postoji moguénost pravljenja efektivnih klasifikatora
podataka.

Ovakva vrsta klasifikacije moZze biti veoma pogodna za
klasifikaciju zajednica na druStvenim mrezama, s tim da
se ove zajednice ponasaju na sli¢an nacin.

Prednost ovakvog klasifikatora jeste to da parametri pj, i
Pout Mmogu da se estimiraju analiticki na osnovu matrice
susedstva. U nasem slucaju to nije bilo pogodno koristiti
zbog haoti¢nosti podataka i nepredvidljivosti generisanja
matrice susedstva, dok u sluCajevima gde su jasnije
definisana susedstva, moguce je koristiti ovakve formule.
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