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Предговор

Књига коjа jе пред Вама писана jе за студенте одсека за Инжењерство
заштите животне средине Факултета техничких наука у Новом Саду. Њен
садржаj jе усклађен са наставним програмом предмета Основе механике
коjи студенти овог одсека прате током II семестра студиjа са фондом часова
3 + 2. Он jе прилагођен и очекиваном знању студената из других предмета
коjи се могу сврстати у основне техничке дисциплине, као што су матема-
тика и физика. Поред тога, намера аутора jе била да студентима пруже
основе и укажу на правце даљег усавршавања коjи ће им бити од користи
у другим предметима коjе ће пратити током студиjа, првенствено имаjући
на уму Основе механике флуида, Основе термодинамике и Распростирање
поремећаjа. Уводно поглавље и први део књиге, коjи се односи на статику,
написао jе проф. Ратко Маретић, а други део књиге, коjи се односи на
динамику, написао jе проф. Србољуб Симић.

Ова књига представља плод педагошког ангажовања аутора у раду са
студентима Инжењерства заштите животне средине. Вишегодишњи рад са
њима jе помогао да се предмет обогати садржаjима коjи могу представљати
мост ка проблемима коjи су од интереса у овоj струци.

Процес реформи наставних планова и програма на универзитетима у
Србиjи учинио jе трансформациjу предмета механике нужном и то у ре-
лативно кратком временском року. У постизању високих стандарда коjи
се у овом процесу захтеваjу велики подстрек нашим напорима чинила jе
подршка добиjена кроз проjекат у оквиру CDP+ програма коjи jе подржао
WUS Austria. Аутори користе ову прилику да изразе захвалност и нагласе
значаj овог вида сарадње.

Иако jе значаjан напор уложен у осмишљавање садржаjа ове књиге,
сигурно jе да у њоj постоjе пропусти коjи би се у будућим издањима могли
избећи. Аутори ће стога бити захвални свима коjи ће своjим примедбама и
сугестиjама учинити да се уочене грешке исправе.

Нови Сад, фебруар 2007. Србољуб С. Симић
Ратко Б. Маретић
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Увод

Механика jе наука коjа проучава кретање тела, као и међусобна деjства
између тела коjа за последицу имаjу кретање тела. Током свог развоjа
механика се поделила на више засебних целина. Класична механика се бави
поjавама у коjима jе брзина кретања тела мала у односу на брзину светлости
коjа изоси око 3 × 105 km/s. Поjавама при коjима jе брзина кретања тела
упоредива са брзином светлости бави се релативистичка механика, док се
поjавама коjе су везане за микроструктуру материjе (атоми) бави квантна
механика.

У овом курсу ће бити речи само о класичноj механици. Иако постоjе
ограничења за примену класичне механике, ипак jе она са одличном тач-
ношћу примењива за већину процеса са коjима се сусрећемо у свакодневном
животу и инжењерскоj пракси.

Унутар механике постоjи подела и на статику, кинематику и динамику.
Статика проучава тела коjа су у стању мировања, односно услове коjи су
при томе испуњени. Кинематика се на геометриjски начин, без залажења
у узроке, бави кретањем тела. Проучавањем кретања тела, као и узроцима
кретања бави се динамика.

1.1 Основни поjмови механике:
кретање, простор, време и маса

Под кретањем тела се подразумева промена положаjа тела у простору
током времена. Да би се могло проучавати кретање неког тела, коjе ће се
звати посматрано тело, потребно jе имати jош jедно тело у односу на кога
се то кретање посматра. Тада се под кретањем подразумева померање тела,
чиjе се кретање посматра, у односу на тело коjе се проглашава за непокретно
тело. Уколико се посматра кретање на површини, или у близини Земље
наjчешће се управо она усваjа као непокретно тело. Међутим, будући да
се и Земља креће, при проучавању кретања тела унутар Сунчевог система,
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2 Увод

као непокретнo телo се обично користи Сунце или такозване непокретне
звезде, то jест звезде коjе су веома удаљене од Сунчевог система и чиjе jе
кретање на небу занемарљиво у току раздобља мереног рецимо дужином
људског животног века. За много дужа временска раздобља ни ове звезде
се не могу усвоjити као непокретне. Релативистичка механика сматра да
апсолутно непокретно тело не постоjи.

У практичним и теориjским проблемима обично и не постоjи конкретно
непокретно тело већ његову улогу преузима непокретни координатни систем.
У механици се кретање посматра у Еуклидском простору. За мерење рас-
тоjања се користи jединица метар (m).

Време у класичноj механици сматрамо апсолутним и независним од
процеса кретања тела. Време jе реална ненегативна скаларна величина коjа
непрекидно расте и исто jе у свим деловима простора. Оно се у jедначинама
механике (уколико постоjи кретање) jавља као независно променљива ве-
личина. Jединица за време jе секунд (s).

У механици, односно у њеном делу коjи се назива динамика, се телу
придружуjе и поjам масе. Маса тела представља ненегативну скаларну
величину чиjа jе jединица килограм (kg). Маса jе мера инертности тела,
односно она jе за неко тело већа уколико jе то тело, у условима без отпора,
теже покренути из стања мировања, или га зауставити уколико се креће.
На површини Земље маса тела jе пропорционална његовоj тежини.

Обjекти проучавања у механици

Обjекти коjи се проучаваjу у механици су материjална тела и материjал-
не тачке, као и системи коjи садрже више тела и (или) материjалних тачака.
Под материjалним телом се подразумева део простора коjи jе испуњен мате-
риjом. У случаjу да димензиjе (величина) тела не утичу на његово кретање
уводи се поjам материjална тачка, при чему се димензиjе занемаруjу. На то,
да ли ће се тело сматрати тачком по правилу не утиче сама величина тела,
већ о каквом се кретању ради. Тако, на пример, при кретању Земље око
Сунца, или Сунца по нашоj галаксиjи Млечни пут ови се обjекти без обзира
на своjу величину посматраjу као материjалне тачке. С друге стране при
кретању атома и молекула, или котрљању кликера по столу води се рачуна
и о облику ових обjеката, односно они се посматраjу као материjална тела.

Треба напоменути да у поjединим проблемима механике, поготову оним
коjи се проучаваjу у делу механике под називом кинематика, могу користити
тела и тачке, коjи немаjу атрибуте материjално. Тако се, на пример, могу
проучавати фигуре и тачке коjе настаjу на екрану (зиду и слично) осветља-
вањем неким покретним извором светлости (рефлектором, ласером итд.), а
за коjе се не може рећи да су у механичком смислу материjалне природе.
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1.2 Механичко деjство

Материjална тела и материjалне тачке могу на различите начине дело-
вати између себе. На пример, jедно тело може загревати или осветљавати
остала тела, али такав утицаj се не сврстава у механичко деjство. Да
би постоjало механичко деjство између материjалних тела мора се, под
утицаjем тог деjства, као последица jавити промена начина кретања или
мировања тела. Механичко деjство се може остварити како у непосредном
додиру тела, тако и на даљину (без додира). Рецимо, уколико на железнички
вагон коjи се налази у стању мировања на прузи налети локомотива она
ће, при таквом додиру, променити његово стање мировања и покренути
га. На сличан начин, приликом маневрисања и формирања композициjе,
вагон се може гурнути тако да се извесно време самостално креће. Уколико
на њега у том случаjу налети локомотива (опет у непосредном додиру)
она ће променити његов начин кретања (брзину). Као пример механичког
деjства на даљину може се навести утицаj електромагнета (у чиjе намотаjе
jе пуштена електрична струjа) на парче метала коjе ниjе у додиру са елек-
тромагнетом. При томе ће електомагнет покренути парче метала и привући
га ка себи, а такво деjство ће бити обављено на даљину без додира.

Као специjална последица механичког деjства поjављуjе се и промена
облика тела. Међутим и промена облика тела представља jедан вид кретања
делова тела, од коjих jе посматрано тело састављено.

Сила

Као мера механичког деjства уводи се поjам силе. Сила се поjављуjе
при механичком деjству и доводи до промене кретања или мировања тела.
Сила jе векторска величина коjа jе одређена своjим интензитетом, правцем
и смером. Силе могу вршити деjство на jедну тачку коjа се назива нападна
тачка, а таква сила jе концентрисана сила. Међутим, сила може вршити
деjство и по извесноj ограниченоj површини и у том случаjу jе сила непре-
кидно распоређена. Jединица за интензитет силе jе њутн (N).

Уколико између два тела постоjи меха-
1

2
F'F

Слика 1.1: Акциjа и реакциjа

ничко деjство тада ће на свако од та два тела
деловати по jедна сила коjа jе последица ме-
ђусобног утицаjа, као што jе приказано на
Слици 1.1. Те силе су истог интензитета и
правца, а супротног смера. Према томе, ако
на тело 1 делуjе сила F услед деjства тела 2,
тада ће на тело 2 услед деjства тела 1 деловати сила F ′ при чему ће бити
задовољено:

F = −F′.

Ово своjство међусобног механичког деjства два тела, представља принцип
акциjе и реакциjе. О њему ће бити више речи у Динамици.
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Класификациjа сила
Силе коjе потичу од деjства неког другог тела на посматрано тело су за

посматрано тело спољашње силе. Спољашње силе се према месту примене
деле на површинске и запреминске силе. Површинске силе делуjу само
по површини тела и остваруjу се у непосредном додиру тела. На пример,
књига коjа jе постављена на сто оптерећуjе га у директном додиру своjом
тежином. Запреминске силе делуjу по целоj запремини тела, дакле на
сваку тачку тога тела. Као пример запреминских сила могу се навести
гравитациона и електромагнетна сила. Гравитациона сила коjом Земља
привлачи тела на своjоj површини, представља тежину тела. Ова грави-
тациона сила делуjе на сваки делић тела, дакле по целоj запремини тела,
али се веома често, при решавању задатака, сматра да jе сила тежине целог
тела придружена само jедноj тачки тела, коjа се назива тежиште.

Честице унутар тела (атоми и молекули) делуjу међу собом силама
коjе се проучаваjу у посебним гранама физике и хемиjе. Интензитет ових
сила зависи од растоjања између честица. Када тело ниjе оптерећено ове
се силе налазе у равнотежи и држе атоме и молекуле на окупу. Услед
деjства спољашњих оптерећења долази до промене облика тела и при томе
се поjедине честице тела помере jедна у односу на другу, што доводи и
до промене сила између ових честица. Ове промене у интензитету сила,
представљаjу jедан од показатеља и мере оптерећења тела и називаjу се
унутрашње силе.

a)

á)

1
F

2
F

3
F

4
F

A

A

Слика 1.2: Опружни модел утицаjа спољашњих сила на деформациjе тела и поjаву
унутрашњих сила: а) недеформисано тело; б) деформисано тело

Да би се лакше разумели ови процеси прибегава се опружном моделу
материjе, коjи представља врло упрошћен приказ стварних процеса. Према
том моделу материjа се приказуjе као скуп куглица коjе су међусобно пове-
зане опругама. Опруге су код недеформисаног тела ненапрегнуте, као што
jе приказано на Слици 1.2 а). При деjству спољашњих сила на тело, долази



1.3 Деформабилна и крута тела 5

до промене положаjа куглица односно, оне се помераjу у односу на положаj
коjе су имале када jе тело било недеформисано, коjи jе на Слици 1.2 б)
приказан тачкастом линиjом. Померање куглица доводи до промене дужине
опруга, што изазива њихову деформациjу и поjаву сила, коjе представљаjу
унутрашње силе.

О ефектима деjства спољашњих сила на деформациjу тела и интензитете
унутрашњих сила бави се посебан део статике коjи се назива отпорност
материjала.

1.3 Деформабилна и крута тела

Код свих реалних тела, услед деj-

a) á)

A

A

B
B

1
F1

F

2
F2

F

3
F3

F
4

F4
F

1
A

1
B

Слика 1.3: Подела тела: а) деформабилно
тело; б) круто тело

ства спољашњих сила, долази до про-
мене облика ових тела, односно до
њихове деформациjе. Услед тога сва
тела можемо сврстати у деформа-
билна тела. Уколико се пре деjства
спољашњих сила уоче било коjе две
произвољне тачке A и B коjе су у
саставу тела (Слика 1.3 а)), при деj-
ству спољашњих сила ће ове тачке
прећи нове положаjе А1 и B1. При
томе ће доћи до промене растоjања
између тих тачака, то jест дуж AB
неће имати исту дужину као и дуж A1B1. Наравно, могу постоjати тачке
између коjих се не мења растоjање, али то не важи за све тачке тела. У
великом броjу случаjева, коjи су важни за примену, деформациjа тела jе
врло мала у односу на величину тела, тако да jе скоро без утицаjа на
процесе коjи се проучаваjу. Имаjући на уму овакве случаjеве у механици
се уводи и поjам крутог тела. Круто тело jе идеализациjа коjа олакшава
решавање многих проблема механике. Између било коjе две тачке овог тела
jе растоjање исто пре и након наношења оптерећења (Слика 1.3 б)).

Материjали од коjих су израђена деформабилна тела се у зависности
од њихових своjстава при одређеним експерименталним тестовима деле на:
еластичне, пластичне, вискоеластичне и материjале са мемориjом.

Посматраће се облик неког тела пре наношења оптерећења. На пример,
нека jе то конзола то jест праволиниjски штап коjи jе краjем A узидан у
зид (Слика 1.4 а)). Облик штапа ће се променити уколико се он оптерети
силом F на краjу B као што jе то приказано на Слици 1.4 б). Уколико се
након тога изврши растерећење штапа могу наступити два битно различита
случаjа. Први случаj jе да се штап врати у првобитни праволиниjски облик
(Слика 1.4 в)) и тада jе материjал тела еластичан. У другом случаjу (Слика
1.4 г)) се штап не враћа у првобитни облик, односно код њега ће и даље
постоjати одступање од првобитног праволиниjског облика. Тада у телу
настаjу траjне деформациjе, а за материjал оваквог тела се каже да jе
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A

A

A

A

B

B B

F

â) ã)

a)

á)

1
B

B

Слика 1.4: Тест еластичности тела: а) неоптерећено тело; б) оптерећено; в)
еластично тело; г) пластично тело

пластичан. Челик, као jедан од наjважниjих материjала за конструкциjе
jе типичан представник еластичних материjала, а поред њега ту спадаjу
алуминиjум и разни други метали, разне пластичне масе, гума итд. У
пластичне материjале се убраjаjу смоле, разне материjе из живе природе
итд.

За еластичне и пластичне материjале jе карактеристично да се деформа-
циjе не мењаjу са временом, односно време излагања оптерећењу не утиче
на деформациjе. Осим њих, постоjе материjали код коjих то ниjе случаj и
да би се они уочили могу се користити различити тестови. Овде ће бити
наведен тест на пузање.

A AA

B

F
F

a) á) â)

1
B

2
B

Слика 1.5: Тест на пузање: а) неоптерећено тело; б) стање одмах након наношења
силе; в) стање након извесног времена

Уочиће се неоптерећени штап коjи jе краjем A учвршћен за подлогу
(Слика 1.5 а)). Штап ће се оптеретити силом F на другом краjу B (Слика
1.5 б)). Последица оваквог оптерећења jе да штап мења своjу дужину,
то jест да се издужуjе и да тачка B прелази у положаj B1. Измериће се
издужење штапа одмах након наношења оптерећења и након што протекне
извесно време (Слика 1.5 в)), када тачка B пређе у положаj B2. Уколико се
издужење штапа током времена повећава, материjал овог тела jе вискоелас-
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тичан. Вискоеластични материjали имаjу нека своjства коjа их приближа-
ваjу течностима, односно има се утисак као да они теку, или да се разливаjу,
али у дугом временском раздобљу. У вискоеластичне материjале се сврста-
ваjу асфалт, бетон, стакло, разне пластичне масе, смоле итд. Граница
између еластичних и вискоеластичних материjала ниjе jако строга jер и
материjали коjи се сврставаjу у еластичне могу под одређеним условима
бити вискоеластични. Такав jе на пример загреjани челик (што jе случаj
на пример код котлова), код кога се може запазити пузање. Да би се оно
спречило, развиjени су специjални легирани челици код коjих jе оваj ефекат
пузања значаjно умањен.

Постоjе и специjални материjали са мемориjом, код коjих при деформи-
сању долази до траjних промена у атомскоj структури. Након уклањања
оптерећена са тела начињених од ових материjала, она се враћаjу у прво-
битни облик, али “памте” како су била оптерећена, услед чега при поновном
оптерећењу имаjу другачиjа своjства.
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Статика

За материjална тела и тачке коjи су изложени деjству разних оптерећења
могу наступити два битно различита стања: они се под деjством оптерећења
могу кретати, или остати непокретни. Тако на пример мост, зграде, разна
построjења, носеће конструкциjе итд. се под утицаjем оптерећења не поме-
раjу. Да би се задовољило да се тело или тачка не помераjу, оптерећења
мораjу задовољити извесне услове. Статика се управо бави тим условима
коjи мораjу бити испуњени да се неки обjекат не би кретао, дакле да би
остао статичан. Поред тога, статика проучава и могућност замене неког
система оптерећења другим (еквивалентним) системом оптерећења коjи би
имао исто механичко деjство.

Статика, за разлику од других делова механике, користи релативно
jедноставан математички апарат. Поред тога, статика jе на известан начин
искуствено и интуитивно усађена људима, дакле људи поседуjу “осећаj” за
њу. Вероватно jе због тога статика, у поjединим фрагментима, била позната
и старим цивилизациjама, што jе очигледно имаjући у виду њихова изузетна
архитектонска достигнућа.

2.1 Статика материjалне тачке

Уочиће се материjална тачка на коjу
F

M

1
M

Слика 2.1: Деjство jедне силе на
материjалну тачку

делуjе само сила F , као што jе то приказано
на Слици 2.1. Ова материjална тачка ће бити
посматрани обjекат и неће се водити рачуна
о томе на коjи начин jе остварена сила. Нека
jе тачка пре деjства силе мировала. Услед
деjства силе доћи ће до померања тачке коjе
ће бити у правцу силе. Дакле, тачка ће се
померити у положаj 1 и наставити даље да се креће. Према томе, матери-
jална тачка (а исто важи и за тело), при деjству само jедне силе не може

11
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2
F

2
F

1
F

1
F

r
F

M M

1
M

1
M

à) á)

Слика 2.2: Деjство две силе на материjалну тачку—правило паралелограма

бити у равнотежи.
Посматраће се материjална тачка коjа jе изложена деjству две силе,

коjе су означене са F1 и F2 (Слика 2.2 а)). Експерименти показуjу да ће
кретање тачке M бити у правцу силе Fr коjа се назива резултанта, а коjа се
добиjа векторским сабирањем задатих сила према правилу паралелограма
(Слика 2.2 б)). Дакле, уместо да се посматраjу силе F1 и F2, може се њихово
заjедничко деjство на тачку заменити резултантом за коjу важи да jе

Fr = F1 + F2

У механици се сматра да jе резултатна Fr еквивалентна систему сила F1 и
F2, односно да има исто механичко деjство.

Уколико jе, у специjалном случаjу, мате-

2
F

1
F

M

Слика 2.3: Равнотежа матери-
jалне тачке

риjална тачка изложена деjству сила F1 и
F2 коjе имаjу исти правац и интензитет а
супротан смер (Слика 2.3), тачка се неће
померити. Резултанта ових сила jе jеднака
нули па се тачка понаша као да уопште ниjе
изложена деjству сила. За оваj специjалан
случаj се каже да се тачка налази у равноте-
жи.

Материjална тачка може бити изложена и деjству више од две силе
(Слика 2.4 a)). У том случаjу се могу сабрати прве две силе, па добиjена
резултанта сабрати са трећом силом и тако даље до последње силе. Дакле,
уколико на тачку делуjе више сила њихово деjство на тачку се може заме-
нити са само jедном силом коjа представља њихову резултанту (Слика 2.4
б)), што се записуjе као:

Fr = F1 + F2 + · · ·+ Fn =

n∑

i=0

Fi (2.1)

Ове силе, чиjи се правци секу (сучељаваjу) у jедноj тачки, зову се сучељне
силе. При одређивању резултанте више сила, често се користи аналитичка
метода при коjоj се силе проjектуjу на осе уведеног координатног система.
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2
F

1
F

i
F

n
F

M M

r
F

a) á)

Слика 2.4: Деjство више сила на материjалну тачку

У том случаjу се векторски израз (2.1) своди на скаларне изразе:

Xr =

n∑

i=0

Xi; Yr =

n∑

i=0

Yi; Zr =
n∑

i=0

Zi, (2.2)

при чему су Xr, Yr и Zr проjекциjе резултанте на осе Декартовог коорди-
натног система, док су Xi, Yi и Zi проjекциjе сила коjе треба сабрати.

Услови равнотеже материjалне тачке
Користећи претходна запажања може се формулисати услов коjи мора

бити испуњен да би тачка коjа jе изложена деjству више сила била у рав-
нотежи, то jест да би остала у стању мировања. Према том услову тачка
ће бити у равнотежи уколико jе резултанта свих сила коjе делуjу на тачку
jеднака нули, што се може записати и као:

Fr =

n∑

i=0

Fi = 0. (2.3)

На основу ове векторске jедначине равнотеже, могу се у зависности од тога
да ли су силе коjе делуjу на тачку у jедноj равни, или у простору, написати
и две односно три скаларне jедначине равнотеже. У раванском случаjу те
jедначине су:

n∑

i=1

Xi = 0;

n∑

i=1

Yi = 0, (2.4)

док се у случаjу просторног система сила, претходним скаларним jедначи-
нама равнотеже придодаjе и jедначина

n∑

i=1

Zi = 0.

Приликом решавања задатака се ознака за суму често користи без посебних
ознака i = 1 и n, подразумеваjући да треба на одговараjући начин сабрати
све силе односно њихове проjекциjе. У том случаjу се скаларне jедначине
равнотеже могу написати и као

∑
Xi = 0;

∑
Yi = 0;

∑
Zi = 0. (2.5)
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У даљем тексту ће се због jедноставниjег писања, ознака за суму наjчешће
користити као у изразу (2.5).

Пример 2.1 Материjална тачка А изложена jе
деjству сила чиjи jе распоред у равни дат на слици.
Интензитет ових сила jе F1 = 300 N, F2 = 300 N и
F3 = 100N. Одредити резултанту датих сила. Хоће
ли тачка тачка А бити у равнотежи?

o

60

A

1
F

2
F

o

30

3
F

I Резултанта задатих сила добиjа се

o

60

A A

1
F

2
F

o

30

3
F

3
F

1
R

1
R

o

30

a) á)

F
r

њиховим векторским сабирањем. Jедна
од могућности одређивања резултанте
jе директна примена правила паралело-
грама. Према том правилу се сабираjу
по две силе, тако да ће се прво сабрати
силе F1 и F2 чиме се добиjа њихова ре-

зултанта R1 (слика а)). Затим треба сабрати силе R1 и F3, на основу чега
се добиjа коначна резултанта Fr (слика б)). Ова метода jе геометриjска па
подразумева да се дужине вектора цртаjу у одређеноj размери, а да се по
добиjању резултанте њена дужина измери и на основу размере прерачуна
њен интензитет. Очигледно jе да jе ова метода незгодна за примену, пого-
тово у случаjу већег броjа сила.

o

60
xx

x

y

y

y

1
F

2
F 2

Y

2
X1

X
3

X

3
Y

A A
A

o

30

3
F

a) â) ã)á)

x

y

rY

rX

a

A

Fr

Слика 2.5: Анализа сила

При решавању задатака jе знатно ефикасниjе резултанту одредити ана-
литичким поступком. У том случаjу ће се према (2.1) написати векторски
израз:

Fr = F1 + F2 + F3,

коjи се, имаjући у виду да jе у питању равански проблем, може свести на
два скаларна израза

Xr = X1 +X2 +X3;

Yr = Y1 + Y2 + Y3,
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при чему jе уведен координатни систем xAy. На Сликама 2.5 а), б) и
в) jе приказано како се за сваку од задатих сила могу одредити и њене
проjекциjе. На таj начин се добиjа

X1 = F1 = 300N ; Y1 = 0N ;

X2 = −F2 cos 60
◦ = −150N ; Y2 = F2 sin 60

◦ = 150
√
3N ;

X3 = F3 cos 30
◦ = 150N ; Y3 = −F3 sin 30

◦ = −50
√
3N.

Сабирањем проjекциjа задатих сила добиjа се да су проjекциjе резултанте

Xr = 300N ; Yr = 100
√
3N.

На основу проjекциjа резултанте се сада може нацртати и сама резултанта
коjа jе приказана на Слици 2.5 г). Интензитет резултанте jе:

Fr =
√
X2

r + Y 2
r =

√
3002 + (100

√
3)2 = 200

√
3N,

док се угао α одређуjе на основу:

tanα =
Yr

Xr
=

100
√
3

300
=

√
3

3
⇒ α = arctan

√
3

3
= 30◦.

Jедначине равнотеже (2.4) нису задовољене тако да нема говора о равноте-
жи тачке А, односно ова тачка ће се под деjством проученог система сила
кретати. J

2.2 Статика материjалног тела

Уколико jе тело оптерећено са-

a) á)

F
C C

A

Ïî÷åòíè ïîëîæà¼ Ïî÷åòíè ïîëîæà¼

F

Слика 2.6: Кретање тела под деjством
jедне силе: а) правац силе пролази кроз
средиште тела; б) правац силе не пролази
кроз средиште тела

мо jедном силом оно неће остати у
стању мировања, већ ће се кретати.
Док се у таквом случаjу материjал-
на тачка померала у правцу деjства
силе, начин кретања тела ће зави-
сити од тога где се на телу налази
нападна тачка силе. Посматраће се
тело у облику правоугаоне плоче ко-
jе jе у првом случаjу оптерећенo си-
лом F у правцу коjи пролази кроз
средину тела (тачка C на Слици 2.6
а)), што представља jедан специjа-
лан случаj оптерећења. Под деjством силе доћи ће до померања тела и
то таквог да jе jедна изабрана ивица тела све време паралелна почетном
положаjу. Међутим, уколико се исто тело оптерети силом истог интензитета,
при чему jе нападна тачка А, тада ће се тело померати у правцу силе, али
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ће доћи и до обртања тела (Слика 2.6 б)). Дакле, сила коjа делуjе на неку
тачку тела, и коjа се паралелно премести тако да делуjе на неку другу тачку
тела, нема исти учинак на тело. Према томе, сила у првом и другом случаjу
неће имати еквивалентно деjство. Очигледно jе да ће због могућег обртања
услови равнотеже за тело бити сложениjи него што су били за тачку.

Уравнотежени систем сила
Материjално тело jе оптерећено силама F1

2
F

1
F

Слика 2.7: Уравнотеже-
не силе

и F2 истог правца и интензитета F , а супротног
смера (Слика 2.7). Jедноставни експерименти по-
казуjу да ће под деjством оваквог система сила
тело бити у равнотежи. Овакав систем сила jе
наjjедноставниjи уравнотежени систем сила. Уко-
лико тело коjе jе било у стању мировања оптере-
тимо са овим системом сила, стање тела се неће
променити. Ако са тела коjе jе оптерећено овим
системом сила уклонимо поменути систем сила не-
ће доћи до промене у кретању, или мировању тела.

Сила као клизећи вектор

F F

1
F

1
F

A A A

B B B

2
F

a) á) â)

Слика 2.8: Сила као клизећи вектор: а) почетно стање; б) додавање уравнотеженог
система сила; в) краjње стање

Нека jе тело у тачки А оптерећено силом F , као што jе то приказано на
Слици 2.8 а). Сада ће се таквом телу додати уравнотежени систем сила F1

и F2 (Слика 2.8 б)) такав да jе задовољено да jе F1 = F2 = F . При томе jе А
нападна тачка силе F2, а B нападна тачка силе F1. Пошто сада и силе F и
F2 представљаjу уравнотежени систем сила, оне се могу уклонити са тела.
Као последица се добиjа да jе тело оптерећено само силом F1 (Слика 2.8
в)). Како при додавању и уклањању уравнотеженог система сила ниjе било
промене механичког деjства, закључуjе се да су силе F и F1 еквивалентне,
односно да се jедна може заменити другом. Ради се о силама са истим
правцем, смером и интензитетом, са различитим нападним тачкама. Дакле,
може се рећи да се сила F “отклизала” на свом правцу и напала другу тачку
тела. Према томе, сила jе клизећи вектор jер jе можемо померити дуж
њеног правца, а дa се при том не промени њено деjство. Силе F и F1 ће
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имати исто деjство на тело, односно оно ће се у оба случаjу кретати на исти
начин.

На пример, уколико се неки сандук коjи се налази на поду гура, то jест
делуjе на њега силом коjа jе паралелна са подлогом, а затим повлачи помоћу
ужета силом истог интензитета, ефекат ће бити исти, односно сандук ће се
на исти начин померати.

2.3 Момент силе за тачку

Већ jе напоменуто да деjство jедне

O

F

h

A

B

ìîìåíòíà
òà÷êà

êðàê ñèëå

ñìåð äå¼ñòâà
ìîìåíòà ñèëå

Слика 2.9: Момент силе F за тачку O

силе на тело, осим у специjалном слу-
чаjу, има за последицу обртање тела,
па ће се обртно деjство силе на тело
посебно размотрити. Уочиће се jедно
тело коjе jе оптерећено силом F у тачки
А, као и тачка О коjа ће се звати мо-
ментна тачка (Слика 2.9). Повлачењем
нормале из тачке О на правац силе F
добиjа се тачка B. Нека jе растоjање
између тачака О и B, коjе ће звати крак
силе F за тачку О, означено са h. Сада
се момент силе F за тачку О дефинише каo производ интензитета силе F и
крака силе h, то jест:

MF
O = F h. (2.6)

Jединица за момент силе jе њутн метар [Nm].

O

Q

P

d

Слика 2.10: Примери одређивања
момента силе за тачку O

При томе се мора водити рачуна о предзна-
ку ове величине, па се конвенциjом усваjа
да jе момент силе за тачку О позитиван
уколико jе смер обртног деjства силе у од-
носу на тачку О супротан кретању казаљке
на сату. На Слици 2.10 су дати примери
одређивања момента силе за тачку О. Тако
да ће момент силе P у односу на тачку О
бити

MP
O = −P d.

Дакле, због тога што jе смер обртног
деjства силе P у односу на тачку О исти као смер кретања казаљке на сату,
момент ове силе ће бити негативан.

Правац силе Q пролази кроз тачку О, па jе крак ове силе у односу на
тачку О jеднак нули. Имаjући у виду дефинициjу момента силе за тачку
произилази да jе момент силе Q за тачку О jеднак нули.

Нека су дате силе F1 и F2 коjе имаjу исти правац, смер и интензитет, а
различите нападне тачке, коjе су на Слици 2.11 означене са А и B. Будући
да jе растоjање праваца ових сила од тачке О у оба случаjа исто, дакле да
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jе крак ових сила у односу на тачку О исти, онда ће исти бити и моменти
ових сила у односу на тачку O. Оваj закључак jе у складу са чињеницом да
jе сила клизећи вектор, односно да се механичко деjство силе не мења при
њеном клизању, односно померању дуж свог правца.

Момент силе F за тачку O се може предста-

O

h

A

B

1
F

2
F

Слика 2.11: Момент силе
се не мења померањем силе
дуж свог правца

вити и као векторска величина коjа се дефинише
са:

MF
O = rA × F, (2.7)

где jе rA =
−→
OA (Слика 2.12) вектор положаjа

нападне тачке А у односу на тачку О. Интензитет
овог векторског производа jе:

MF
O =

∣∣MF
O

∣∣ = rA sinαF,

где jе α угао између правца силе F и правца век-
тора положаjа тачке А. Пошто jе:

rA sinα = h,

добиjа се да jе

MF
O = F h.

A
r

F

A

O

F
M

O

a

ðàâàí ìîìåíòà
ñèëå çà òà÷êó O

ñìåð äå¼ñòâà
ìîìåíòà ñèëå

Слика 2.12: Одређивање праца и смера вектора момента силе F за тачку O

Према томе, интензитет векторског производа (2.7) jе према (2.6) jеднак
моменту силе. Вектор момента силе jе нормалан на раван коjу дефинишу
вектори rA и F. Смер овог вектора се одређуjе према правилу десне руке:
уколико прсти десне руке (без палца) показуjу смер обртног деjства момента
силе, палац показуjе смер вектора. Момент силе зависи од избора моментне
тачке, то jест променом моментне тачке мења се и вредност момента силе.
Због овог своjства вектор момента силе има своjу нападну тачку и то jе
моментна тачка О.
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2.4 Спрег сила и спрег

Посматраће се тело приказано на Слици 2.13 а) оптерећено силама F1

и F2 коjе имаjу исти интензитет F , чиjи су правци међусобно паралелни
(растоjање између њих износи d), а смерови супротни. У овом случаjу тело
неће остати у стању мировања, већ ће се под деjством ових сила кретати,
тачниjе тело ће почети да се обрће. У механици се овакав систем сила зове
спрег сила. Дакле, иако су интензитети ових сила исти, оне не представљаjу
уравнотежени систем сила.

Спрег сила се често среће у тех-

d

A

B

1
F

2
F

M

Û

a) á)

Слика 2.13: а) спрег сила; б) спрег

ници, па се уводи и jедна посебна
механичка величина коjа се назива
спрег и чиjе jе деjство еквивалентно
спрегу сила. Према томе, спрег си-
ла се може заменити са спрегом и
обрнуто. Спрег се при визуелном
представљању обично црта као круж-
ни лук са стрелицом и означава са M (Слика 2.13 б)). Раван у коjоj се црта
спрег jе раван деjства спрега и представља раван коjу дефинишу правци
сила F1 и F2.

Обртно деjство спрега сила jе интензивниjе уколико су силе већег интен-
зитета и уколико jе веће растоjање између њихових праваца, па интензитет
спрега сила износи:

M = F d.

Код електричних мотора, пумпи, тур-
M

Û

Слика 2.14: Заjедничко деjство о-
бимних сила се своди на спрег

бина итд. постоjе машински делови коjи су
оптерећени системом сила коjе делуjу по
читавом обиму тела. Jедан такав пример
jе дат на Слици 2.14 где jе приказан ротор
на кога, при обртању, делуjу силе коjе су
равномерно распоређене по његовом ободу.
При проучавању заjедничког деjства ових
сила може се приступити замени са jедним
спрегом, што знатно олакшава математичку анализу проблема.

Спрегу се могу приписати своjства вектора jер код њега разликуjемо
интензитет, правац и смер.

Правац вектора спрега jе нормалан на раван спрега, док се смер одређуjе
правилом десне руке: уколико прсти десне руке показуjу смер обртног
деjства спрега, палац показуjе смер вектора спрега (Слика 2.15). Поред
тога, смер вектора спрега се може одредити и тако што се гледано са
врха вектора спрега, обртно деjство спрега имати смер супротан кретању
казаљке на сату (позитиван математички смер).

За разлику од вектора силе коjи jе клизећи вектор везан за одређени
правац, вектор спрега се може паралелно померати, па се за такав вектор
користи назив слободан вектор. Да би се то доказало одредиће се моменти
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M

1
F

2
F Û

A

B

d

ðàâàí ñïðåãà ñèëà

ñìåð îáðòíîã
äå¼ñòâà ñïðåãà

Слика 2.15: Спрег сила и спрег се могу приказати као вектори

сила F1 и F2 (F1 = F2 = F ) коjе чине спрег сила у односу на неку
произвољно одабрану моментну тачку О (Слика 2.16). Њиховим алгебар-
ским сабирањем се добиjа:

MF1

O +MF2

O = −F1 a+ F2 (a+ d) = F d.

Овим jе показано да jе збир момената сила коjе
B

2
F

Ad

1
F

O
a

Слика 2.16: Збир момена-
та сила коjе чине спрег не
зависи од моментне тачке

чине спрег сила, у односу на тачку О, jеднак ин-
тензитету спрега сила. Поред тога, оваj збир мо-
менaта не зависи од избора моментне тачке О.
Дакле, деjство спрега сила, а самим тим и спрега
jе исто за сваку тачку коjа се изабере као мо-
ментна. Осим тога, уколико се силе F1 и F2 за-
jеднички преместе у равни коjу образуjу, тако да
им jе растоjање између њихових праваца и даље
d, неће доћи до промене интензитета спрега сила

коjи образуjу. На основу тога се може закључити да jе спрег вектор коjи
се не мења при паралелном померању, односно да вектор спрега спада у
слободне векторе, коjи нису везани за одређени правац, или тачку.

Уколико jе тело оптерећено са више спрегова, њихови вектори се тада
могу паралелно преместити у jедну тачку и сабрати чиме се добиjа резул-
туjући спрег:

Mr =
∑

Mi.

Уколико су сви вектори спрегова у истом правцу, тада се векторска jедна-
чина своди на скаларну jедначину:

Mr =
∑

Mi. (2.8)
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2.5 Систем произвољних сила у равни

Редукциjа силе на тачку
Посматраће се тело коjе jе приказано на Слици 2.17 а) коjе jе изложено

деjству силе F у тачки А. Сада ће се телу додати уравнотежен систем сила
коjи се састоjи од сила F1 и F2 (Слика 2.17 б)). Интензитет ових сила jе
F , њихов правац jе паралелан са правцем силе F и на растоjању d, при
чему jе B нападна тачка силе F1. Силе F и F2 чине сада спрег сила, па
се уместо њих може увести спрег M чиjи jе интензитет M = F d (Слика
2.17 в)). Истовремено, треба уочити да jе интензитет овог спрега jеднак
моменту силе F у односу на тачку B, дакле да jе:

M = MF
B

d

AA

B BB

1
F

1
F

2
F

MÛ Û
FF

C

á) â)a)

Слика 2.17: Паралелно преношење силе—поступак редукциjе силе на тачку

Након ових трансформациjа тело jе оптерећено силом F1 у тачки B и спре-
гом M. На оваj начин jе показано да оптерећење тела силом F у тачки А
има исто механичко деjство као и оптерећење тела силом F1 у тачки B и
спрегом M. Према томе, ова два оптерећења су еквивалентна и због тога се
могу међусобно заменити. Оваj поступак паралелног померања силе зове
се редукциjа силе на тачку. Дакле, сила коjа делуjе на jедну тачку тела
може се паралелно померити тако да делуjе на неку другу тачку тела, али
jоj се том приликом мора додати и спрег. Интензитет овог спрега jе jеднак
моменту силе (коjа се помера) у односу на тачку у коjу се сила премешта.

Систем произвољних сила
Посматраће се тело коjе jе изложено деjству система сила F1, F2, . . . , Fn

коjе се налазе у jедноj равни (Слика 2.18 а)) и коjе имаjу различите нападне
тачке. Све ове силе се могу редуковати на неку произвољну тачку О и при
томе им се мораjу придружити спрегови коjи су jеднаки моментима тих сила
у односу на тачку О, као што jе већ показано у претходном делу текста. Тако
се добиjа еквивалентан систем од n сила са заjедничком нападном тачком
О (сучељне силе) и од n спрегова (Слика 2.18 б)).
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Слика 2.18: Свођење произвољног система сила у равни на резултуjућу силу и
резултуjући спрег

Добиjени систем сучељних сила се може заменити са само jедном силом R,
коjа се назива резултуjућа сила, чиjа jе вредност:

R =
∑

Fi. (2.9)

Сабирањем спрегова, односно момената сила у односу на тачку О добиjа се
само jедан спрег коjи се зове резултуjући спрег и коjи износи:

MRO =
∑

MFi

O . (2.10)

Будући да су силе у jедноj равни, сви вектори момената тих сила у односу
на тачку О су колинеарни и нормални на раван сила. Због тога, при
означавању главног момента ниjе коришћена векторска ознака jер се подра-
зумева да jе и таj вектор нормалан на раван у коjоj су силе. На таj начин се
систем произвољних сила у равни свео на деjство jедне силе и jедног спрега
(Слика 2.18 в)), коjи се заjеднички зову торзер.

Услови равнотеже тела при деjству система
произвољних сила у равни

Имаjући у виду да се систем произвољних сила у равни при деjству
на неко тело, своди на заjедничко деjство резултуjуће силе и резултуjућег
спрега, може се закључити да ће се тело под њиховим деjством кретати.
Да би тело било у равнотежи, дакле да се не би померало, потребно jе
обезбедити да резултуjућа сила и резултуjући спрег буду jеднаки нули.
Овакав закључак доводи до jедначина равнотеже коjе том приликом мораjу
бити задовољене, а оне гласе:

R =
∑

Fi = 0; MRO =
∑

MFi

O = 0. (2.11)

На основу прве jедначине, коjа jе векторске природе, следе две скаларне
jедначине па се jедначине равнотеже своде на систем од три jедначине коjе
гласе: ∑

Xi = 0;
∑

Yi = 0;
∑

MFi

O = 0. (2.12)
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За трећу jедначину (2.10.2) jе уобичаjени назив моментна jедначина и
наjчешће се користи простиjа ознака:

∑
MO = 0. (2.13)

У претходном одељку jе показано да jе тачка О у односу на коjу се рачуна
момент, произвољно одабрана. Зато се приликом писања моментне jедна-
чине може користити било коjа тачка у равни у коjоj су силе.

Као што jе то већ било наговештено, услови равнотеже тела су сложениjи
него услови равнотеже тачке. Упоређењем ових услова види се да су прва
два услова равнотеже тела (2.12) иста као и услови равнотеже тачке (2.4).
Разлика постоjи услед постоjања додатног трећег услова из (2.12) коjи код
тачке не постоjи.

Везе и реакциjе веза

Материjална тела коjа су до сада посматрана нису имала ограничења у
погледу кретања, па се зато називаjу слободна тела. Примери слободних
тела су: авион у лету, подморница под морем, Земља и истраживачке сонде
при кретању по Сунчевом систему итд. У техници jе много чешћи случаj
да постоjи спрега између посматраног тела и околних тела због чега постоjе
ограничења у кретању посматраног тела. На пример, локомотива се креће
линиjом коjу дефинишу шине, фиока се креће правцем вођица, врата се
обрћу око шарки на оквиру итд. У свим овим случаjевима се посматрана
тела називаjу везана тела, тела коjа ограничаваjу кретање су везе, а само
кретање jе везано кретање. Кретање тела може бити и потпуно спречено
везама, као што jе на пример случаj код стуба коjи jе пободен у земљу,
затвореног прозора, или полице причвршћене на зид.

Везано тело делуjе на везу одређеним оптерећењима, силама и (или)
спреговима, а са друге стране према принципу акциjе и реакциjе и веза
делуjе на тело оптерећењима истог интензитета и правца, а супротног смера.
Ово деjство коjе веза врши на посматрано тело зове се реакциjа везе. Уко-
лико, на пример, кретање колица по подлози онемогућимо ужетом коjе jе
везано за неки непокретни обjекат, па колица оптеретимо силом у намери
да их покренемо, уже коjе представља везу ће се томе супроставити. При
томе ће уже бити оптерећено и деловаће и на колица извесном силом, дакле
реакциjом везе. Све што jе претходно напоменуто за везана материjала тела
важи и за везане материjалне тачке.

Приликом извођења jедначина равнотеже за материjалну тачку (2.5) и
материjално тело (2.12) нису постоjала ограничења у погледу кретања тач-
ке или тела, па поменуте jедначине важе за слободну тачку и слободно тело.
Да би се ове jедначине могле применити и за везане материjалне обjекте,
мораjу се у мислима уклонити везе, дакле замислити да jе обjекат слободан.
При томе се на обjекат, поред већ присутних оптерећења коjа ће се звати
активна оптерећења, мораjу придодати и реакциjе везe, дакле оптерећења
коjа потичу од деjства веза. Под заjедничким деjством активних оптерећења
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и реакциjа везе материjални обjекат се неће кретати, дакле биће у равноте-
жи, па се на њега сада могу применити jедначине равнотеже.

Реакциjа везе зависи од типа везе и да би се за поjедину везу она одре-
дила, полази се од тога коjа кретање тела веза допушта, а коjа не. За она
кретања коjа веза допушта неће постоjати реакциjе везе, а за кретања коjа
су спречена, постоjаће и реакциjа везе.

o

45

A

Q

1
2

Пример 2.2 Два ужета означена на слици са 1 и
2 су међусобно своjим краjевима везана у тачки
А док су им преостали краjеви везани за зидове.
У тачки А jе везано и уже за коjе jе везан терет
тежине Q. Одредити реакциjе везе.

I Када би уклонили ужад 1 и 2, тачка А би се под деjством актив-
не силе тежине Q кретала. Међутим, како ова ужад постоjе, она потпуно
онемогућаваjу кретање тачке А, што значи да за њу представљаjу везу.
Према томе, тачка А jе везана тачка. Сада ће се замислити да су ужад 1 и
2 уклоњена, али да jе њихово деjство на тачку А замењено одговараjућим
утицаjима коjе ужад врше на тачку А. То су реакциjе везе коjе су у случаjу
ужета силе S1 и S2, чиjи jе интензитет непознат, коjе су у правцу уже-
та и чиjи jе смер jе од тачке А (слика 2.11.2). На таj начин на тачку А
делуjу три силе чиjи се правци секу у тачки А, што значи да се ради о
систему раванских сучељних сила. Под деjством ових сила, од коjих су две
непознате, тачка А ће бити у равнотежи. У случаjу да се изабере приказани
координатни систем, две jедначине равнотеже ће гласити:

o

45

A

Q

y

x

2
S

1
S

∑
Xi = −S1 + S2 sin 45

◦ = 0 ⇔ − S1 +

√
2

2
S2 = 0;

∑
Yi = S2 cos 45

◦ −Q = 0 ⇔
√
2

2
S2 −Q = 0.

Решење овог система од две jедначинe са две непознате jе

S1 = Q; S2 =
√
2q.

Треба уочити да смер сила S1 и S2, обавезно мора бити у приказаном смеру,
jер jе уже способно само да “повуче” тачку А, а не и да jе “гурне”. J
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Пример 2.3 Два лака штапа
означена на слици а) са 1 и 2
су међусобно своjим краjевима
зглобно везана у тачки А док су им
преостали краjеви зглобно везани за
подлогу у тачкама B и C. Зглобни
ослонци су технички изведени тако
што jе кроз отворе на постољу
P (коjе jе причвршћено за зид) и
штапу 1 увучена осовиница О (слика
б)). У тачки А jе везано и уже за
коjе jе везан терет тежине Q.
Одредити реакциjе везе. Могу ли се
у овом случаjу штапови заменити
са ужадима?

A

Q

o

30

o

60

B

C

1

2

á)a)

P
O

1

I Штапови спречаваjу кретање тачке А па за њу представљаjу везе. Да
би се анализирала равнотежа тачке А, она ће се у мислима ослободити веза
и уместо њих увести одговараjуће реакциjе везе. Када jе веза лаки штап
коjи jе на краjевима зглобно везан, реакциjа везе jе сила коjа jе у правцу
осе штапа. Ова сила може бити усмерена ка тачки А, у ком случаjу штап
притиска (гура) тачку А, или од ње, при чему тада штап вуче тачку А. У
овом задатку ће се претпоставити да су реакциjе везе S1 и S2 усмерене од
тачке А. Дакле, сада jе тачка А, поред активне силе Q, оптерећена и са
две силе чиjи су интензитети непознати. Пошто се правци свих сила секу
у тачки А ради се о сучељном систему сила за коjи се могу написати две
jедначине равнотеже и то:

∑
Xi = −S1 cos 30

◦ − S2 cos 60
◦ = 0 ⇔

√
3S1 + S2 = 0;

∑
Yi = S1 sin 30

◦ − S2 sin 60
◦ −Q = 0 ⇔ 1

2
S1 −

√
3

2
S2 −Q = 0;

A

Q

o

30

o

60

1
S

2
S

y

x

На основу прве jедначине jе:

S2 = −
√
3S1,

па се заменом у другу jедначину добиjа:

1

2
S1 −

√
3

2
(−

√
3S1) = Q ⇒ S1 =

Q

2

Сада ниjе тешко закључити да jе:

S1 =
Q

2
.

Сила у штапу 1 има позитиван предзнак што значи да има смер коjи jе
претпостављен, док се на основу негативног предзнака у решењу за силу S2
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закључуjе да jе смер ове реакциjе погрешно претпостављен, односно да jе
сила усмерена ка тачки А. Дакле, штап 2 “гура” тачку А, што уже не може.
У овом случаjу штап 1 може бити замењен ужетом, док код штапа 2 то ниjе
случаj. J

A

Q

o

45

o

60

B

C

1

2

o

60

3

D
O

Пример 2.4 Уже (на слици означено са 1)
jе своjим краjевима везано за тачке А и D.
Два лака штапа (2 и 3) су међусобно своjим
краjевима зглобно везани у тачки D док су им
преостали краjеви зглобно везани у тачкама
B и C. Тачке A, B и C се налазе у вертикалноj
равни. У тачки D jе везано и уже за чиjи краj
jе везан терет тежине Q. Одредити реакциjе
везе.

I Имаjући у виду да jе тачка D везана, у мислима ће се уклонити везе
и уместо њих увести реакциjе везе, дакле силе S1, S2 и S3 (видети слику).
Под деjством ових сила и силе Q тачка D jе у равнотежи. Будући да jе у
питању просторни систем сила могу се написати три jедначине равнотеже.
У приказаном координатном систему, проjекциjе реакциjа везе S1, S2 и S3

су:

X1 = 0; Y1 = −S1 sin 60
◦ = −

√
3

2
S1;Z1 = S1 cos 60

◦ =
1

2
S1;

X2 = S2 cos 45
◦ =

√
2

2
S2; Y2 = −S2 sin 45

◦ = −
√
2

2
S2;Z2 = 0;

X3 = −S3 cos 60
◦ = −1

2
S3;Y3 = S3 sin 60

◦ = −
√
3

2
S3; Z3 = 0.

Jедначине равнотеже су:

A

Q

o

45

o

60

B

C

o

60

D
O

x

z

y

1
S

2
S

3
S

∑
Xi =

√
2

2
S2 −

1

2
S3 = 0;

∑
Yi = −

√
3

2
S1 −

√
2

2
S2 −

√
3

2
S3 = 0;

∑
Zi =

1

2
S1 −Q = 0.

Решење овог система jедначина jе:

S1 = 2Q; S2 = −
√
6

1 +
√
3
Q; S3 = − 2

√
3

1 +
√
3
Q.
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Предзнаци сила S2 и S3 су негативни што значи да су смерови ових сила
погрешно претпостављени. Очигледно да се исправно поступило што су се у
задатом систему користили штапови, jер ужад не би омогућила равнотежу.
J

Пример 2.5 Симетрична клупа
тежине P = 160N , са растоjањем
l = 200cm између ногу A и B, ослоњена
jе на под за коjи ће се усвоjити да
jе идеално гладак. На клупу jе на
растоjању a = 25cm од ноге B сео
човек тежине Q = 700N . Одредити
реакциjе везе.

Q
P

al

A B

I Тежина клупе P jе сила за коjу можемо сматрати да делуjе у тежишту
Т коjе jе у равни симетриjе клупе. Ниjе задато на коjоj jе удаљености од
пода, али то за решење овог задатка и ниjе битно. На клупу делуjе и
активна сила Q тежине човека коjи jе сео на клупу. Када не би било пода,
клупа би се кретала, па према томе под за клупу представља везу коjа не
дозвољава померање у правцу коjи jе нормалан на раван пода. Ова веза би
дозволила померање у равни пода када би постоjала нека сила коjа делуjе у
правцу паралелном са подлогом. Може се закључити да ће у случаjу додира
тела са глатком подлогом реакциjа везе бити сила чиjи jе правац нормалан
на раван подлоге (видети слику). Пошто у овом случаjу постоjи додир тела
са подлогом у тачкама А и B постоjаће и две реакциjе везе и то силе NA и
NB чиjи су правци нормални на раван пода. Како jе клупа сада у мислима
ослобођена веза, она jе постала слободно тело и да би била у равнотежи
мораjу бити задовољене jедначине равнотеже, коjих ће на основу (2.12) бити
три. Ако се уведе координатни систем xAy тада ће сума проjекциjа свих
сила на осе x и y бити:

∑
Xi = 0;

∑
Yi = NA +NB − P −Q = 0.

(а)

Q

P

al BN
AN

l/2

A B

T

x

y
Осим ове две jедначине, од коjих jе
прва тривиjална, постоjаће и моментна
jедначина коjа се може написати за било
коjу тачку. Ако се изабере да jе то тачка А,
тада ће сума момената свих сила у односу
на тачку А бити:

∑
MA = NBl − P

l

2
−Q(l + a) = 0. (б)
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Решавањем система jедначина (а) и (б) добиjаjу се решења:

NB =
P

2
+ (1 +

a

l
)Q = 867, 5N ;

NA = −NB + P +Q =
P

2
− a

l
Q = −7, 5N.

B

Негативни предзнак у решењу за силу
NA указуjе на то да ова сила мора имати
супротан смер од претпостављеног да би
клупа са човеком остала у равнотежи.
То се може остварити везивањем ноге
А за подлогу (на пример уз помоћ
завртања). Без везивања ноге А за под,
доћи ће до кретања клупе, односно она
ће почети да се окреће око тачке B.

J

Пример 2.6 Лопта тежине Q и полупречника R
ослоњена jе на две идеално глатке равне подлоге
коjе заклапаjу угао од 60◦. Одредити реакциjе
везе. o

60

R

Q

I Сила тежине лопте jе запреминска сила коjа делуjе на сваки делић
лопте, али ће укупно деjство те силе бити еквивалентно концентрисаноj
сили коjа делуjе на тежиште лопте. Према томе, лопта jе у средишту О,
коjе представља тежиште лопте, оптерећено активном силом Q. Лопта ће
се у мислима ослободити веза, па ће на таj начин постати слободно тело.
При томе се утицаj глатких подлога мора заменити реакциjама везе, а то су
силе NA и NB чиjи су правци нормални на подлоге. Под деjством ових сила,
лопта се налази у равнотежи тако да се могу написати jедначине равнотеже.
Правци свих сила се секу у тачки , па се добиjа сучељни систем сила, за
коjи се могу написати две jедначине равнотеже и то:

o

60

Q

B
N

A
N

x

y

O

∑
Xi = NB −NA cos 60◦ = 0 ⇔ NB − 1

2
NA = 0;

∑
Yi = NA sin 60◦ −Q = 0 ⇔

√
3

2
NA −Q = 0.

на основу коjих су тражене реакциjе:

NA =
2√
3
Q =

2
√
3

3
Q; NB =

1

2
NA =

√
3

3
Q.
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Како се правци свих сила секу у тачки О, у овом случаjу, без обзира на то
што jе у питању тело, проблем се своди на проучавање равнотеже тачке О.
Зато jе за решавање овог задатка било довољно написати само две jедна-
чине равнотеже. J

A

O

a

o

45

A
1

b

Q
M

Пример 2.7 Тело тежине Q коjе има облик квадра
за задатим страницама и b везано jе непокретним
зглобним ослонцем у тачки О за зид и оптерећено
спрегом M. За тело jе у тачки А зглобно везан
лаки штап коjи jе другим краjем зглобно везан за
зид. Одредити реакциjе везе.

I Уобичаjено jе да се при решавању задатака,

O

a

o

45

A
1

A

b

Q

M

због уштеде у времену, приступа упрошћеном при-
казу и скицирању конкретних обjеката. У овом
случаjу ће се уместо детаљног приказа зглобних
веза са осовиницама и другим деловима, на слици
дати само скица конкретног проблема. Треба за-
пазити да су зглобна веза тела са подлогом у тачки
О и зглобне везе на краjевима штапа у тачкама А
и А1 технички изведене на готово истоветан начин.
Ипак, при скицирању зглобне везе тела коjе има
тежину, или jе оптерећено, наjчешће се зглобна веза
приказуjе са стилизованим троугластим ослонцем.

Дато тело треба ослободити веза и уместо њих

O

o

45
A

Q

SO
Y

O
X

x

y

yS

xS

M
T

увести реакциjе везе. Непокретни зглобни осло-
нац не дозвољава померање тачке О ни у хори-
зонталном ни у вертикалном правцу. Због тога ће
реакциjе везе бити две силе коjе ће се означити
са XO и YO. Уклањањем везе лаки штап АА1

као реакциjа везе се уводи и сила S коjа jе у
правцу осе штапа. Тело ће под деjством ове три
непознате реакциjе везе и активне силе тежине
Q коjа напада средишну тачку Т, бити у равнотежи. За приказани систем
произвољних сила у равни могу се написати три jедначине равнотеже (2.12).
Прве две jедначине равнотеже се односе на проjекциjе сила на осе коорди-
натног система и гласе:

∑
Xi = XO − S cos 45◦ = 0 ⇔ X0 −

√
2

2
S = 0; (а)

∑
Yi = YO + S sin 45◦ −Q = 0 ⇔ Y0 +

√
2

2
S −Q = 0. (б)
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Трећа jедначина равнотеже jе моментна jедначина у односу на произвољно
одабрану тачку. Изабраће се да jе то тачка О, а приликом одређивања
момента силе S, уместо саме силе S посматраће се силе Sx и Sy коjе су
заjедно еквивалентне сили S. Тако ће и збир момената сила Sx и Sy бити
jеднак моменту силе S. Момент силе Sx jе jеднак нули, док крак силе Sy

износи a. Како jе:

Sy = S sin 45◦ =

√
2

2
S,

моментна jедначина jе

∑
MO = Sya−Q

a

2
−M = 0 ⇔

√
2

2
Sa− 1

2
Qa−M = 0. (в)

Дакле, задати проблем се свео на решавање система jедначина (а), (б) и
(в). Из jедначине (в) jе:

S =

√
2

2
Q+

√
2
M

a
.

Заменом ове вредности за S у jедначине (а) и (б) добиjа се:

XO =

√
2

2
S =

Q

2
+

M

a
; YO = Q−

√
2

2
S =

Q

2
− M

a
.

J

Задаци

2.1 Лаки штапови 1 и 2 су међусобно зглобно
везани у тачки А, док су им преостали краjеви у
тачкама B и C зглобно везани за подлогу. Тачка
А jе оптерећена силом F и у тоj тачки jе везано
уже за коjе jе причвршћен терет Q. Одредити
реакциjе везе. Дискутовати могућност да се
штапови замене са ужадима.

A

Q

o

30

o

45

B

1

2

F

C

A

Q

1

2

o

30

o

60

2.2 Лаки штап 1 jе своjим краjем зглобно везан за зид.
За други краj штапа (коjи jе означен са А) везано jе
уже 2 коjе jе другим краjем везано за зид. У тачки А jе
везано и уже за коjе jе окачен терет тежинеQ. Одредити
реакциjе везе. Одредити да ли jе ова конструкциjа,
код коjе jе као елемент везе уведено уже, исправно
замишљена, односно да ли ће уже моћи да оствару улогу
везе? Може ли се штап 1 заменти са ужетом?
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2.3 Лопта тежине Q постављена jе на
идеално глатку раван и придржавана руком
да се при томе не би померила. У тачки А jе
за зид везано уже. Одредити у коjоj тачки
на лопти треба причврстити краj ужета да
се по уклањању руке лопта не би померила?
Колике су у том случаjу реакциjе везе?
Описати шта ће се десити у случаjу да се
уже веже за лопту у некоj другоj тачки.

o

60

R

Q
?

a

a

A

T

Q

o

30

A

C

B

2.4 Штап AB тежине Q и дужине a, ослоњен jе у тачки
B на идеално глатки под, а у тачки А на идеално глатки
зид. Може ли штап остати у равнотежи? Написати
jедначине равнотеже па проверити да ли ће оне бити
задовољене. Да ли ће се нешто у погледу равнотеже
изменити уколико за тачку B вежемо уже коjе jе другим
краjем везано за зид у тачки C. Одредити у том случаjу
реакциjе везе.

2.5 Плоча тежине Q у облику правоуглог троугла
са катетама дужине и 2, ослоњена jе у тачкама
А и B на идеално глатке површине. У тачки B jе
за плочу зглобно везан лаки штап коjи jе другим
краjем зглобно, у тачки D, везан за зид. Одредити
реакциjе везе. Да ли би плоча остала у равнотежи
када би се уклонио лаки штап.

a

A

Q

2ao

45
o

30

o

30

B

C

D

T

F

A

ab

B

a

c

Q

2.6 Колица, коjима ће се занемарити
тежина, оптерећена су тежином корисног
терета Q, са тежиштем у тачки Т. Одредити
интензитет вертикалне силе F коjом треба
деловати на ручицу колица, да би колица
била у равнотежи. Да ли се нагињањем
колица под неким углом може остварити
да колица и без деjства силе F буду у
равнотежи? Какав jе у том случаjу положаj
тежишта терета Т у односу на тачку А?

2.7 Лака полуга jе ослоњена на
ослонац и оптерећена силом F .
Одредити силу коjом краj полуге
делуjе на приказано тело.

a

F

o

30

cb
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o

60
o

30A

B
Q a

M

2.8 Штап тежине Q и дужине a зглобно
jе везан у тачки А за подлогу и оптерећен
спрегом M. Штап jе краjем B наслоњен
на идеално глатку површину. Одредити
реакциjе везе. Имаjући у виду да jе штап
зглобно везан за подлогу хоће ли реакциjа
везе бити сила коjа jе у правцу осе штапа?



3

Отпорност материjала

У уводном делу ове књиге jе напоменуто како су сва стварна тела дефор-
мабилна, односно да под деjством оптерећења она више, или мање мењаjу
своj облик. Поред тога, напоменуто jе да ове промене облика доводе и до
поjаве унутрашњих сила. Отпорност материjала се бави анализом стања и
унутрашњих сила у еластичном телу коjе jе изложено деjству спољашњих
оптерећења. Постоjе научне дисциплине коjе стање у деформабилном телу
анализираjу строгим математичким поступцима полазеће од малог броjа
претпоставки. Jедначине добиjене применом неких од тих наука (на пример
Теориjом еластичности) су наjчешће врло тешке за решавање, jер се ради о
већем броjу међусобно спрегнутих парциjалних диференциjалних jедначина.
Аналитичка решења ових jедначина се могу наћи за ограничен броj примера
и наjчешће су врло гломазна и тешка за примену. Ситуациjа се поправила
увођењем рачунара, jер се могу наћи нумеричка решења jедначина, међутим
она су доста тешка за анализу и извођење општих закључака. Имаjући ове
мане у виду, развиjена jе Отпорност материjала, коjа до решења долази
коришћењем низа претпоставки коjе су у пракси у већини случаjева о-
правдане. Отпорност материjала нема тако строг приступ проблемима
као Теориjа еластичности, али се зато добиjаjу решења задовољаваjуће
тачности, коjа су сасвим прихватљива за техничку праксу. Отпорност
материjала до неких своjих претпоставки долази и на основу доказа из
Теориjе елатичности, али и на основу искуства и експерименталних запа-
жања.

3.1 Основни задаци oтпорности материjала

Техничка и идустриjска цивилизациjа коjа се развила у последњих не-
колико векова, заснива се на коришћењу многоброjних средстава, оруђа и
апарата, jедном речjу тела, са коjима људи врше неку делатност, или их
користе у свакодневном животу. Будући да су она направљена од реалних
материjала и у већини случаjева изложена разним оптерећенима, присутна

33
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jе могућност да затаjе у извршавању своjих функциjа. На пример, сломи се
вратило у аутомобилском мотору, искриви се мешалица на миксеру, сруши
се стамбена зграда итд. Несумљиво jе да се већ при конструисању мораjу
формирати одређени критериjуми коjи ће дати одговор на питање да ли ће
тело кога треба направити моћи да оствари функциjе за коjе jе предвиђено.
Важну улогу у томе има и Отпорност материjала. Њени основни задаци
су:

а) испитивање чврстоће;

б) испитивање крутости;

в) испитивање стабилности.

êîòðšà¼íè
ëåæà¼

êó�èøòå

çóï÷àíèê 1

çóï÷àíèê 2âðàòèëî

à) á)

2
F

1
F

Слика 3.1: Пример преносног механизма а) неоптерећен; б) оптерећен

Испитивање чврстоће тела je у већини случаjева наjважниjи задатак
коjи треба остварити. Чврстоћа jе своjство тела да се под деjством оптере-
ћења не сломи, или траjно деформише. Jасно jе да оптерећено тело у току
експлоатациjе мора остати читаво и да не сме доћи до његовог лома, или
оштећења. На Слици 3.1 а) jе приказан jедан део преносног механизма коjи
се састоjи од зупчаника 1 коjи прима оптерећење (од зупчаника коjи ниjе
приказан), вратила коjе се обрће на лежаjевима и зупчаника 2 коjи даље
преноси оптерећење (на зупчаник коjи ниjе приказан). Вратило може да се
направи од различитих материjала “jачих”—коjи су скупљи и “слабиjих”—
коjи су jефтиниjи. Поред тога вратило може бити направљено тако да jе
већег, или мањег пречника. Циљ испитивања чврстоће jе да се у зависности
од изабраног материjала направи вратило таквог пречника коjе може да
оствари своjу функциjу преноса (тако да се не сломи, или траjно искриви).
При томе се захтева и да цена таквог вратила буде тржишно прихватљива.
Очигледно jе да се ради о сложеном критериjуму коjи ниjе jеднозначно
остварив, то jест постоjи више могућности за његово задовољење.

Постоjе многи случаjеви када се мора извршити испитивање крутости
тела да би оно могло успешно да оствари функциjе за коjе jе намењено.
Крутост jе своjство тела да му деформациjе буду у задатим границама.
Код неких тела jе при конструисању довољно задовољити чврстоћу тела,
док се не врши испитивање на крутост. То су по правилу случаjеви када
се на основу искуства и разних препорука не очекуjе да могу наступити
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деформациjе коjе би угрозиле функционисање тела. Међутим, постоjе и
примери када jе неопходно, или препоручљиво извршити испитивање кру-
тости, а jедан од њих jе дат на Слици 3.1 б). Услед деjства одређених
оптерећења на зупчаник, доћи ће до деформациjе вратила, због коjе ће
оса вратила одступити од праве линиjе. Деформациjа приказана на слици
jе карикирана и преувеличана, да би се боље запазила и не поjављуjе се
у тоj мери у стварним конструкциjама. Због деформациjе вратила могу
наступити одређени проблеми у функционисању преносног механизма. Та-
ко, на пример, може наступити додатно значаjно повећање оптерећења
лежаjа што се неминовно одражава на дужину њиховог животног века.
Поред тога могу се поjавити и проблеми са спрезањем зупчаника, jер зуби
jедног зупчаника не би одговарали међузубљу другог зупчаника. Дакле,
без обзира на то што вратило задовољава критериjум чврстоће и што се
неће сломити под деjством оптерећења, ипак jе у датоj ситуациjи корисно
повећати пречник вратила, да би оно постало круће, односно да би му
деформациjе биле мање.

A A

a) á)

B B

k
FF >k

FF <

F F

Слика 3.2: Равнотежа тела: а)
стабилна; б) нестабилна

Испитивање стабилности тела долази до
изражаjа у случаjевима витких тела, као
што су дугачки штапови, стубови, танке
плоче, танкозидне цеви итд. Да би тело
било у стабилном положаjу равнотеже,
мала промена у оптерећењу тела мора
проузроковати и малу промену деформациjе
тела. Нестабилни равнотежни положаj
тела прате велике деформациjе, коjе могу
угрозити његову радну функциjу. На Слици
3.2 jе дат пример тела коjе под одређеним
условима може да дође у стање када постаjе
нестабилно. Приказан jе штап коjи jе доњим
краjем А уклештен за подлогу и притиснут
силом F на горњем краjу B. У зависности
од тога колики jе интензитет силе F , могу
наступити два битно различита случаjа. У
првом случаjу, када jе интензитет силе F
мањи од критичне силе Fk, (Слика 3.2 а))
оса штапа ће и даље остати праволиниjска.
Тада jе штап у стабилном равнотежном положаjу и његове деформациjе
ће бити мале. Међутим, уколико jе оптерећење штапа веће од критичне
силе, доћи ће до одступања осе штапа од праве линиjе (Слика 3.2 б)),
па ће у овом случаjу положаj равнотеже штапа бити нестабилан. При
томе ће наступити и значаjне деформациjе штапа па jе очигледно да jе
овакво стање недопустиво. При испитивању стабилности тела jе обично
циљ одредити минимално оптерећење коjе доводи до нестабилности и коjе
се назива критично оптерећење.
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3.2 Метода пресека и вектор напона

У oтпорности материjала се при анализи стања тела изложеног оптере-
ћењима и одређивању унутрашњих сила користи метода пресека. Према тоj
методи се на телу начини замишљени пресек и тело подели на два дела коjи
су означени са 1 и 2 (Слика 3.3 а)). Поменути делови делуjу jедан на другог
силама коjе су непрекидно распоређене на пресечноj површини (Слика 3.3
б)) и коjе за тело као целину представљаjу унутрашње силе. Оваj приступ,
коjи се назива и Оjлер-Кошиjев аксиом jе од кључне важности при анализи
унутрашњих сила.

За оправдање методе пресека мо-
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Слика 3.3: На замишљеноj пресечноj
површини тела су непрекидно распоређе-
не силе: а) тело као целина; б) раздвоjе-
ни делови

же послужити опружни модел мате-
риjе, о коме jе већ било речи у прет-
ходноj глави и коjи jе при томе био
илустован Сликом 1.2. Према том мо-
делу се честице у телу држе на окупу
захваљуjући међусобном деjству коjе
се моделира опругама. На Слици 3.4
jе приказано стање коjе настаjе уко-
лико се начини замишљени пресек кр-
оз тело и уклоне све опруге коjе се
налазе на пресеку. Утицаj уклоњених
опруга на честице тела се замењуjе
паровима сила коjе су према принци-
пу акциjе и реакциjе истог интензи-

тета и правца, а супротног смера (видети Слику 1.1). На таj начин се тело
дели на два дела, а при томе су честице на пресечним површинама изложене
деjству сила из деформисаних опруга коjе су у овом процесу уклоњене.

Да би се описале унутрашње си-

ñèëå ó ïðåñåêó

çàìèøšåíè
ïðåñåê

Слика 3.4: Опружни модел материjе се
користи за образложење Оjлер-Кошиjевог
аксиома

ле тела у тачки P, направиће се пре-
сек тела кроз ту тачку (Слика 3.5
а)) и посматрати део тела коjи jе
означен са 1. На пресечноj површи
ће постоjати распоређене унутраш-
ње силе, а посматраће се само оне
силе коjе делуjу на делу површи ко-
jи представља околину за тачку P
(Слика 3.5 б)). Нека површина ове
околине тачке P (коjа jе на Слици
3.5 в) посебно издвоjена и увелича-
на) износи ∆A. Поред тога, увешће
се и jединични вектор нормале n за
пресечну површ. Уместо распоре-
ђених сила коjе делуjу на површини

∆A могу се увести резултуjућа сила ∆R и резултуjући спрег ∆MRP (Слика
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3.5 г)) jер jе њихово деjство еквивалентно.
Величина коjа се зове средњи вектор напона дефинише се као:

psr =
∆R

∆A
.

Средњи вектор напона представља квантитативни опис просечне вредности
унутрашњих сила на површини ∆A. Уколико се жели тачниjи опис сила
смањиће се величина површине, што доводи до мање вредности главног
вектора, али ће при томе однос главног вектора и површине бити коначан.
Ако се процес смањења површине настави, па узме да она тежи нули, као
што jе то показано на Слици 3.5 д) добиће ће се величина званa вектор
напона коjа се дефинише као:

pn = lim
∆A→0

∆R

∆A
=

dR

dA
. (3.1)

где су са dR и dA означени елементарна сила и елементарна површина.
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Слика 3.5: Дефинисање вектора напона: а) тело као целина; б) део тела 1; в) околина
тачке P; г) еквивалентно оптерећење; д) вектор напона за елементарну површину

Вектор напона зависи од одабране тачке P,
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Слика 3.6: Тангенциjални и
нормални напон

али и од тога са коjом површином jе тело пре-
сечено, односно од jединичног вектора нормале.
Вектор напона представља основну меру унут-
рашњих сила у телу. Jединица за вектор напона
jе Паскал [Pa], 1Pa = 1N/m2.

Вектор напона се може разложити на правац
нормале и на раван пресека (Слика 3.6). Компо-
нента вектора напона у правцу нормале jе нор-
мални напон σ, док jе компонента у равни пресе-
ка тангенциjални напон τ , па се може написати
да jе:

pn = σ + τ . (3.2)

У зависности од начина оптерећења тела и изабраног пресека, могући су
и разни специjални случаjеви вектора напона, од коjих су неки приказани
на Слици 3.7. Тако се може десити да вектор напона има исти правац као
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Слика 3.7: Неки специjални случаjеви вектора напона: а) затезни нормални напон; б)
притисни нормални напон; в) тангенциjални напон; г) вектор напона jе 0

и jединични вектор нормале, што значи да ће постоjати само нормални
напон, било да jе усмерен од пресека (случаj а)), или ка пресеку (случаj б)).
Насупрот томе, у неким случаjевима се могу поjавити само тангенциjални
напони (случаj в)). Наjзад, могу постоjати и пресеци у коjима уопште нема
напона (случаj г)), али jе при томе могуће да у истоj тачки P, само у неким
другим пресецима, вектор напона буде различит од нуле.

3.3 Хипотезе oтпорности материjала

Реална тела коjа се користе у техници су често врло сложеног облика
и направљена су од материjала коjи имаjу различита физичка своjства.
Услед тога, могу се поjавити проблеми при настоjању да се реше практични
задаци. Да би се ипак могли обрадити и такви случаjеви уводи се низ
претпоставки, коjе се називаjу хипотезе и коjе идеализуjу реално тело. Те
хипотезе су:

1. непрекидност материjала;

2. хомогеност материjала;

3. изотропност материjала;

4. хипотеза о малим деформациjама;

5. замена стварног оптерећења статички еквивалентним;

6. хипотеза равних пресека.

Непрекидност материjала. Према овоj хипотези тело jе потпуно испуње-
но материjом и представља непрекидну средину. Са микроскопског стано-
вишта ова хипотеза ниjе задовољена jер jе материjа састављена од атома
чиjа jе грађа таква да унутар њих постоjи огроман празан простор. Међу-
тим, због изузетно великог броjа атома у jедном телу макроскопске величи-
не, ова се хипотеза са правом може прихватити.
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Хомогеност материjала. На основу ове хипотезе у свим тачкама тела су
иста физичка своjства. Приликом израде неког тела ливењем може доћи
до издваjања нечистоћа коjе се због тога што су лакше од истопљеног
материjала, пењу ка горњем делу одливка. Након хлађења, такво тело неће
имати иста своjства у горњем и доњем делу, односно оно неће задовољити
услов хомогености.
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Слика 3.8: Неизотропни материjали: а) тра-
ке; б) композити

Изотропност материjала. Код
тела коjе задовољава ову хипоте-
зу у свим правцима у било
коjоj тачки своjства ће бити
иста. Постоjи низ материjала
код коjих ова хипотеза ниjе
испуњена. То jе, на пример,
случаj код влакнастих матери-
jала, jер су своjства материjала
различита за правац влакана и
нормално на њега. Тела ко-
jа се добиjаjу из монокристала
(на пример резањем плочица
из jедног кристала силициjума),
имаjу различита физичка своjства у правцу осе кристала и нормално на
њу. При производњи лимова, трака и жица ваљањем (Слика 3.8 а)),
постоjе ваљци коjи снажно притискаjу материjал и извлаче га, при чему
долази до промена у материjалу. Као последица ваљања, своjства ових
тела ће бити различита у правцу ваљања 1 и нормално на њега (2). Код
композитних материjала коjи се добиjаjу армирањем испуне са влакнима
(угљеник, стакло, кевлар итд.) материjал ће се различито понашати ако га
оптеретимо у правцу влакана 1, или под углом од 45◦ (правац 2) у односу
на таj правац (Слика 3.8 б)). Све су то примери неизотропних материjала
на коjе се отпорност материjала може применити са малом тачношћу, или
се уопште не може применити. Челик, jедан од наjважниjих материjала за
израду конструкциjа се састоjи од врло ситних кристала коjи су различите
ориjентациjе, па jе макроскопски гледано код њега ова хипотеза задовољена.

Хипотеза о малим деформациjама. У отпорности материjала се проу-
чаваjу случаjеви деформациjа коjе су мале у односу на величину тела. На
Слици 3.9 су дата два случаjа савиjања конзолног носача коjи jе краjем А
укљештен у зид, док му jе други краj B оптерећен силом. У првом случаjу
(Слика 3.9 а)) jе померање тачке B (а самим тим и деформациjе) мало
у односу на дужину штапа l, па jе у овом случаjу хипотеза задовољена.
У другом случаjу (Слика 3.9 б)), су приказане велике деформациjе, па
поменута хипотеза ниjе задовољена. Математички гледано, мале деформа-
циjе се описуjу линеарним диференциjалним jедначинама, док се у случаjу
великих деформациjа користе нелинеарне jедначине коjе су знатно теже за
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решавање. Код реалних конструкциjа jе ова хипотеза врло често задово-
љена, jер jе неприхватљиво да деформациjе буду велике, осим ако то сама
функциjа тела не захтева, на пример код опруга, амортизера, гибњева итд.

F
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A A
B

B

l l

a) á)

Слика 3.9: Савиjање конзоле: а) мале деформациjе; б) велике деформациjе

Замена стварног оптерећења статички еквивалентним. Ова хипотеза
се назива и Сен-Венанов принцип и према њоj се стварно оптерећење коjе
делуjе на некоj малоj површини тела може заменити еквивалентним опте-
рећењем. Ова замена неће утицати на унутрашње силе у тачкама коjе су
довољно удаљене од места где jе оптерећење нането. Као пример, посмат-
раће се греда на два ослонца коjа jе оптерећена лоптом тежине Q (Слика
3.10 а)). Због деформациjе греде и лопте, додир између та два тела ниjе
тачка, већ извесна мала површина (Слика 3.10 б)). Стварно оптерећење
коjе делуjе на греду су непрекидно распоређене силе на површини додира
(Слика 3.10 в)). Међутим, при проучавању деформациjе греде, ове силе се
замењуjу главним вектором коjи за њих представља еквивалентно деjство
и коjи jе jеднак тежини лопте (Слика 3.10 г)).
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Слика 3.10: Замена стварног оптерећења статички еквивалентним: а) лопта на гре-
ди; б) детаљ додира; в) стварно оптерећење; г) еквивалентно оптерећење

Ова замена ће имати утицаj на унутрашње силе у тачки M коjа jе врло
близу месту додира, али ће бити без утицjа на тачке коjу су удаљениjе.

Хипотеза равних пресека. Хипотеза равних пресека, позната и као Берну-
лиjева хипотеза, односи се на стварне, или замишљене пресеке на телу. На
основу ове хипотезе пресеци коjи су били равни када jе тело недеформисано,
остаjу равни и у случаjу деформациjе тела. На Слици 3.11 а) приказан
jе призматичан штап у недеформисаном стању и тачке A0, B0, C0 и D0

коjе се налазе у jедном попречном пресеку, дакле у jедноj равни. Након
деформисања овог штапа, коjе jе приказано на Слици 3.11 б) поменуте тачке
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ће се померити и прећи у положаjе означене са A, B, C и D. При томе, ове
четири тачке ће и даље остати у jедноj равни, коjа се у овом примеру неће
поклапати са равни у коjоj су биле када тело ниjе било деформисано.
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Слика 3.11: Хипотеза о равним пресецима: а) недеформисано тело; б) деформисано
тело

На први поглед ове хипотезе знатно ограничаваjу применљивост oтпор-
ности материjала. Међутим, на основу примера коjи су наведени код поjеди-
них хипотеза, види се да су код уобичаjених конструкциjа коjе се користе у
техници ове хипотезе у већоj или нешто мањоj мери ипак добро задовољене.

3.4 Аксиjално оптерећени штапови

Штап jе тело чиjа jе jедна ди-
1
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Слика 3.12: Аксиjално оптерећени штап

мензиjа значаjно већа у односу на
преостале две. Штап jе аксиjално
оптерећењен уколико jе изложен деj-
ству сила чиjи се правци поклапаjу
са осом штапа. Пример штапа коjи
jе аксиjално оптерећен jе дат на Слици 3.12. При испитивању унутрашњих
сила у штапу примениће се већ помињана метода пресека. На штапу (Слика
3.13 а)) ће се замислити произвољан попречни пресек, коjи дели штап на два
дела (1 и 2) и посматрати равнотежа дела означеног са 1. На месту пресека
се уводи утицаj дела 2 на део 1 и то у облику непрекидно распоређених сила
(Слика 3.13 б)).

Уместо ових сила, може се увести само резултуjућа сила у пресеку коjа
има статички еквивалентно деjство као и распоређене силе (Слика 3.13
в)). Будући да део 1 мора бити у равнотежи, jер jе и штап као целина
у равнотежи, jасно jе да резултуjућа сила мора бити у правцу осе штапа
jер су и остале силе коjе делуjу на штап са истим своjством. Ова резултуjућа
сила се назива аксиjална сила у пресеку и даjе информациjу о мери у коjоj
jе пресек штапа оптерећен. Због равнотеже дела 1 аксиjална сила у пресеку
jе jеднака збиру сила са леве стране пресека, то jест:

Fa =
∑

F l
i ,
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Слика 3.13: Аксиjална сила у пресеку: а) аксиjално оптерећени штап као целина; б)
равнотежа дела 1; в) аксиjална сила у пресеку

где jе уведена посебна ознака (индекс l) коjим се ставља до знања да jе
извршено сабирање сила само са леве стране пресека.

Уколико jе аксиjална сила са смером од пресека, тада jе пресек оптерећен
на затезање а аксиjална сила позитивна. У супротном jе аксиjална сила
негативна а пресек jе оптерећен на притисак. Исти оваj поступак анализе
се може спровести и за десни део штапа, али се тада аксиjална сила добиjа
сабирањем сила са десне стране пресека, па jе тада:

Fa =
∑

F d
i .

Дакле, аксиjална сила се може аналитички одредити сабирањем сила са
леве, или са десне стране пресека и у оба случаjа се добиjа исти резултат.
При тим сабирањима потребно jе придржавати се одређених договора (кон-
венциjа) о томе какав ће бити предзнак силе коjе се сабираjу. Према кон-
венциjи сила ће бити са позитивним предзнаком, уколико jе усмерена од
пресека. Уколико се сабираjу силе са леве стране пресека, позитиван смер
jе у лево, док ће при сабирању сила са десне стране позитиван предзнак
имати оне коjе су усмерене удесно.

1
F 2

F
3

F
4

FA

Пример 3.1 Штап приказан на
слици причвршћен jе краjем А
за подлогу и оптерећен силама
F1 = 1 kN , F2 = 4 kN ,
F3 = 1 kN и F4 = 2 kN .
Одредити вредност аксиjалне силе у
поjединим пресецима штапа.

I Уклониће се постоjећа веза и

A
X 1

F 2
F

3
F

4
F

x

увести реакциjа везе, а то jе сила
XA коjа jе у правцу осе штапа. Ка-
ко су све силе коjе делуjу на штап
у jедном правцу, може се написати

jедна jедначина равнотеже и то:
∑

Xi = −XA − F1 + F2 + F3 − F4 = 0,
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на основу коjе jе XA = 2 kN .
Да би се одредила аксиjална сила, на штапу ће се направити низ пресека

коjи су означени броjевима и за сваки од њих извршити сумирање сила
коjе су са леве стране пресека. При томе ће се поштовати конвенциjа о
предзнаку, према коjоj ће силе усмерене у лево (од пресека) имати позитиван
предзнак. Аксиjалне силе у пресецима су:

Fa1 = XA = 2kN ;

Fa2 = XA + F1 = 3kN ;

Fa3 = XA + F1 − F2 = −1kN ;

Fa4 = XA + F1 − F2 − F3 = −2kN.

На Слици 3.14 jе приказано и како се поjедини делови штапа, коjи су
добиjени пресецима, налазе у равнотежи услед деjства аксиjалних сила у
пресецима. Смер аксиjалне силе у пресецима 3 и 4 jе супротан од уцртаног
због негативног предзнака.

4a
F

3a
F

2a
F

1a
F

A
X

A
X

A
X

A
X

A
X

1
F

1
F

1
F

1
F

2
F

2
F

2
F

3
F

3
F

4
F

a
F

+
A

X
1

F

2
F

3
F

4
F-

1

1

2

2

3

3

4

4

Слика 3.14: Анализа аксиjалних сила

На краjу jе нацртан и диjаграм аксиjалне силе, где jе дат графички приказ
вредности аксиjалне силе. J

Напони у аксиjално оптерећеном штапу
Према хипотези о равним пресецима, коjа jе описана у одељку 3.3, по-

пречни пресеци аксиjално оптерећеног штапа ће при деформациjи и даље
бити равни. Због тога ће унутрашње силе по попречном пресеку бити
равномерно распоређене, дакле исте у свакоj тачки пресека. Како се су-
мирањем ових сила добиjа аксиjална сила коjа jе у правцу осе штапа, може
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се закључити да ће унутрашње силе имати исти таj правац. Дакле, уколико
се на попречном пресеку на Слици 3.15, посматра бесконачно мала околина
тачке P површине dA, тада ће на ову елементарну површину деловати
елементарна сила dR, са правцем коjи се поклапа са осом штапа. Имаjући
у виду одељак 3.2, у овом случаjу ће и вектор напона бити у правцу осе
штапа, дакле нормалан на попречни пресек и у правцу jединичног вектора
нормале и имаће исти интензитет у свакоj тачки пресека. Користећи израз
(3.1) сада jе:

dR = pndA (3.3)

Имаjући у виду разлагање вектора напона

dA

dR

A

P

Слика 3.15: Елементарна сила

на компоненту у правцу нормале и на раван
пресека дато изразом (3.2), у случаjу акси-
jално оптерећеног штапа постоjи само нор-
мални напон (Слика 3.16) док ће при томе
тангенциjални напони бити jеднак нули. О
овом специjалном случаjу jе већ раниjе било
речи (видети Слике 3.7 а) и б)). Нормални
напон jе истог интензитета у свакоj тачки

пресека, дакле важиће да jе σ = const., па се на основу израза (3.3)
елементарна сила на елементарноj површини може написати као:

dR = σdA. (3.4)

s

n

Слика 3.16: Нормални напон

Када се све елементарне силе на пресеку,
коjи jе укупне површине A, саберу добиће
се резултуjућа сила у пресеку коjа jе jеднака
аксиjалноj сили у пресеку. Због константности
напона jе:

Fa = R = σA,

а одавде се напон при аксиjалном оптерећењу
одређуjе из:

σ =
Fa

A
. (3.5)

Према томе, нормални напон у попречном пресеку аксиjално оптерећеног
штапа зависи од аксиjалне силе у пресеку и од површине попречног пресека.

Уздужна и попречна дилатациjа штапа

При деjству сила, коjе су истог интензитета F , на краjевима штапа
долази до његове деформациjе. Нека jе дужина недеформисаног штапа l,
док jе ширина попречног пресека d (Слика 3.17 а)). При деформациjи штапа
(Слика 3.17 б)), долази до издужења штапа па његова дужина износи l1,
док се ширина смањуjе на d1. Сада се може дефинисати промена дужине
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и промена ширине, као разлика ових величина када jе штап деформисан и
када jе недеформисан, па jе:

∆l = l1 − l; ∆b = d1 − d.

F F

l

d

1
l

d
1

lD

a)

á)

Слика 3.17: Деформациjа штапа при
аксиjалном оптерећењу: а) недеформисан;
б) деформисан

Ове две величине се могу ко-
ристити као мере деформациjе,
али се лако показуjе да нису
наjпогодниjе за ту улогу. На
пример уколико се уже дужине
1m и уже дужине 100m, издуже
за 1cm, у оба случаjа ће промена
дужине бити иста, али jе jасно
да ова два тела неће бити jеднако
оптерећена. Мотивишући се овим
разлогом много jе боље као мере
деформациjе увести бездимензиjске
релативне величине коjе се добиjаjу
делењем промене дужине са ду-
жином штапа, односно промену
ширине са ширином штапа. Ове мере деформациjе се зову уздужна и
попречна дилатациjа и дефинишу са:

ε =
∆l

l
; εq =

∆d

d
. (3.6)

Између уздужне и попречне дилатациjе за конкретне материjале постоjи
повезаност коjа се може приказати са:

εq = −ν ε,

где jе ν Поасонов коефициjент. За већи броj материjала важних за примену
оваj коефициjент има вредност око 0.3. Знак минус потиче отуд што
су уздужна и попречна дилатациjа различитих предзнака. При затезању
штапа jе уздужна дилатациjа позитивна, а попречна негативна. Уколико
силе на Слици 3.17 б) промене смер, штап ће бити оптерећен на притисак,
па ће уздужна дилатациjа бити негативна, а попречна позитивна.

Издужење штапа при загревању
При загревању штапа долази до промене његове дужине. Нека jе при

температури t0 дужина штапа l (Слика 3.18 а)). Уколико се штап загреjе
тако да његова температура износи t1, доћи ће до издужења штапа (Слика
3.18 б)). На основу експеримената jе установљено да се промена дужине
загреjаног штапа може исказати у облику израза:

∆lt = l α∆t,

где jе α коефициjент топлотног ширења, коjи jе карактеристичан за сваки
материjал, док jе ∆t = t1 − t0 промена температуре.
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l
t

D
0

t

l

1
l

1
t

a)

á)

Слика 3.18: Деформациjа штапа при загревању: а) незагреjан; б) загреjан

Пример 3.2 Одредити издужење челичног моста чиjа дужина на тем-
ператури 10◦C износи 210m, уколико се загреjе на температуру од 36◦C.
Коефициjент топлотног ширења за челик jе 1.25× 10−51/K.

I Промена температуре износи:

∆t = t1 − t0 = (36 + 273)K − (10 + 273)K = 26K,

тако да jе промена дужине:

∆lt = l α∆t = 210m · 1.25× 10−5 1

K
· 26K = 0.0682m = 68.2mm.

J

Диjаграм нормалних напона у зависности од дилатациjе
На основу искуства знамо да се два штапа

l

A

Слика 3.19: Епрувета

jеднаких димензиjа и направљени од челика и
гуме неће исто деформисати при деjству истих
сила. Очигледно jе да за одређивање издужења
аксиjално оптерећеног штапа треба знати извес-
но физичко своjство конкретног материjала од
кога jе штап направљен. Да би се оно одредило
извршиће се експеримент коjи се назива тест на

затезање. У ту сврху се од конкретног материjала израђуjе штап дефини-
саног облика (епрувета), коjи jе приказан на Слици 3.19. Епрувета се умеће
у чељусти машине зване кидалица коjа jе у стању да jе затегне великом
силом. При томе се прати веза између остварене силе и промене дужине
епрувете. Да би се зависност између ових величина графички приказала,
много jе боље силу поделити са површином попречног пресека, а промену
дужине епрувете са њеном првобитном дужином. Тако се добиjа диjаграм
зависности нормалног напона у епрувети од њене дилатациjе, коjа за неке
материjале, као што jе челик, има изглед дат на Слици 3.20. Примећуjе се
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jе у почетку оптерећивања зависност између напона и дилатациjе линеарна
и да jе таква од координатног почетка О до тачке P коjа се назива граница
пропорционалности. Дакле, на том делу диjаграма се веза између нормал-
ног напона и дилатациjе може исказати веома jедноставним изразом:

σ = E ε, (3.7)

где jе E константа коjа се назива модул еластичности или Jангов модул.
Модул еластичности има димензиjу напона па се изражава у Pa, или N/m2.
Jедначина (3.7) jе позната као Хуков закон.

E
R

M

K

s

e

O

P

Слика 3.20: Диjаграм
зависности напона од
дилатациjе

При даљем повећању напона, долази се
до тачке Е коjа представља границу елас-
тичности. Уколико се епрувета, након
што се достигне оваj напон растерети, у
епрувети неће наступити траjне деформациjе,
односно све до тог напона деформациjе су
еластичне. Међутим, уколико jе напон већи
од границе еластичности, деформациjе прелазе
у пластичне, па ће у случаjу растерећења
епрувете, она бити дужа него пре почетка
експеримента. Повећањем напона достиже се
тачка R коjа представља границу развлачења.
Карактеристично за део диjаграма након ове
тачке jе да долази до повећања дилатациjе, без
пораста напона, односно стиче се утисак као
да jе епрувета почела нагло да се развлачи.
Ово подсећа на течење, па се за ову границу
у литератури често користи и израз граница течења. Убрзо долази до
очвршћавања материjала епрувете и престаjе њено развлачење. Напон опет
почиње да расте, па се долази до максималног напона коjи се jавља при
овом експерименту и коjи jе на диjаграму приказан тачком М. Одговараjући
напон се назива граница чврстоће, или затезна чврстоћа. Ако се настави
експеримент убрзо се долази до границе кидања, коjа jе означена са К, при
чему долази до прекида епрувете.

Тест на затезање даjе врло битне информациjе о понашању конкретног
материjала. Добиjени график ниjе општег типа и карактеристичан jе за
поjедине челике, док код других материjала постоjе мања, или већа одсту-
пања.

Издужење аксиjално оптерећеног штапа

Посматраће се штап дужине l, константног попреченог пресека површи-
не A, направљеног од материjала чиjи jе модул еластичности E. При деjству
затежућих сила F на краjевима штапа (Слика 3.17 б)), због коjих jе сваки
попречни пресек оптерећен истом аксиjалном силом Fa = F , доћи ће до
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издужења штапа ∆l коjе треба одредити. Нормални напон у свакоj тачки
у попречном пресеку штапа рачуна се на основу израза (3.5):

σ =
Fa

A
,

док jе уздужна дилатациjа дефинисана изразом (3.6):

ε =
∆l

l
.

Заменом ова два израза у израз за Хуков закон (3.7) добиjа се:

Fa

A
= E

∆l

l
,

одакле следи да се промена дужине штапа рачуна на основу:

∆l =
Fal

AE
. (3.8)

Треба скренути пажњу на то да оваj израз важи само у случаjу када jе штап
константног попречног пресека и када jе аксиjална сила у сваком пресеку
иста. Уколико то ниjе случаj, већ се мења аксиjална сила, или се попречни
пресек штапа степенасто мења, штап треба поделити на више делова, тако
да jе за сваки од њих задовољено да су аксиjална сила и попречни пресек
константни. У том случаjу се уз помоћ обрасца (3.8) одређуjе промена
дужине сваког поjединог дела штапа, а њиховим сабирањем се добиjа про-
мена дужине целог штапа.

Пример 3.3 Штап од челика (E = 2 × 1011 Pa) дужине l = 1m, чиjи
jе попречни пресек правоугаоног облика са димензиjама a = 2mm, b =
2.5mm, оптерећен jе на краjевима затежућим силама интензитета F =
1 kN . Одредити напон у штапу и његово издужење.

I У сваком пресеку штапа аксиjална сила износи Fa = F = 1kN ,
тако да напон у сваком пресеку штапа износи:

σ =
Fa

A
=

F

ab
=

1000N

2 · 2.5mm2
= 200

N

mm2
= 200MPa.

Ово jе за уобичаjене челике за конструкциjе значаjно оптерећење, коjе за
већину конструкциjа не треба прелазити. Издужење штапа износи:

∆l =
Fal

AE
=

Fl

abE
=

1000N · 1000mm

2 · 2.5mm2 · 2× 105 N
mm2

= 1mm.

Дакле, иако jе штап оптерећен великим напонима, ипак jе промена дужине
хиљадити део дужине штапа, па уздужна дилатациjа износи ε = 0.001.
Оваj резултат потврђуjе исправност хипотезе о малим деформациjама. J
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A AB
D

l l l

A2

5F

C

2F

Пример 3.4 За штап приказан на
слици одредити максимални напон
и промену дужине штапа. Модул
еластичности материjала штапа jе E.

I Након замене утицаjа уклештења реакциjом XA може се написати
jедначина равнотеже:

∑
Xi = −XA + 5F − 2F = 0,

A AB
D

l l l

A2

5FA
X x

A
X

a
F

C

5F

2F

2F

+

-

1 2
3

па jе XA = 3F . На основу
познатих оптерећења нацртан jе и
диjаграм аксиjалних сила из кога се
види да се аксиjална сила мења у
пресеку B. Будући да се попречни
пресек мења у пресеку C штап ће
се поделити на три дела (AB, BC и
CD) за коjе ће се користити ознаке
1, 2 и 3. На таj начин jе задовољен
услов да jе сваки од тих делова
штапа константног попречног пресека
и оптерећен константном аксиjалном
силом. Аксиjалне силе у поменутим
пресецима, гледано са леве стране пресека су:

Fa1 = XA = 3F ; Fa2 = Fa3 = XA − 5F = −2F,

док су површине попречних пресека A1 = A2 = 2A и A3 = A. Напони
у било ком пресеку поменутих делова штапа су:

σ1 =
Fa1

A1
=

3F

2A
; σ2 =

Fa2

A2
=

−2F

2A
= −F

A
; σ3 =

Fa3

A3
= −2F

A
.

У првом делу штапа напон jе позитиван што указуjе на то да jе таj део штапа
оптерећен на затезање. Други и трећи део штапа су оптерећени на притисак
па jе нормални напон негативан. При одређивању максималног напона
упоредиће се интензитети напона (односно њихове апсолутне вредности)
па се добиjа:

|σ3| > σ1 > |σ2| ⇒ σmax = |σ3| = 2
Fl

AE
,

што значи да jе максималани напон у пресеку трећег дела штапа.
Промена дужине поjединих делова штапа jе:

∆l1 =
Fa1l

A1E
=

3

2

Fl

AE
; ∆l2 =

Fa2l

A2E
= − Fl

AE
; ∆l3 =

Fa3l

A3E
= −2

Fl

AE
.

Код другог и трећег дела штапа jе промена дужине негативна, jер се ти
делови скраћуjу, а што jе у складу са раниjом констатациjом да су они
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притиснути. Промена дужине целог штапа jе:

∆l = ∆l1 +∆l2 +∆l3 = −3

2

Fl

AE
,

па се штап под деjством оптерећења скраћуjе. J

Прорачун штапова изложених аксиjалном оптерећењу
У практичним проблемима се веома често jавља следећи задатак: поз-

нато jе оптерећење штапа и своjства материjала од ког га треба направити,
а треба одредити величину попречног пресека штапа, тако да jе остварена
потребна чврстоћа, односно да се штап под деjством оптерећења не сломи.
Поступак одређивања попречног пресека се назива димензионисање штапа.

Да би се оваj задатак решио потребно jе дефинисати дозвољени напон
(σd) коjи представља максимални напон коjим материjала од ког jе штап
направљен сме бити оптерећен. Код штапова направљених од челика jе
поjава развлачења (течења) (видети Слику 3.8.2) наjчешће недопустива
тако да се као дозвољени напон може дефинисати грaница развлачења
(σR). Међутим, пошто приликом одређивања оптерећења, напона, своjства
материjала, израде тела и других фактора, постоjе могућности за грешку,
дозвољени напон мора бити мањи од границе развлачења, што се записуjе
као

σd =
σR

νR
,

где jе νR коефициjент коjи се зове степен сигурности. Степен сигурности
jе обавезно већи од 1, а његове уобичаjене вредности су од 1.5 до 3, али могу
бити и знатно веће. Вредности коjе има степен сигурности при димензио-
нисању су у директноj вези са недовољном количином информациjа током
процеса проjектовања и конструисања. На пример, степен сигурности мо-
рамо повећати ако нисмо сигурни у вредности оптерећења коjима jе тело
изложено, или не познаjемо у довољноj мери своjства материjала итд. Сте-
пен сигурности треба повећати и уколико jе у питању део коjи jе битан за
функционисање неког механизма, или чиjим отказом могу бити угрожени
људски животи.

С друге стране, при изради авиона, ракета, или других веома одговорних
конструкциjа се рачунски и експериментално врло тачно могу одредити сва
оптерећења коjима ће конструкциjа бити изложена, а затим се уз помоћ
рачунара и експерименталним поступцима могу прецизно одредити напони
у конструкциjи. За израду се користе материjали коjи се стално провераваjу
у разним фазама израде и коjи поседуjу одређене атесте, а сви битни делови
се снимаjу и провераваjу различитим методама. Због тога jе процес израде
авиона, коjи jе иначе скопчан са огромним материjалним издацима и анга-
жовањем стручне радне снаге, праћен познавањем свих битних чинилаца
процеса тако да у том случаjу степен сигурности може имати вредности
коjе су тек нешто веће од 1.
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Када jе, узимаjући све претходно у обзир, дефинисан дозвољени напон,
при димензионисању се полази од тога да напон у штапу σ не сме бити већи
од дозвољеног, што се записуjе као

σ ≤ σd.

Имаjући у виду да се напон у аксиjално оптерећеном штапу одређуjе на
основу (3.5) заменом у претходни израз jе:

Fa

A
≤ σd,

а одавде се тражена површина попречног пресека израчунава на основу:

A ≥ Fa

σd

Према томе, површина попречног пресека мора бити већа, или у краjњем
случаjу jеднака одређеноj израчунатоj вредности.

A B D

l l

C

l2

3
F2

F1
F

Пример 3.5 Штап приказан на слици
jе краjем А зглобно причвршћен за
подлогу и оптерећен силама F1 = 3F ,
F2 = 2F и F3 = 3F . Извршити
димензионисање штапа, ако jе познат
дозвољени напон материjала штапа
(σd) уз услов да jе у сваком попречном пресеку штапа напон jеднак
дозвољеном напону.

I Будући да jе штап краjем А зглобно везан за подлогу, уклањањем те
везе би требало увести две реакциjе, jедну силу у правцу осе штапа (XA)
и другу коjа jе у правцу нормалном на осу штапа. Лако jе показати да jе
ова друга реакциjа jеднака нули и да зато ниjе ни уцртана на слици. Према
томе, ситуациjа у погледу реакциjа везе jе иста као у случаjу када jе веза
укљештење. На основу jедначине равнотеже jе:

∑
Xi = −XA + F1 + F2 − F3 = 0 ⇒ XA = F1 + F2 − F3 = 2F,

па су аксиjалне силе:

Fa1 = XA = 2F ; Fa2 = XA − 3F = −F ; Fa3 = XA − 3F − 2F = −3F.

A B D

l l

3F

+

A
X x

-

A
X

a
F

C

3F

2F

l2

3F

1 2 3

2F
3F

Због променљиве аксиjалне силе штап
ће се поделити на три дела (AB, BC
и CD) чиjе ће, за сада непознате,
површине попречног пресека бити
означене са A1, A2 и A3. Напони у
поменутим деловима штапа су:

σ1 =
2F

A1
; σ2 =

F

A2
; σ3 =

3F

A3
.
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Како треба задовољити услов:

|σi| = σd ⇒ |Fai|
Ai

= σd, i = 1, 2, 3,

на основу њега су површине попречних пресека:

A B D

l l

C

2F

l2

3F3F

3
A2

A
1

A

2F

Слика 3.21: Изглед димензионисаног штапа

A1 = 2
F

σd
; A2 =

F

σd
; A3 = 3

F

σd
.

Изглед штапа направљеног према задатом услову дат jе на Слици 3.21. J

Став о издужењу штапа коме jе jедан краj покретан,
а други непокретан

Посматраће се штап код кога jе краj О зглобно везан за подлогу, тако
да jе омогућено обртање штапа око те тачке, док се други краj А може
померати (Слика 3.22). Задатак jе да се одреди како померање тачке А
утиче на издужење штапа. При томе jе са δA означено померање тачке А, а
са α угао коjи вектор померања тачке заклапа са правцем осе недеформи-
саног штапа, коjи jе дужине l.

a

Ad

A

O l

Слика 3.22: Штап коме jе jедан краj
покретан, а други зглобно везан

Нека се тачка А преместила у
положаj А1, при чему jе дошло до
деформациjе штапа (Слика 3.23). Штап,
чиjи jе недеформисани положаj приказан
испрекиданим линиjама, се издужио
тако да jе његова нова дужина l1.
Уважаваjући хипотезу о малим дефор-
мациjама, као и резултате добиjене у
Примеру 3.3, сматраће се да jе δA много
мање од дужине недеформисаног штапа,

дакле да jе δA ¿ l. На приложеним сликама jе померање δA приказано
карикирано, знатно веће него што jе у стварности, да би се боље могли
уочити извесни геометриjски обjекти. Дужина штапа у деформисаном
стању се на основу правоуглог троугла ОА1А2 може написати као:

l1 = OA1 =

√
OA2

2
+A2A1

2
=

√
(l +AA2)2 +A2A1

2
.
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Слика 3.23: Одређивање издужења штапа

Како jе на основу троугла АА1А2:

AA2 = δA cosα; A2A1 = δA sinα,

заменом у претходни израз добиjа се:

l1 =
√
(l + δA cosα)2 + (δA sinα)2 =

√
l2 + 2lδA cosα+ δ2A.

Квадрат померања тачке А jе много мањи од l2, тако да се последњи члан
у изразу под кореном може занемарити. Издваjањем l испред корена jе:

l1 = l

√
1 + 2

δA
l
cosα. (3.9)

Из математичке анализе jе познато да се развоjем у Мак-Лоренов ред за
мале величине x може написати да jе:

√
1 + 2x ≈ 1 + x.

На пример ако jе x = 0.01 и x = 0.001 тада сe применом калкуратора
добиjа:

√
1 + 2 · 0.01 = 1.0099505;

√
1 + 2 · 0.001 = 1.0009995,

па се види да су ове вредности веома блиске приближним коjе износе 1.01
и 1.001.

Користећи приказане могућности развоjа у ред, као и имаjућу у виду да
jе δA cosα /l мала величина, сада се израз (3.9) може приближно написати
као:

l1 ≈ l

(
1 +

δA
l
cosα

)
= l + δA cosα. (3.10)

Како се издужење штапа дефинише са ∆l = l1 − l заменом израза (3.10)
добиjа се:

∆l = δA cosα. (3.11)

Овим jе доказан став из наслова, према ком jе издужење штапа jеднако
δA cosα, што представља проjекциjу вектора померања покретне тачке А
на правац осе недеформисаног штапа. Поменута проjекциjа jе нацртана и
на Слици 3.23.
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Пример 3.6 Крути штап тежине Q и дужине a
постављен jе своjим краjевима А и B на идеално
глатки под односно зид. За штап jе у тачки
А везано еластично уже, коjе jе другим краjем
везано за зид у тачки C. Површина попречног
пресека ужета jе A, док материjал од ког jе
уже направљено има модул еластичности E.
Приликом везивања ужета штап jе придржаван
неким спољним узроком (на пример руком) коjи
jе након везивања ужета уклоњен. Одредити
реакциjе везе и колико ће се због еластичности
ужета померити тачка А.

IПосматраће се равнотежа крутог штапа, коjи ће се учинити слободним,
тако што ће се све везе уклонити и њихов утицаj заменити са реакциjама
веза. На таj начин ће штап, поред активне силе тежине Q, коjа делуjе
у тежишту Т (коjе jе на средини штапа) бити оптерећен са три непознате
реакциjе везе, силама NA и NB на местима додира краjева штапа са идеално
глатком подлогом и силом S коjа jе у правцу ужета. Уколико би наступиле
велике деформациjе ужета, дошло би до великог померања краjева штапа,
као што jе то приказано на Слици 3.24 а). Писање jедначина равнотеже
за таj положаj штапа би било врло компликовано. Међутим, у oтпорности
материjала се проучаваjу само мале деформациjе, што значи да ће у том
случаjу померање тачака бити врло мало у односу на величину штапа. Ово
нас наводи на фундаментално важан принцип коjи се користи у отпорности
материjала:

Jедначине равнотеже се пишу за положаj тела коjи одговара недефор-
мисаном систему.

Дакле, штап при ослобађању од веза треба нацртати у положаjу у ком jе
био пре деформациjе ужета, као што jе приказано на Слици 3.24 б).

Како jе под деjством овог раванског система сила штап у равнотежи
могу се написати три jедначине равнотеже коjе гласе:

∑
Xi = NB − S cos 30◦ = 0;

∑
Yi = NA + S sin 30◦ −Q = 0;

∑
MA = Q cos 60◦

a

2
−NB cos 30◦a = 0.

Из треће jедначине се добиjа:

NB =
Q

2
√
3
=

√
3

6
Q,

а онда заменом ове вредности у прву jедначину jе:

S =
2√
3
NB =

1

3
Q.
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Слика 3.24: Анализа равнотеже штапа: а) равнотежа при великим деформациjама;
б) равнотежа при малим деформациjама; в) померања при малим деформациjама

Наjзад сада се из друге jедначине добиjа да jе:

NA = Q− S sin 30◦ =
5

6
Q.

Дужина ужета l пре деформациjе се одређуjе на основу jеднакокраког
троугла ABC па jе:

2l cos 30◦ = a ⇒ l =

√
3

3
a.

Како jе позната сила S коjом jе уже оптерећено, може се одредити и његово
издужење, тако да jе:

∆l =
Sl

AE
=

√
3Qa

9AE
.

Услед еластичности ужета, доћи ће до померања тачке А, а самим тим и
читавог штапа. При том, због постоjећих веза, тачка А се може померити
само у хоризонталном правцу. Између померања тачке А (δA) и издужења
ужета (∆l) постоjаће према ставу о издужењу штапа следећа веза (погле-
дати затамњен троугао на Слици 3.24 в)):

∆l = δA cos 30◦ =

√
3

2
δA,

а одавде jе померање тачке А:

δA =
2√
3
∆l.

Заменом израза за ∆l добиjа се:

δA =
2Qa

9AE
.

J
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Статички неодређени аксиjално оптерећени штапови
У досадашњем разматрању аксиjално оптерећених штапова и при реша-

вању задатака, могло се запазити да jе броj jедначина равнотеже био jеднак
броjу реакциjа везе. Због тога jе систем jедначина равнотеже био довољан
да би се одредиле све реакциjе везе. Овакви проблеми се називаjу статички
одређени. Међутим, постоjе и проблеми код коjих jе броj реакциjа везе већи
од броjа jедначина равнотеже, што значи да ове jедначине нису довољне за
одређивање свих реакциjа везе. Проблеми овог типа се називаjу статички
неодређени. Разлика између броjа реакциjа везе и jедначина равнотеже
представља степен статичке неодређености. Очигледно да jе за решавање
оваквог проблема потребно написати додатне jедначине, коjе се називаjу
допунске и коjих треба да буде онолико колики jе степен статичке неодређе-
ности. Допунске jедначине се формираjу на основу услова коjи деформациjе
мораjу задовољити и коjи су геометриjске природе, па се називаjу геомет-
риjски услови деформациjе.

На следећим примерима ће се показати поступак решавања статички
неодређених проблема.

F
A

B

2l 3l

C

A 2A
Пример 3.7 Нека jе дат штап променљивог
попречног пресека, приказан на слици, коме
су оба краjа причвршћена за зидове. Штап
jе у тачки C оптерећен силом F . Део AC
jе дужине 2l и површине попречног пресека
A, док jе део CB дужине 3l и површине
попречног пресека 2A. Одредити реакциjе везе
и максимални напон.

I Штап jе на оба краjа причвршћен за зидове па ће се након уклањања
ових веза увести две реакциjе везе, силе XA и XB . За дати систем сила
може се написати само jедна jедначина равнотеже коjа гласи:

F
A

B
C

A
X B

X

1
2

∑
Xi = −XA + F −XB = 0.

Имаjући у виду да постоjе две реакциjе везе, а само jедна jедначина равно-
теже, дати проблем jе jедном статички неодређен, па jе потребно написати
jедну допунску jедначину. На основу анализе деформациjа штапа закључуjе
се да, будући да су краjеви штапа причвршћени за подлогу те да се не могу
померати, неће доћи до промене дужине штапа, то jест да jе:

∆l = 0.
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Оваj израз jе у датом задатку геометриjски услов деформациjе. Штап ће
се поделити на два дела, први од пресека А до пресека C, а други од C до
B, тако да се промена дужине штапа може изразити и као:

∆l = ∆l1 +∆l2 =
Fa1l1
A1E

+
Fa2l2
A2E

.

Како jе:

Fa1 = XA; Fa2 = XA − F ; l1 = 2l; l2 = 3l; A1 = A; A2 = 2A,

заменом у претходни израз, као и имаjући у виду геометриjски услов де-
формациjе jе:

∆l = 2
XAl

AE
+

3

2

(XA − F )l

AE
= 0.

Ово jе допунска jедначина у овом задатку, коjа заjедно са jедначином рав-
нотеже чини систем од две jедначине са две непознате реакциjе везе. Ре-
шавањем ових jедначина jе:

XA =
3

7
F ; XB = F −XA =

4

7
F.

Наjзад напони у првом и другом делу штапа су:

σ1 =
Fa1

A1
=

XA

A
=

3F

7A
; σ2 =

Fa2

A2
=

XA − F

2A
= −2F

7A
.

Максимални напон jе у првом делу штапа. J

A
B

l

A
Пример 3.8 Штап од челика (E = 2× 1011 Pa,
α = 1.25 × 10−5 1/K) има на температури
t0 = 20◦C дужину l = 1 m. Штап jе
своjим краjевима причвршћен за зидове, између
коjих jе растоjање 1m. Након тога, штап jе
изложен деjству Сунца услед чега се загреjао на
температуру од 65◦C. Одредити напон у штапу.

I Уколико се уклоне везе, штап ће на

A
X

B
X

x
своjим краjевима бити оптерећен реакциjама
XA и XB . Претпоставиће се да су смерови
ових реакциjа такви да оне затежу штап.
Jедначина равнотеже jе:

∑
Xi = −XA +XB = 0,

па jе проблем jедном статички неодређен. Геометриjски услов деформациjе
jе:

∆l = 0.
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Штап jе оптерећен силама и уз то jе загреjан тако да за промену дужине
важи:

∆l = ∆lF +∆lt =
XAl

AE
+ l α∆t = 0,

где jе ∆lF промена дужине штапа када jе незагреjан и оптерећен само
силама, док jе ∆lt промена дужине штапа уколико jе загреjан и без деjства
сила. Решењем ове допунске jедначине се добиjа:

XA = −AE α∆t.

Предзнак минус указуjе на то да jе смер реакциjа везе погрешно претпос-
тављен. Одавде jе напон у сваком пресеку штапа:

σ =
XA

A
= −E α∆t = −E α(t1 − t0)

= −2× 10111.25× 10−5(65− 20) = −112, 5MPa.

J

У последњем примеру jе штап оптерећен значаjним напоном коjи се
назива термички. Термички напони коjи се поjављуjу код конструкциjа
могу значаjно угрозити њено функционисање па се на разне начине тежи да
се овакви проблеми превазиђу. На пример (Слика 3.25), jедан краj металних
мостова се обично ослања на непокретни ослонац (А), док се други краj
моста ослања на jедан, или више покретних ослонаца (B). Ови ослонци се
често технички изводе као ваљци, по коjима се мост котрља. При загревању
моста, он се издужуjе и како му jе омогућено котрљање по ваљцима неће
доћи до поjаве термичких напона. На месту прелаза са покретног краjа
моста на обалу потребно jе оставити простор за издужење где се умећу
дилатациони чешљеви коjи омогућаваjу несметан пролаз возила када се
мост по хладном времену скрати.

A

B

a)

á)

A B

Слика 3.25: Техничко решење за елиминациjу термичких напона: а) реална
конструкциjа моста; б) еквивалентни механички модел
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Слика 3.26: Техничко решење
за елиминациjу термичких
напона цевовода

Спречавање настанка термичких напона
код цевовода би, због неопходности заптивања,
било компликовано извести путем покретних
ослонаца, као што се то ради код мостова.
Oбично се то ради уметањем посебних закрив-
љених делова, као што jе то приказано на
Слици 3.26. Ови додаци на цевима дозвољаваjу
издужење и скраћење цеви, а самим тим утичу
и на знатно смањење термичких напона.

B

A

l

O

AE

AE 2l

l/2

C

1 2
o

45

B
1

A
1

Q

Пример 3.9 Крути и лаки угаоник
AOB, везан jе зглобно у тачки O
за ослонац и у тачки C оптерећен
силом Q. За угаоник су у тачкама
A и B везани лаки еластични
штапови AA1 и BB1 коjи имаjу исту
површину попречног пресека и модул
еластичности . Одредити напоне у
еластичним штаповима.

I Након ослобађања угаоника од веза и увођења реакциjа везе може се
констатовати да се за угаоник могу написати 3 jедначине равнотеже, а да
постоjе 4 непознате реакциjе, па jе дати проблем jедном статички неодређен.
Имаjући у виду да треба одредити само напоне у штаповима, односно силе
S1 и S2 написаће се само моментна jедначина коjа гласи:

∑
MO = S1l sin 45

◦ + S22l −Q
3

2
l = 0 ⇒

√
2

2
S1 + 2S2 =

3

2
Q. (а)

Преостале две jедначине равнотеже се користе за одређивање реакциjа у
тачки О па се неће ни написати.

B

A

l

O

3 /2l l/2

C

x

y

OY
OX

2
S

1
S

o

45
Q

За одређивање допунске jедначине
извршиће се анализа померања тачака.
Под деjством оптерећења ће доћи до
обртања угаоника за извесни мали угао ϕ
око тачке О (Слика 3.27). Претпоставиће
се да jе смер обртања исти као смер
кретања казаљке на сату и у сагласности
са тим увести померања тачака A и B. За
мали угао ϕ та померања су приближно
у правцу коjи jе нормалан на правац коjи
спаjа тачке A и B (на коjе са та померања
односе) са тачком О. Смер померања тачака A и B одговара смеру обртања
угаоника, док су интензитети померања:

δA = OAϕ = lϕ; δB = OBϕ = 2lϕ.
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1z

B
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l

O

AE
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2

o

45

1
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1
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Слика 3.27: Анализа померања

Издужења штапова 1 и 2, према (3.11), износе:

∆l1 = δA sin 45◦ =

√
2

2
lϕ; ∆l2 = δB = 2lϕ.

Међусобним делењем претходне две jедначине се добиjа геометриjски услов
деформациjе:

∆l1
∆l2

=

√
2

4
. (б)

Везе између сила у штаповима и издужења штапова су:

∆l1 =
Fa1l1
AE

=
√
2
S1 l

AE
; (в)

∆l2 =
Fa2l2
AE

=
S2 l

AE
, (г)

при чему су се дужине штапова одредиле на основу Слике 3.12.7 и износе
l1 =

√
2l и l2 = l. Заменом (в) и (г) у услов (б) jе:

√
2S1

S2
=

√
2

4
⇒ S2 = 4S1. (д)

На основу допунске jедначине (д) и jедначине равнотеже (а) добиjа се:

S1 =
3Q

16 +
√
2
; S2 =

12Q

16 +
√
2
.

Позитивне вредности добиjених сила указуjу на то да су штапови оптере-
ћени на затезање. Напони у штаповима су:

σ1 =
Fa1

A
=

S1

A
=

3Q

(16 +
√
2)A

; σ2 =
Fa2

A
=

S2

A
=

12Q

(16 +
√
2)A

.

J
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Задаци

A AB
C

F

l3l2

A2

3.1 Штап дужине 5l jе на дужини
2l попречног пресека површине 2, а
преостали део штапа jе површине по-
пречног пресека A. Штап jе укљештен
левим краjем А за подлогу и оптерећен
jе силом интензитета F у тачки C.
Одредити максимални напон у штапу.
Одредити промену дужине целог штапа
Модул еластичности материjала штапа jе E.

A C D

F

l l

d d
F2F

d2

E

tDB

l/23 l/23

3.2 На слици jе приказан штап укупне
дужине 5l, променљивог попречног пре-
сека, коjи jе краjем А укљештен за
подлогу. Штап jе од пресека А до
пресека B прстенастог попречног пресека,
унутрашњег пречника d, а спољашњег 2d,
од B до D je кружног попречног пресека
пречника 2d и од D до E jе кружног

попречног пресека пречника d. Штап jе оптерећен силама као што jе то
приказано на слици, а уз то jе и загреjан при чему промена температуре
износи ∆t. Одредити напоне у штапу и промену дужине. Подаци:
l = 0.22 m, d = 10 mm, F = 30 kN , ∆t = 41 K, материjал jе
челик E = 2.1× 1011 N/m2, α = 1.2× 10−5K−1. Колико треба загреjати
штап да он, под деjством сила не би променио своjу дужину?

A

l

BC

F

l2

d 2d

3.3 Штап дужине 3l jе у првом делу коjи
jе дужине 2l кружног попречног пресека
пречника d, а преостали део штапа jе
кружног попречног пресека пречника 2d.
Штап jе краjевима А и B укљештен за
подлогу и оптерећен jе силом интензитета
F у тачки C. Одредити реакциjе везе и
максимални напон. Модул еластичности
материjала штапа jе E. Уколико би се штап направио тако да jе константног
кружног попречног пресека пречника d, како би се то одразило на напоне.
Да ли би тада напон у делу штапа CB био четири пута већи, jер му се
површина попречног пресека смањила за четири пута?
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A

l d

BC

l2

F
d

D 3.4 Еластични штап константног, круж-
ног попречног пресека пречника d и
дужине 3l причвршћен jе своjим краjем
А за подлогу. На штап у пресеку C делуjе
сила F у правцу осе штапа. Када jе
штап неоптерећен десни краj штапа B се
налази на растоjању δ од крутог зида D.

При томе jе δ много мање од дужине l. Одредити реакциjе везе под условом
да jе краj B додирнуо зид D.

A

l

BC

d d2

l3

tD

3.5 Приказани штап jе на делу AC
кружног попречног пресека пречника d,
а преостали део штапа jе пречника

√
2d.

Штап jе краjевима А и B причвршћен
за круте зидове коjи су на растоjању 4l.
При монтажи штапа jе његова дужина
4l, а температура t0. Одредити реакциjе
везе и напоне у штапу ако се штап загреjе на температуру t1. Mодул
еластичности штапа jе E, а коефициjент топлотног ширења α.

AE

O
2a

Q

A

A
1

o

60

l

a
B

C

2a

3.6 Крута плоча тежине Q облика приказаног
на слици, зглобно jе везана у тачки О за
подлогу. У тачки A jе зглобно причвршћен
лаки и еластични штап дужине l, површине
попречног пресека A и модула еластичности
E коjи jе краjем A1 причвршћен за подлогу.
Одредити напон у штапу и померање тачке B.

3.7 Крут и лак штап ОА дужине 2l зглобно
je везан у тачки О за подлогу и оптерећен
спрегом M. За оваj штап су зглобно, у
тачкама А и B, везана два лака еластична
штапа, оба исте површине попречног пресека
и модула еластичности E. Ови штапови
су преосталим краjевима зглобно везани за
подлогу. Одредити напоне у еластичним
штаповима.

B

A

l

l

AE

O

M

o

30

1 2

o

60

AE

A
1

B
1
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F

AE

B
1

l

A

A
1

o

45
AE

2l

O
B

a

2a 1

2

3.8Лак и крут угаоник AОB са крацима дужине a и 2a,
зглобно jе везан у тачки О за подлогу. У тачкама A и
B су зглобно причвршћени лаки и еластични штапови
коjи су краjевима A1 и B1 причвршћени за подлогу.
Оба штапа имаjу исту површину попречног пресека, са
дужином 2l (штап 1) и l (штап 2). Угаоник jе у тачки
А оптерећен силом F . Одредити напоне у еластичним
штаповима.

3.9 Крут угаоник OAB тежине Q направљен
jе крутим спаjањем два jеднака штапа исте
дужине . Угаоник jе зглобно везан за подлогу
у тачки О, док су у тачкама A односно B
зглобно причвршћени лаки и еластични штапови
коjи су краjевима A1 односно B1 причвршћени
за подлогу. Штап АА1 jе дужине l, док jе
штап BB1 дужине 2l. Оба еластична штапа су
исте површине попречног пресека и направљени
су од материjала чиjи jе модул еластичности
E, док jе дозвољени напон σd. Извршити
димензионисање еластичних штапова.

BA

O

AE

AE

l
a1

2

2la Q

A
1

B
1

A

1

2

o

60

l
O2AE

B
l

AE

Q

a

o

60

o

60

3.10 Крута плоча тежине Q, коjа има облик
правоуглог троугла, зглобно jе везана у тачки
О за подлогу. За плочу су у тачкама А и B
зглобно везана два лака еластична штапа, оба истог
модула еластичности и дужине l. Површина
попречног пресека штапа 1 jе 2A док за штап 2
износи A. Штапови су направљени од материjала
чиjи jе дозвољени напон σd. Извршити њихово
димензионисање.

3.11 Лака и крута троугласта плоча OAB са
странама jеднаке дужине a, зглобно jе везана у
тачки О за подлогу. У тачкама A и B су
зглобно причвршћени лаки и еластични штапови
коjи су краjевима A1 и B1 причвршћени за подлогу.
Плоча jе оптерећена силом F . Одредити напоне у
еластичним штаповима.
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o
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1 2

3.12 Крута плоча тежине Q у облику правоуглог,
jеднакокраког троугла са катетама дужине a, зглобно
jе везана у тачки О за подлогу. У тачкама A и B
су зглобно причвршћени лаки и еластични штапови
оба направљени од истог материjала са модулом
еластичности E. Површина попречног пресека штапа
1 jе , дужина jе l, док je код штапа 2 површина
попречног пресека 2A, док jе дужина 2l. Одредити
напоне у еластичним штаповима. Да ли jе сврсисходно
коришћење штапа 1? Предложити боље решење.

3.13 Крута плоча тежине Q коjа има облик
jеднакокраког правоуглог троугла зглобно jе
везана у тачки О за подлогу и оптерећена у тачки
C силом F . За плочу су у тачкама А и B зглобно
везана два лака еластична штапа, оба истог модула
еластичности E и дужине l. Површина попречног
пресека штапа 1 jе 2A док за штап 2 износи A.
Одредити напоне у еластичним штаповима.
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3.14 Лака и крута плоча коjа jе у облику квадрата
странице a, зглобно jе везана у тачки О за
подлогу. Плоча jе у тачки B оптерећена силом
F . За плочу су у тачкама А и B зглобно везана
два лака еластична штапа, оба истог модула
еластичности E и дужине l. Површина попречног
пресека штапа 1 jе 2A док за штап 2 износи A.
Одредити напоне у еластичним штаповима.

3.15 Лака крута плоча у облику
правоугаоника са странама дужине a
и

√
3a зглобно jе везана у тачки О за

подлогу и оптерећена силом F . У тачкама
A и B су зглобно причвршћени лаки и
еластични штапови, оба од материjала
модула еластичности E, коjи су краjевима
A1 и B1 причвршћени за подлогу. Површина
попречног пресека штапа АА1 jе 2A, дужина
jе l док ове две величине код штапа BB1

износе A и 2l. Одредити напоне у еластичним
штаповима.
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3.16 Плоча у облику правоугаоника са
странама дужине a и

√
2a и тежине Q зглобно

jе везана у тачки О за подлогу. У тачкама A и
B су зглобно причвршћени лаки и еластични
штапови оба дужине l и модула еластичности
E, коjи су краjевима A1 и B1 причвршћени за
подлогу. Површина попречног пресека птапа
АА1 jе A, док код штапа BB1 износи 2A.
Одредити напоне у еластичним штаповима.

3.17 Крута плоча тежине Q коjа има облик круга
полупречника R зглобно jе везана у тачки О за
подлогу. За плочу су у тачкама А и B зглобно
везана два лака еластична штапа, оба истог модула
еластичности E и дужине l. Површина попречног
пресека штапа 1 jе 2A док за штап 2 износи A.
Одредити напоне у еластичним штаповима.
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3.18 Лаки и крути оквир добиjен спаjањем
четири штапа дужине , зглобно jе везан у тачки
О за подлогу и оптерећен у тачки C силом F . У
тачки A jе за оквир зглобно причвршћен лаки
и еластични штап дужине l, док jе у тачки B
причвршћен лаки и еластични штап дужине 2l.
Површина попречног пресека оба штапа jеA, док
jе модул еластичности E. Одредити напоне у
еластичним штаповима.
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3.5 Напони и деформациjе при смицању

Смицање се поjављуjе код штапа коjи jе оптерећен

F
F

e

Слика 3.28: Дефини-
циjа смицања

са две силе истог интензитета, а супротног смера чиjе
су нападне линиjе паралелне и на малом растоjању
ε (Слика 3.28). Као пример оптерећења на смицање
може се навести сечење жице, папира, или лима уз
помоћ клешта и ручних или машинских маказа. У
свим овим примерима постоjе два сечива (од коjих
jедно може бити и непокретно) коjа истовремено де-
луjу на тело коjе се сече. Сечива су међусобно врло
блиска и њихово деjство на тело се може заменити

паралелним силама, као што jе приказано на на примеру клешта на Слици
3.29 Битно jе да постоjи одређено растоjање између сечива, а на основу
искуства се зна да превелико или премало растоjање утиче на ефикасност
сечења.

F

F

a) á) â)

Слика 3.29: Пример смицања код жице оствареног кљештима: а) делови кљешта за
сечење жице; б) изглед при сечењу; в) деформисана жица

Напомена. Тело коjе jе изложено смицању према претходноj дефинициjи
не би било у равнотежи, jер без обзира на мало растоjање између сила
оне формираjу спрег сила. Свако ко jе резао картон маказама могао jе
да запази да при томе долази до обртања делова картона што jе директна
последица поменутог спрега сила. Ово обртање се у случаjу картона може
спречити руком, односно, при томе jе потребна мала сила. Дакле, да би
тело било у равнотежи мора бити оптерећено jош jедним спрегом сила, али
како се он у пракси остваруjе са силама малог интензитета његов утицаj ће
се занемарити.

При смицању долази до паралелног померања (клизања) равни у коjима
делуjу силе и коjе се називаjу равни клизања. На Слици 3.30 приказана jе
деформациjа до коjе при томе долази. Уколико се посматра елементарно
мали део тела, чиjа jе jедна страна у облику правоугаоника, при дефор-
мациjи ова страна прелази у ромбоид. Дакле, при деформациjи супротне
странице остаjу међусобно паралелне. Као мера деформациjе се при сми-
цању користи угао за коjи се заокренула станица елементарног дела. Оваj
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F
F

g

a) á)

e

Слика 3.30: Деформациjа штапа при смицању: а) недеформисан штап; б) деформисан
штап

угао се означава са γ и назива угао клизања.

F

n

Ad

s
A

t
dR

Слика 3.31: Пресек на телу коjе jе
изложено смицању

Да би се могли одредити напони при
смицању користиће се метода пресека.
Направиће се замишљени пресек тела
(Слика 3.31) коjи се поклапа са равни
клизања и посматрати равнотежа доњег
дела тела. Површина попречног пресека,
коjи се при томе добиjа, назива се
површина смицања и означава се са
As. Доњи део тела jе оптерећен силом
F и унутрашњим силама на пресеку.
Како jе оваj део тела у равнотежи, онда
унутрашње силе мораjу бити такве да
одржаваjу равнотежу са силом F . То jе
могуће остварити уколико су унутрашње

силе истог правца, а супротног смера у односу на силу F . Дакле,
унутрашње силе, а самим тим и напони су у равни пресека, одакле се
закључуjе, да се при смицању jављаjу искључиво тангенциjални напони τ .
Овакав специjалан случаj напона jе већ раниjе приказан на Слици 3.7 в).
Елементарана сила dR на елементарноj површини dA jе:

dR = τ dA.

Експерименти показуjу да jе тангенциjални напон приближно константно
распоређен по површини пресека, тако да ће се усвоjити да jе τ = const.
У том случаjу, интензитет резултуjуће силе на пресеку износи:

R = τ As,

и да би се остварила равнотежа посматраног дела штапа мора бити задо-
вољено R = F . На основу тога jе тангенциjални напон у пресеку:

τ =
F

As
.
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Елементарни део, издвоjен са попречног пресека штапа, приказан на Слици
3.32 у ортогоналноj и косоj проjекциjи jе са горње и доње стране оптерећен
напонима τ . Уколико би на елементарни део деловали само ови напони,
елементарне силе на горњоj и доњоj површини би формирале спрег због кога
елементарни део не би био у равнотежи. Међутим, како jе он у равнотежи,
то jе могуће због тога што и на бочним странама постоjе тангенциjални
напони τ , као што jе то приказано на слици.

t
t

t
t

t

t

t

t

C

a) á)

Слика 3.32: Напони на елементарном делу:
а) ортогонална и б) коса проjекциjа

Да би се одредила веза између
тангенциjалног напона и угла кли-
зања као мере деформациjе за
конкретни материjал, приступа се
одређеним експериментима. На
основу њих се добиjа да између
тангенциjалног напона и угла кли-
зања постоjи линеарна зависност,
коjа се може исказати са:

τ = Gγ, (3.12)

где jе G физичка константа датог
материjала коjа се назива модул клизања. Ова веза jе слична вези између
нормалног напона и уздужне дилатациjе (3.7), па се назива Хуков закон за
смицање.

F F

d

C

A

B
B

A

D

Пример 3.10 На слици jе дато техничко
решење зглобног везивања штапа А са
постољем B коjе jе у склопу подлоге. Кроз
кружне отворе на штапу и постољу увучена jе
цилиндрична осовиница C, чиjе jе евентуално
испадање спречено расцепком D. На таj начин
jе спречено померање штапа у правцу силе,
али ова веза омогућава да се штап може
закретати у односу на постоље. Осовиница
jе пречника d, а штап jе оптерећен силом F .
Одредити напон у осовиници.

I При деjству силе F на штап

F

F

s
A

a) á)

постоjи тежња да се он помери то
jест “склизне” у односу на посто-
ље у чему га спречава осовиница.
Уколико се осовиница издвоjи из
приказаног склопа, потребно jе за-
менити утицаj штапа и постоља
на њу. Штап делуjе на осовиницу
силом истог интензитета F као

што jе и сам оптерећен, због чега постоjи тежња да се осовиница помери
ка горе. Међутим у томе jе спречава постоље делуjући на осовиницу силом
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истог интензитета F , али супротног смера (видети слику а)). Ова приближ-
на анализа додводи до закључка да jе осовиница оптерећена силама истог
интензитета и супротног смера, чиjи су правци на малом растоjању, што jе
дефинициjа смицања. Према томе, у осовиници jе jављаjу тангенциjални
напони коjи износе:

τ =
F

As
,

при чему jеAs површина на коjоj наступа смицање (површина смицања). Да
би се она одредила поћи ће се од претпоставке да jе дошло до лома штапа.
У том случаjу површина на коjоj наступа лом jе површина смицања. До
лома би дошло на пресеку на коjем би штап “склизнуо” по постољу (видети
слику б)), па jе површина смицања jеднака површини попречног пресека
штапа. Заменом у израз за напон добиjа се да jе напон у осовиници:

τ =
4F

d2π
.

J

3.6 Напонско стање у течностима

За разлику од чврстих тела, у теч-

F

a) á)

Z

T

A

B

Слика 3.33: У течностима се не
поjављуjу тангенциjални напони

ностима коjе су у стању мировања се не
могу поjавити тангенциjални напони.
Ово своjство течности уjедно служи и
за њихово дефинисање. На Слици 3.33
jе дат приказ апаратуре коjом се може
показати непостоjање тангенциjалних
напона у течностима. Унутар простора
коjи формираjу две посуде, од коjих jе
jедна покретна (А), а друга непокрет-
на (B), налази се испитивана течност
(T). На месту додира ових посуда на-
лази се заптивач (Z), коjи не дозвољава
истицање течности између посуда. При
деjству силе F на покретну посуду доћи
ће до њеног померања, а течност у посудама коjа jе обликована као “штап”,
биће оптерећена на смицање (видети сличност са чврстим штапом у Приме-
ру 3.10). Експеримент показуjе да модул клизања течности има врло мале,
скоро занемарљиве вредности, односно да се у течностима готово уопште
и не поjављуjу тангенциjални напони. Ово своjство течности се обjашњава
великом међусобном покретљивошћу молекула течности.

Да би се у потпуности размотрило напонско стање у течности посмат-
раће се експеримент приказан на Слици 3.34 а) где jе приказан клип коjи
притиска течност коjа се налази у посуди. Течност ће се при томе одупрети
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Слика 3.34: У течностима се поjављуjу само нормални притисни напони: а) течност
притиснута клипом; б) горњи ред—деjство течности на сензор манометра; доњи ред—
деjство сензора манометра на течност

оптерећењу слично штапу коjи jе аксиjално оптерећен. Међутим, постоjаће
и jедна битна разлика. Код штапа ће у некоj произвољноj тачки у разли-
читим пресецима штапа бити различити напони. Да би се одредио напон
у некоj тачки течности користиће се манометар коjим се мери притисак.
Активни део манометра, коjи прихвата оптерећење од течности jе сензор.
При закретању манометра у истоj тачки течности показуjе се да jе сензор
при било ком углу оптерећен истим притиском (горњи ред на Слици 3.34
б)). Истим овим притиском сензор оптерећуjе течност (доњи ред на Слици
3.34 б)).

На основу ових експеримената се може закључити да у сваком замишље-
ном пресеку кроз исту тачку течности постоjе само нормални напони, коjи
су истог интензитета, дакле не зависе од ориjентациjе пресека. Ови напони
су притисни jер су увек усмерени ка површини пресека, што одговара спе-
циjалном случаjу приказаном на Слици 3.7 б). Дакле, тело коjе се потопи
у течност, притиснуто jе са сваке стране, па и са доње.

3.7 Увиjање

Штап jе оптерећен на увиjање уколико jе изложен деjству спрегова чиjе
су равни нормалне на осу штапа. Будући да су вектори спрегова нормални
на раван спрега, онда су при увиjању вектори спрегова у правцу осе штапа,
што може послужити као дефинициjа увиjања. У пракси се увиjање доста
често среће, на пример код ротираjућих штапова коjи преносе снагу од
мотора ка радноj машини и коjи се зову вратила.

На Слици 3.35 jе дат пример штапа на коjи делуjе више спрегова. При
проучавању увиjања направиће се замишљени пресек А коjим се штап дели
на два дела коjи су означени са 1 и 2. Посматраће се равнотежа дела штапа
коjи jе означен са 1 и коjи jе оптерећен спреговима M1 и M2. Да би таj
део штапа био у равнотежи неопходно jе да унутрашње силе у пресеку А
формираjу спрег коjи jе jеднак збиру спрегова M1 и M2. Оваj спрег коjи
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делуjе на попречни пресек се означава са Mu и назива момент увиjања. Он
представља меру оптерећена датог пресека. Вредност момента увиjања се
одређуjе сабирањем спрегова само са леве, или само са десне стране пресека,
па jе:

4
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3M

2
M

1
M

1
M

2
M

u
M
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A

1
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1

Слика 3.35: Увиjање штапа и момент
увиjања: а) штап као целина; б) равно-
тежа дела 1

Mu =
∑

Ml
i или Mu =

∑
Md

i

где се индексом l односно d упућуjе
на то да су сабрани само спрегови
са леве стране односно десне стране
пресека. При томе jе потребно увести
конвенциjу о предзнаку спрега коjи
се сабира, па ће се сматрати да jе
позитиван онаj спрег чиjи jе вектор
усмерен од пресека. Дакле, уколико
се сабираjу спрегови са леве стране
пресека позитиван jе спрег чиjи jе
вектор усмерен у лево, а са десне
стране пресека позитиван jе спрег чиjи
jе вектор усмерен у десно.

Напони при увиjању

Посматраће се штап чиjи jе jедан

1
g

B

A

B
1

M

O

q

Слика 3.36: Угао закретања изводнице и
угао увиjања

краj причвршћен за зид, док jе други
краj оптерећен спрегом M. Изводни-
ца на омотачу штапа, коjа jе у неоп-
терећеном стању паралелна са осом
штапа, при деформациjи се заокреће
за угао коjи ће се означити са γ1, како
jе то приказано на Слици 3.36. Тачка
А се при томе не помера, док тачка B
прелази у положаj B1, померивши се
при томе по луку круга чиjа jе раван
нормална на осу штапа. Угао BOB1

за коjи jе обрнуо полупречник десног
краjа штапа, представаља угао увиjа-
ња и означава се са θ.

Уочиће се низ изводница и кругова
чиjе су равни нормалне на осу штапа као што jе приказано на Слици 3.37.
При увиjању штапа, све изводнице на омотачу штапа се заокрећу за исти
угао γ1, док тачке на круговима, остаjу и даље на тим круговима. Уколико
се издвоjи jедан деформисани елементарни део штапа, може се запазити да
при деформациjи правоугаона страна елементарног дела прелази у ромбоид.
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Упоређењем ове деформациjе са оном на Слици 3.32 где jе приказана де-
формациjа елементарног дела при смицању, види се да jе у питању иста
врста деформациjе. Зато се може закључити да се при увиjању штапа,
слично као код смицања, поjављуjу тангенциjални напони, коjи делуjу на
четири стране елементарног дела. Будући да jе у питању елементарни део
на омотачу штапа, ови напони ће се означити са τ1.

M

1
g

1
t

1
t

1
t

1
t

a) á)

Слика 3.37: Деформациjе при увиjању: а) недеформисани штап; б) деформисани штап

O

A

1
t

Слика 3.38: Ориjентациjа
тангенциjалних напона на
попречном пресеку

Деформациjе и напони при увиjању
се не поjављуjу само на омотачу штапа,
већ ће се поjавити и код елементарних
делова коjи су унутар штапа. Уколико се
направи попречни пресек на штапу и уоче
елементарни делови на пресеку (Слика 3.38)
тада ће тангенциjални напон у свакоj тачки
пресека бити у правцу коjи jе нормалан на
линиjу коjа спаjа поменуту тачку са центром
попречног пресека О. На оваj начин постаjе
позната ориjентациjа напона у пресеку.
Напон коjи се jавља на елементарном делу
А (коjи jе на омотачу штапа) jе τ1, док ће се
распоред интензитета напона по попречном
пресеку одредити у наставку излагања.

Анализа лома вратила и других штапова
оптерећених на увиjање показуjе да почетак
лома, у облику пукотине настаjе на омотачу тела, да би се онда ова пукотина
проширила кроз цео пресек штапа. Имаjући у виду експерименталне
податке, треба очекивати да ће при увиjању наjвећи напон бити на омотачу
штапа, односно да тангенциjални напон неће бити равомерно распоређен
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по попречном пресеку, као што jе то случаj код смицања. Да би се
одредио распоред тангенциjалних напона по површини попречног пресека
посматраће се изводница AC на омотачу штапа и линиjа BD коjа jе у
равни коjу дефинишу оса штапа и изводница AC (Слика 3.39). Линиjа
BD jе паралелна са осом штапа и на растоjању ρ од ње. Изводница AC
ће се заокренути за угао γ1, а линиjа BD за угао γ. Тачке C и D ће при
деформациjи штапа прећи у положаj C1 и D1 при чему ће тачке O, C1 и D1

бити на истом правцу. Уколико се дужине лукова
_

CC1 и
_

DD1 изразе преко
углова закретања γ1 и γ добиjа се:

g

1
g
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B

C

D

r

R

q

C
1

D1

M

l

O

Слика 3.39: Деформациjе у унутрашњости штапа

_

CC1 = l γ1;
_

DD1 = l γ,

док у случаjу да се изразе преко угла увиjања θ биће:
_

CC1 = Rθ;
_

DD1 = ρ θ.

Изjедначавањем ових израза jе:

l γ1 = Rθ; l γ = ρ θ.

Међусобним делењем ова два израза и решавањем по γ добиjа се:

γ =
γ1ρ

R
. (3.13)

Како jе према Хуковом закону за смицање (3.12):

γ =
τ

G
; γ1 =

τ1
G
,

заменом у (3.13) добиjа се да jе тангенциjални напон:

τ =
τ1
R
ρ. (3.14)
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Имаjући у виду да су τ1 и R за дати попречни пресек константне величине,
израз (3.14) указуjе на то да интензитет тангенциjалног напона у некоj
тачки пресека линеарно зависи од ρ дакле од удаљености те тачке од осе
штапа. Дакле, напон на самоj оси штапа jе jеднак нули, док jе максимални
напон τ1 у тачкама коjе су на омотачу штапа. На Слици 3.40 jе графички
приказано у ком односу стоjе тангенциjални напони у тачкама коjе су на
jедном пречнику. У наставку ће се одредити колики jе интензитет макси-
малног напона τ1.

Посматраће се попречни пресек увиjеног

t

O

1
t

R

1
t

Слика 3.40: Распоред напона
по попречном пресеку штапа
при увиjању

штапа коjи jе приказан на Слици 3.41. Већ jе
напоменуто да jе у тачкама коjе су на истом
растоjању од осе штапа исти интензитет тан-
генциjалних напона. Уочиће се зато jедан прс-
тенасти елементарни део штапа, коjи jе полу-
пречника ρ, а дебљине dρ. У свакоj тачки те
танке прстенасте површине jе исти напон τ .
Елементарне силе, коjе делуjу на том прстену,
биће распоређену у правцу тангенте и при томе
ће (видети пример дат на Слици 2.14 у одељку
2.4) заjеднички формирати елементарни спрег
dM. Интензитет овог спрега ће се одредити
множењем тангенциjалног напона са површи-
ном прстенасте површине и полупречником ρ

па jе:
dM = τ ρ dA.

drr
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t

t
t

t

t
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O

Слика 3.41: Одређивање спрега
елементарних сила

Користећи израз (3.14) као и чињеницу да
jе dA = 2πρdρ добиjа се:

dM =
2πτ1ρ

3dρ

R
. (3.15)

Ово jе интензитет спрега коjи делуjе на jедну
елементарну површину. Укупан спрег M,
коjи делуjе на читавоj површини попречног
пресека, а коjи jе jеднак моменту увиjања
Mu у датом пресеку, добиjа се интеграциjом
елементарног спрега по координати ρ коjа jе
у границама од 0 до R, па jе:

Mu = M =

∫ R

0

2πτ1ρ
3dρ

R
.

Како су τ1 и R константне коjе се могу извући
испред интеграла, као и уколико се дефинише посебна величина:

I0 =

∫ R

0

2πρ3dρ = 2π

∫ R

0

ρ3dρ = 2π
ρ4

4

∣∣∣∣
R

0

=
πR4

2
,
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коjа се назива поларни момент инерциjе, онда се може написати да jе:

Mu =
τ1
R
I0.

Интензитет максималног тангенциjалног напона jе:

τmax = τ1 =
Mu

I0
R. (3.16)

Заменом овог израза у израз (3.14) и одговараjућим скраћењем, сада jе
напон у било коjоj тачки дат са:

τ =
Mu

I0
ρ. (3.17)

Поларни момент инерциjе jе у техници погодниjе изражавати преко
пречника штапа коjи се може директно измерити, него преко полупречника.
Тако, поларни момент инерциjе за кружни попречни пресек пречника d
износи:

I0 =
πd4

32
. (3.18)

У случаjу прстенастог попречног пресека, са спољашњим пречником D и
унутрашњим d, поларни момент инерциjе jе:

I0 =
πD4

32
− πd4

32
=

π

32
(D4 − d4). (3.19)

Одређивање угла увиjања
Посматраће се штап коjи jе приказан на Слици 3.36. Штап jе константног

попречног пресека и на слободном краjу jе оптерећен спрегом због чега
jе момент увиjања у сваком пресеку исти. За дужину лука BB1 може се
написати да je:

BB1 = lγ1 = Rθ,

одакле jе:

θ =
lγ1
R

(3.20)

Заменом израза (3.16) за напон τ1 у Хуков закон за смицање (3.12) jе:

γ1 =
τ1
G

=
MuR

I0G
. (3.21)

Заменом (3.21) у (3.20) добиjа се да jе угао увиjања:

θ =
Mul

GI0
(3.22)

Имаjући у виду услове под коjима jе оваj образац изведен, он се може
користити за штапове константног попречног пресека код коjих jе у сваком
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пресеку иста вредност момента увиjања. Уколико код неког штапа то ниjе
случаj, онда штап треба поделити на више делова, тако да jе сваки од тих
делова константног попречног пресека и оптерећен константним моментом
увиjања. Тада, на сваки од делова штапа треба применити образац (3.22) и
на таj начин за сваки од њих одредити посебан угао увиjања. Угао увиjања
целог штапа се добиjа сабирањем свих поjединачних углова увиjања.

1
M

2
M

3
M

2l

2l

l

d

d
2

A

Пример 3.11 Штап приказан на слици jе
краjем А причвршћен за зид и оптерећен
са три активна спрега интензитета
M1 = M, M2 = 3M и M3 = 2M.
Штап jе степенастог попречног пресека,
у првом делу jе пречника

√
2d, а у другом

пречника d. Одредити максимални напон у
штапу и угао увиjања. Задатак решити за
опште вредности, а затим и за конкретне
коjе износе: M = 0.6 Nm, d = 2 cm,
l = 2 cm, материjал jе гума G = 3 MPa.

1
M

2
M

3
M

A

I У техници jе због jедноставности знатно
чешће коришћење специjалних ортогоналних,
него просторних приказа као оваj коjи jе
дат на основноj слици. Зато се и при
дефинисању задатака знатно чешће користи
другачиjи приказ, при чему jе штап приказан
у ортогоналном погледу, док се спрегови, да би
се ставило до знања да су им равни нормалне
на осу штапа, цртаjу у косоj проjекциjи.

При решавању задатка прво се приступа уклањању везе и увођењу реак-
циjе везе, што jе спрег означен са MA. При томе jе погодно цртати векторе
спрегова, а не саме спрегове. За дати систем спрегова, чиjи су вектори у
jедном правцу, може се написати само jедна jедначина равнотеже и то сума
вектора спрегова у правцу осе штапа x на основу коjе jе:

∑
Mx = −MA +M1 +M2 −M3 = 0.

На основу ове jедначине реакциjа везе jе:

MA = M1 +M2 −M3 = M+ 3M− 2M = 2M.

Након одређивања реакциjе везе, приступиће се подели штапа на више
делова, тако да jе задовољено да jе сваки од тих делова константног по-
пречног пресека и оптерећен константним моментом увиjања. Имаjући у
виду да се момент увиjања мења у пресецима у коjима делуjе спрег, онда
оваj штап треба поделити на три дела и то AB, BC и CD. Моменти увиjања
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у овим деловима штапа су:

Mu1 = MA = 2M;

Mu2 = MA −M1 = M;

Mu3 = MA −M1 −M2 = −2M.

Момент увиjања у трећем делу штапа jе негативан и има супротан смер од
уцртаног.
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Напон у i−том делу штапа у тачки коjа jе на растоjању ρ од осе штапа
се одређуjе на основу формуле:

τi =
Mui

I0i
ρ.

Како треба одредити максимални напон, а он ће за сваки део штапа бити у
тачкама на омотачу, онда ће се прво одредити удаљеност ρmax i тих тачака
од осе штапа. У овом примеру jе:

I01 =
π

32
(
√
2d)4 =

πd4

8
; I02 = I03 =

πd4

32
;

ρmax 1 =

√
2

2
d; ρmax 2 = ρmax 3 =

d

2
,
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па су напони у тачкама на омотачу штапа:

τmax 1 =
Mu1

I01
ρmax 1 =

8
√
2M

πd3
;

τmax 2 =
Mu2

I02
ρmax 2 =

16M

πd3
;

τmax 3 =
Mu3

I03
ρmax 3 = −32M

πd3
.

Упоређењем апслолутних вредности ових напона долази се до закључка да
jе максимални напон у трећем делу штапа.

3
q2

q1
q

B C D

q
D/A

При одређивању угла увиjања целог
штапа потребно jе опет штап поделити на
три дела, па се углови увиjања сваког од
тих делова штапа добиjа као:

θ1 =
Mu1l1
GI01

=
32Ml

Gπd4
;

θ2 =
Mu2l2
GI02

=
64Ml

Gπd4
;

θ3 =
Mu3l3
GI03

= −64Ml

Gπd4
.

Заменом задатих конкретних података jе:

τmax 1 = 0.27MPa; τmax 2 = 0.38MPa; τmax 3 = 0.76MPa;

θ1 = 0.255rad = 14, 6◦; θ2 = 0, 509rad = 29, 2◦; θ3 = −0.509rad = −29, 2◦.
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q
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На основу углова увиjања закључуjе се да ће се пресек B обрнути за угао
θ1, док ће се пресек C у односу на B обрнути за угао θ2. Међутим, како jе
дошло до обртања пресека B, онда ће укупан угао обртања пресека C или
угао обртања пресека C у односу на непокретни пресек A бити:

θC/A = θ1 + θ2 =
96Ml

Gπd4
= 0.764rad = 43, 8◦.
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Краjњи пресек D ће се у односу на пресек C обрнути за угао θ3, а због
обртања пресека C укупан угао обртања пресека D у односу на пресек А,
што jе и укупан угао увиjања штапа износи

θD/A = θC/A + θ3 = θ1 + θ2 + θ3 =
32M

Gπd3
= 0.255rad = 14, 6◦.

При увиjању штапа доћи ће и до закретања изводница на омотачу штапа. За
конкретне податке jе на слици приказан изглед jедне изводнице на дефор-
мисаном штапу. Да би ови углови били jасно уочљиви изабран jе пример
у коме су деформациjе изузетно велике, што одступа од хипотезе о малим
деформациjама. Због тога се добиjена решења мораjу сматрати приближ-
ним. Код стварних конструкциjа су деформациjе много мање, што не би
било погодно за графички приказ. J

Прорачун штапова изложених увиjању
Код штапова коjи се увиjаjу се димензионисање попречног пресека врши

према критериjуму чврстоће, а у поjединим случаjевима и према критери-
jуму крутости.

Уколико се прорачун врши према критериjуму чврстоће, тада максимал-
ни напон у штапу не сме бити већи од дозвољеног тангенциjалног напона,
коjи зависи од материjала од коjег штап треба израдити, па jе:

τmax ≤ τd.

Како се максимални напон рачуна на основу:

τmax =
Mu

I0
ρmax,

онда при димензионисању штапа мора бити задовољено

Mu

I0
ρmax ≤ τd. (3.23)

На пример, у случаjу штапа константног кружног попречног пресека преч-
ника d коjи jе на краjевима оптерећен спреговима супротног смера, а истог
интензитета M jе:

Mu = M; I0 =
πd4

32
; ρmax =

d

2
.

Тада jе на основу израза (3.23):

16M

πd3
≤ τd,

одакле пречник штапа мора задовољити услов:

d ≥ 3

√
16M

πτd
.
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Понекад се, посебно ако су у питању врло дугачка, а танка вратила, врши
димензионисање на основу критериjума крутости, према ком се захтева да
угао увиjања штапа не буде већи од извесне задате дозвољене вредности,
па jе:

θ ≤ θd.

Како се угао увиjања одређуjе на основу (3.22), онда jе:

Mul

GI0
≤ θd,

па се сада може извршити димензионисање. Уколико jе штап кружног
попречног пресека пречника d и дужине l и ако jе оптерећен у сваком
пресеку истим моментом увиjања M, тада jе:

32Ml

Gπd4
≤ θd,

а одавде jе тражени пречник:

d ≥ 4

√
32Ml

Gπθd
.

Уколико се димензионисање врши на основу оба критериjума, тада се као
меродаван пречник мора усвоjити онаj коjи jе већи.

Пример 3.12 Упоредити утрошак материjала, максимални напон и угао
увиjања за два штапа, приказана на слици, коjа су исте дужине, направ-
љена од истог материjала и оптерећена истим спрегом M. Први штап
(слика а)) jе кружног попречног пресека пречника d, док jе други (слика
б)) прстенастог попречног пресека, унутрашњег пречника d, а спољашњег
D =

√
2d.

d

d

M

M

D

a)

á)

I Штап кружног попречног пресека ће се
означити са 1, а прстенастог са 2. Површине
попречних пресека ова два штапа су:

A1 =
πd2

4
; A2 =

π

4

[
(
√
2d)2 − d2

]
=

πd2

4
.

Дужина и површина попречног пресека ова два
штапа су исте, па jе иста и количина материjала
утрошена за њихову израду.

Поларни моменти инерциjе ових штапова су:

I01 =
πd4

32
; I02 =

π

32

[
(
√
2d)4 − d4

]
= 3

πd4

32
,

док удаљеност од осе штапа, тачака коjе су
наjудаљениjе од ње износи:

ρmax 1 =
d

2
; ρmax 2 =

√
2d

2
.
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Максимални напони су:

τmax 1 =
Mu1

I01
ρmax 1 =

16M

πd3
; τmax 2 =

Mu2

I02
ρmax 2 =

√
2

3

16M

πd3
,

док су углови увиjања:

θ1 =
Mu1l

GI01
=

32Ml

Gπd4
; θ2 =

Mu1l

GI02
=

1

3

32Ml

Gπd4
.

Иако jе утрошак материjала за ова два штапа исти, цевасти штап
(прстенастог попречног пресека) има боље карактеристике, тако да jе код
њега максимални напон 47% од максималног напона у првом штапу, док му
jе угао увиjања три пута мањи. Због ових своjстава и поред тога што га jе
теже направити, цевасти штап jе у предности у ситуациjама где се тражи
уштеда у тежини, на пример код авиона. J

Примена теориjе увиjања на ротираjућа вратила
Тела коjа се проучаваjу у отпорности материjала се, исто као и у статици,

налазе у равнотежи, дакле не крећу се. Тако се и приликом извођења
израза коjи се односе на увиjен штап, пошло од претпоставке да jе тело у
равнотежи. Међутим, штапови коjи су у практичним примерима оптерећени
на увиjање и коjи се називаjу вратила, обрћу се око своjе осе, па очигледно
нису у стању мировања. Зато се оправдано може поставити питање да
ли се разматрана теориjа увиjања уопште и може применити у таквим
случаjевима? Да би се одговорило на то питање потребно jе познавати
извесне елементе динамике обртања тела око осе. Наиме, вратило коjе
се обрће и коjе jе изложено деjству спрегова, убрзаваће или успоравати
у зависности од тога ког jе знака резултанта (алгебарски збир) поменутих
спрегова. Уколико jе таj збир jеднак нули вратило неће мењати брзину
коjом се обрће, дакле обртаће се константном угаоном брзином. Према
томе, ако се вратило обрће константном угаоном брзином могуће jе приме-
нити теориjу увиjања, коjа jе изведена за тело коjе jе у равнотежи. Одсту-
пања ће бити у случаjевима брзоходних вратила, када до изражаjа долазе
и запреминске силе коjе настаjу због обртања, а о коjима због обима овог
курса неће бити речи.

Пример 3.13 Вратило коjе jе приказано на слици, обрће се константном
угаоном брзином. За њега су причвршћене три ременице и то А коjу
покреће мотор и ременице B и C коjе покрећу радне машине. Ременице
А и B су оптерећене спреговима:

M1 = 310Nm; M2 = 205Nm.

Извршити димензионисање вратила, користећи критериjум чврстоће, у-
колико jе дозвољени напон челика од коjег треба израдити вратило τd =
70MPa. При томе занемарити губитке на лежаjевима, коjи због упрош-
ћавања скице нису ни приказани.
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1
M

2
M

3
M

ðåìåíèöà ïîãîœåíà ìîòîðîì

ñìåð îáðòàœà âðàòèëà

ðåìåíèöå êî¼å ïîãîíå
ðàäíå ìàøèíå

A

C

B

a

b

I Вратило се обрће констант-
ном угаоном брзином, па jе не-
опходно да су сва три спрега у
равнотежи. На основу овог услова
jе лако закључити да спрег на
ременици C има вредност:

M3 = M1 −M2 = 105Nm.

Момент увиjања у делу штапа AB
jе Mu1 = M1 = 310Nm, док у
делу BC износи Mu2 = M1 −
M2 = 105Nm. Пречник попречног

пресека дела AB jе:

d1 ≥ 3

√
16Mu1

πτd
=

3

√
16 · 310 · 103

π · 70 mm = 28.3mm,

док за део BC износи:

d2 ≥ 3

√
16Mu2

πτd
=

3

√
16 · 105 · 103

π · 70 mm = 19.7mm.

J

Задаци

3.19 Штап променљивог кружног и прстенастог
попречног пресека jе своjим краjем А
причвршћен за крути зид и изложен деjству
спрегова интензитета 2M и M. Одредити
максимални напон у штапу и угао увиjања.
Модул клизања материjала штапа jе G. l

M2M
A

d2 d

l l

2l

M2M
A

d32d

4l 3l

d

3.20 Штап променљивог прстенастог
попречног пресека jе своjим краjем А
причвршћен за крути зид и изложен деjству
спрегова интензитета 2M и M. Одредити
максимални напон у штапу и угао увиjања.
Модул клизања материjала штапа jе G.
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3.21 Штап променљивог кружног
попречног пресека пречника d1 = 32mm
d2 = 20mm jе своjим краjем А
причвршћен за крути зид. Штап jе
изложен деjству спрегова интензитета
M1 = 100 Nm и M2 = 60 Nm.
Котиране дужине су: l1 = 200mm,
l2 = 500mm, l3 = 250mm. Одредити
максимални напон у штапу и угао
увиjања. Штап jе од челика чиjи jе модул
клизања G = 7.5× 1010 N/m2.

A

3
l

2
l

1
l

2
d1

d

2
M

1
M

A

2
d1

d

2
M1

M

d

1
l

2
l

3.22 Штап jе своjим краjем А причвршћен
за крути зид и изложен деjству спрегова
интензитета M1 = 80 Nm и M2 = 110 Nm.
Штап jе пробушен тако да jе отвор пречника
d = 25 mm. Димензионисати штап (одредити
спољашње пречнике d1 и d2) ако jе дозвољени
напон материjала штапа σd = 100 N/mm2.

3.23 Штап од челика (G = 7.5 × 1010 N/m2)
дужине l = 1m, причвршћен jе своjим
краjем А за крути зид и изложен деjству спрега
интензитета M = 85 Nm. Спољашњи
пречник штапа jе d1 = 36 mm. Одредити
унутрашњи пречник штапа d2 уколико jе услов
да максимални угао увиjања штапа не пређе
вредност θg = 0, 5◦. Колики би требао да буде
пречник d2 у случаjу да jе интензитет спрега
M = 110 Nm?

A

l

2
d1

d

M

3.8 Савиjање – дефинициjа и основни поjмови

Штап jе оптерећен на савиjање уколико jе изложен деjству сила и спре-
гова коjи се налазе у jедноj равни коjа садржи осу штапа. При томе ће
се разматрати само случаjеви код коjих jе правац силе нормалан на осу
штапа, као што jе то приказано на Слици 3.42 а). Овакво савиjање се
назива и савиjање силама, док се у случаjу да jе штап оптерећен искључиво
спреговима тада ради о чистом савиjању.

Уколико се на штапу направи замишљени пресек А (Слика 3.42), штап
ће се њиме поделити на делове 1 и 2, а на пресеку ће се поjавити распоређене
унутрашње силе. Посматраће се равнотежа дела штапа коjи jе означен са
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1. Уместо распоређених сила на пресеку, увешће се главни вектор и главни
момент, коjи имаjу еквивалентно механичко деjство као и распоређене силе.
Главни вектор и главни момент представљаjу меру оптерећења попречног
пресека и називаjу се трансверзална сила и момент савиjања. Будући да
су ове две величине у равнотежи са оптерећењима коjа делуjу на леви (1)
део штапа, онда се оне на основу познатих спољашњих оптерећења могу и
израчунати. Исто разматрање се може применити и за десни (2) део штапа.

Момент савиjања се рачуна на

1
M

2M

1
F

2
F

4
F

3
F

1

2

1
M

1
F

2
F

3
F

1 s
M

T
F

A

A

a)

á)

Слика 3.42: Штап оптерећен на савиjање:
а) штап као целина; б) равнотежа дела 1

основу:

Ms =
∑

M l
i или Ms =

∑
Md

i ,

где су M l
i односно Md

i моменти св-
их сила и спрегова коjи су са леве,
односно десне стране пресека, у од-
носу на сам пресек. При томе ће се
користити конвенциjа о предзнаку
момента према коjоj jе момент си-
ле или спрега са леве стране пресе-
ка позитиван уколико jе смер мо-
мента исти као смер кретања ка-
заљке на сату, док jе са десне стра-
не пресека момент супротног сме-
ра позитиван.

За трансверзалне силе важи:

FT =
∑

F l
i или FT =

∑
F d
i ,

што значи да треба сабрати силе коjе су са леве или са десне стране пресека.
Према конвенциjи о предзнаку силе, она ће у израз за трансверзалну силу
ући као позитивна уколико jе са леве стране пресека усмерена према горе,
а са десне стране пресека према доле.

При савиjању долази до дефор-
ëèíè¼å êî¼å
ñå ñêðà�ó¼ó

ëèíè¼à êî¼à
íå ìåœà äóæèíó

ëèíè¼å êî¼å
ñå èçäóæó¼ó

1
F

2
F

3
F

Слика 3.43: Линиjе паралелне са осом штапа
мењаjу своjу дужину

мациjе тако што оса штапа, коjа
jе у недеформисаном стању права,
прелази у криву линиjу. При томе
ће, уколико се посматраjу линиjе
на штапу, коjе су паралелне са о-
сом штапа (Слика 3.43), доћи до
промене њихових дужина. У при-
казаном случаjу ће се линиjе коjе
су ближе горњем делу штапа скра-
тити и у тачкама на тим линиjама
ће напон бити притисни, док ће се

линиjе у доњем делу штапа издужити, па ће у тачкама на тим линиjама
напон бити затезни. Постоjаће и линиjе коjе неће променити своjу дужину,
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па тачке на њима неће бити ни оптерећене. Оне ће бити у jедноj површи
коjа се назива неутрална површина (Слика 3.44). Раван у коjоj се налазе
силе и спрегови се назива раван оптерећења. Линиjа коjа се добиjа пресеком
равни оптерећења и неутралне површи назива се неутрална линиjа. Пресек
посматраног попречног пресека са неутралном површином jе неутрална оса.
При проучавању савиjања користиће се Декартов координатни систем, при
чему ће оса z бити у правцу неутралне линиjе, оса x у правцу неутралне
осе, док ће оса y бити у равни оптерећења.

íåóòðàëíà ëèíè¼à

ðàâàí îïòåðå�åœà

íåóòðàëíà
ïîâðøèíà

íåóòðàëíà îñà
1

M

2
M

1
F

2
F

3
F

x
y

z

ïîïðå÷íè ïðåñåê

Слика 3.44: Основни геометриjски поjмови

Распоред нормалних напона по попречном
пресеку штапа при савиjању

При проучавању ломова, до коjих долази при савиjању у реалним усло-
вима, може се уочити да до почетне пукотине наjчешће долази на горњоj
или доњоj површини штапа и да се затим та пукотина прошируjе на цео
попречни пресек. Овакви резултати указуjу на то да треба очекивати да jе
и напон наjвећи на тим местима, односно да он ниjе равномерно распоређен
по попречном пресеку.

Да би се одредило како су распоређени нормални напони по попречном
пресеку, посматраће се елементарни део штапа издвоjен из недеформисаног
и деформисаног штапа (Слика 3.45). При савиjању штапа ће се формирати
неутрална линиjа и тада се свакоj тачки те криве линиjе може приписати
величина коjа се назива полупречник кривине ρ. Сваки елементарни део те
линиjе се може представити као кружни лук врло мале дужине, а при томе
jе радиjус тог лука управо полупречник кривине, док jе центар кливине
означен са Ck. На недеформисаном елементарном делу штапа ће се уочити
тачке А и B, коjе припадаjу линиjи коjа ће при деформациjи постати неу-
трална линиjа. Уочиће се и тачке C и D коjе су на линиjи паралелноj са
линиjом коjу дефинишу тачке А и B и на растоjању y. Растоjање између
тачака A и B односно C и D износи dz. При деформациjи елементарног
дела, ове тачке прелазе у нове положаjе коjи су означени са A1, B1, C1

и D1. Због хипотезе о равним пресецима (видети и Слику 3.11) тачке
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на бочним странама елементарног дела недеформисаног штапа ће и након
деформациjе остати у равнима коjе су нормалне на неутралну линиjу. Тра-
гови ових равни се секу у центру кривине Ck, на растоjању ρ од неутралне
линиjе, а угао између њих ће се означити са dθ. Задатак jе да се одреди
колико ће се при савиjању издужити дуж CD.

1
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Слика 3.45: Деформациjе при савиjању: а) недеформисани штап; б) деформисани штап

Полупречник кривине лука
_

A1B1 jе ρ, па jе његова дужина:
_

A1B1 = ρ dθ.

Тачке A1 и B1 су на неутралноj линиjи где нема деформациjа, па jе дужина
лука

_

A1B1 иста као што jе и растоjање између тачака A и B, а самим тим
и између тачака C и D. Према томе jе:

CD = ρ dθ. (3.24)

Лук C1D1, коjи има радиjус ρ+ y, има дужину:
_

C1D1 = (ρ+ y)dθ. (3.25)

Имаjући у виду (3.24) и (3.25), издужење дужи CD jе:

∆CD =
_

C1D1 − CD = (ρ+ y)dθ − ρdθ = ydθ. (3.26)
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Уздужна дилатациjа (видети израз (3.6)) дужи CD jе:

ε =
∆CD

CD
,

па се заменом (3.26) и (3.24) у оваj израз и скраћивањем са dθ добиjа:

ε =
y

ρ
. (3.27)
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Слика 3.46: Распоред нормалних
напона по попречном пресеку

Користећи Хуков закон (3.7), на основу кога
jе:

ε =
σ

E
,

и заменом у (3.27) jе коначно:

σ =
E

ρ
y. (3.28)

Како jе E физичка константа материjала
од кога jе штап направљен, а полупречник
кривине ρ константна глобална величина
за дати попречни пресек, онда се може
закључити да ће нормални напон по по-
пречном пресеку бити линеарна функциjа
координате y (Слика 3.46). Дакле, што jе

тачка коjу посматрамо удаљениjа од неутралне површи, па самим тим има
и већу координату y, у њоj ће бити и већи интензитет напона, а наjвећи
напон σmax ће бити у тачкама коjе су наjудаљениjе од неутралне површи.

Одређивање интензитета нормалних напона
Посматраће се jедан попречни пресек

x

y

z

dF

C

y

a

A
dy

h

Слика 3.47: Одређивање интензи-
тета нормалних напона

штапа, коjи има правоугаони облик ши-
рине a и висине h (Слика 3.47). Увешће
се координатни систем Cxyz, где се оса
x поклапа са осом симетриjе, а тачка C
тежиште попречног пресека. Раниjе jе већ
истакнуто да се као последица сабирања
елементарних сила коjе делуjу на том пре-
секу добиjа трансверзална сила и момент
савиjања. У свакоj тачки на попречном
пресеку ће се поjавити нормални и тан-
генциjални напон, али ће се у овом курсу
пажња обратити само на нормалне напоне, коjи су у пракси наjчешће знатно
већи од тангенциjалних напона. Нормални напони σ за тачке у датом
попречном пресеку зависе од координате y, а не и од координате x, што
значи да jе исти интензитет нормалних напона у тачкама коjе имаjу исту
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координату y. Због тога ће се посматрати елементарна површина коjа jе
у облику бесконачно танке траке ширине dy. Напони у тачкама на овоj
елементарноj површини су константни, па ће елементарна сила коjа делуjе
на ту површину бити:

dF = σ dA = σ a dy.

Ова сила ће у односу на тачку C имати момент:

dM = y dF = y σ a dy,

коjи се коришћењем израза (3.28) може написати у облику:

dM =
E

ρ
a y2 dy.

Добиjени израз представља момент коjи ствараjу нормални напони са jедне
елементарне површине. Да би се одредио збирни момент коjи чине нормални
напони са свих елементарних површина попречног пресека, потребно jе
извршити интеграциjу претходног израза по координати y, коjа се мења
у границама од −h/2 до h/2, па jе:

M =

∫ h/2

−h/2

E

ρ
a y2 dy =

E

ρ

∫ h/2

−h/2

a y2 dy. (3.29)

Момент ових сила jе jеднак моменту савиjањаMs у датом пресеку. Уколико
се, поред тога уведе аксиjални момент инерциjе за осу x коjи се дефинише
са:

Ix =

∫ h/2

−h/2

a y2 dy, (3.30)

израз (3.29) прелази у:

Ms =
E

ρ
Ix.

Комбиновањем овог и израза (3.26) добиjа се да jе интензитет нормалног
напона:

σ =
Ms

Ix
y. (3.31)

Решавањем интеграла у изразу (3.30) добиjа се да вредност аксиjалног
момента инерциjе за правоугаони пресек износи Ix = a h3/12. Образац
(3.31), на основу кога се одређуjе интензитет нормалних напона, може се
применити и на штапове чиjи попречни пресек ниjе правоугаони. У таквим
случаjевима се у поменути образац замењуjе вредност Ix коjа се налази у
табели на Слици 3.48.
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Слика 3.48: Аксиjални моменти инерциjе за осу x за различите попречне пресеке

Максимални нормални напон при савиjању
Момент савиjања се у општем случаjу мења у зависности од посматраног

попречног пресека, а његова наjвећа вредност се зове максимални момент
савиjања и биће означен са Ms max. Код штапова коjи су константног
попречног пресека максимални напон се jавља у пресеку у ком jе мак-
симални момент савиjања. Поред тога, већ jе истакнуто да je нормални
напон утолико већи уколико су тачке на попречном пресеку удаљениjе од
неутралне осе, дакле уколико имаjу већу вредност координате y. Имаjући
ово у виду, и користећи израз (3.31), максимални напон ће се одредити
применом обрасца:

σmax =
Msmax

Ix
ymax, (3.32)

где jе ymax удаљеност од неутралне осе тачака коjе су од ње наjудањениjе.

Пример 3.14 Штап AB, дужине 3l,
ослоњен jе краjевима A и B на непокретни,
односно покретни ослонац и оптерећен
концентрисаном силом у тачки C. Штап jе
правоугаоног попречног пресека са страницама
дужине 2a и 3a. Одредити максимални
нормални напон уколико jе у првом случаjу
штап постављен тако да jе дужа страница
попречног пресека (дужине 3a) вертикална, а
у другом случаjу хоризонтална.

A B

F

l 2l

2a

2a3a

3a

1 2

C

I Штап ослоњен на приказани начин се назива проста греда. При
решавању задатка ће се пре свега одредити реакциjе везе. Уклањањем веза
и увођењем реакциjа веза, штап ће бити слободан, као што jе приказано на
слици, па се за њега могу написати три jедначине равнотеже и то:

A B

F

l 2l
B

YA
Y

A
Z

C

z

y

∑
Zi = ZA = 0;

∑
Yi = −YA + F − YB = 0;

∑
MA = −F l + 3YB l = 0.
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На основу друге и треће jедначине jе:

YA =
2F

3
; YB =

F

3
.

Да би се одредио момент савиjања уочиће се jедан произвољан пресек
на делу штапа AC, коjи ће се означити са 1. Удаљеност овог пресека од
тачке А, а самим тим и од силе YA jе дефинисана координатом z. Момент
савиjања у пресеку 1 jе момент свих оптерећења у односу на пресек 1, коjа
су са леве, или са десне стране пресека. Са леве стране пресека 1 jе само
сила YA, па jе момент савиjања:

Ms1 = YAz =
2F

3
z.

Ово jе момент савиjања у пресецима

A B

F

z
B

YA
Y

C

z

y

z

sM

1

+

2

maxsM

коjи су на делу штапа АB, односно за коjе
важи да jе 0 ≤ z ≤ l. При томе се користи-
ла конвенциjа о знаку момента савиjања,
према коjоj jе момент оптерећења коjа су
са леве стране пресека позитиван уколико
jе смер исти као смер кретања казаљке на
сату. Добиjени момент савиjања jе лине-
арна функциjа од координате z и расте са
порастом те координате. Вредности ове

функциjе у тачкама А и C коjе представљаjу границе интервала су:

MsA = Ms1(0) = 0; MsC = Ms1(l) =
2Fl

3
.

Уколико се уочи пресек 2, коjи jе на делу штапа CB, тада ће се при одре-
ђивању момента савиjања са леве стране пресека увести и утицаj силе F .
Водећи рачуна о предзнаку момената ових сила, момент савиjања у пресеку
2 jе:

Ms2 = YAz − F (z − l) =
2F

3
z − F (z − l) = F (l − z

3
).

Добиjени израз се користи у интервалу l ≤ z ≤ 3l и он jе линеарна функциjа
од координате z. Вредности ове функциjе на границама интервала важења,
у тачкама C и B су:

MsC = Ms2(l) =
2Fl

3
; MsD = Ms2(3l) = 0.

Сада jе могуће и нацртати диjаграм момента савиjања за цео штап, коjи
jе приказан на слици. Диjаграм се по правилу црта испод штапа, тако да
се позитивне вредности наносе надоле, испод нулте линиjе диjаграма. На
основу диjаграма се закључуjе да jе максимални момент савиjања баш у
пресеку C, односно да jе:

Msmax = MsC =
2Fl

3
.
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Аксиjални моменти инерциjе за први и други случаj попречног пресека су:

Ix1 =
2a(3a)3

12
=

9

2
a4; Ix2 =

3a(2a)3

12
= 2a4,

док удаљеност наjудаљениjих тачака од неутралне осе износи

ymax 1 =
3

2
a; ymax 2 = a.

Дакле, максимални напони у првом и другом случаjу износе:

σmax 1 =
Msmax

Ix1
ymax 1 =

2

9

Fl

a3
; σmax 2 =

Msmax

Ix2
ymax 2 =

1

3

Fl

a3
.

Упоређењем добиjених вредности се може закључити да ће интензитет нор-
малног напона бити мањи у првом случаjу. Дакле, са становишта критери-
jума чврстоће погодниjе jе попречни пресек ориjентисати тако да jе краћа
страница хоризонтална, то jест нормална на раван оптерећења. J

Задаци

3.24 Носач AB приказан на слици, ослоњен
jе краjевима A и B на непокретни,
односно покретни ослонац и оптерећен
концентрисаном силом F = 4 kN у тачки C.
Штап jе кружног попречног пресека пречника
d = 5 cm док jе кота l = 120 cm. Одредити
максимални нормални напон.

A B

F

l l

C

d

A B

F 2F

l l l

C

3a

4a

2
a

3
a

D

3.25 Носач AB приказан на слици, ослоњен
jе краjевима A и B на непокретни,
односно покретни ослонац и оптерећен
са концентрисаним силама интензитета F и
2F у тачкама C и D. Попречни пресек штапа
jе приказан на слици. Одредити максимални
нормални напон.
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3.26 Носач AB приказан на слици, ослоњен
jе краjевима A и B на непокретни,
односно покретни ослонац и оптерећен
са концентрисаним силама интензитета F и
2F у тачкама C и D. Попречни пресек штапа
jе у облику троугла приказаног на слици.
Одредити максимални нормални напон.

A B

F

2F

l l l

C

3a

2
a

D

A B

F 3F2F

l l l l

C

d

b

D E

3.27 Носач AB приказан на слици, ослоњен
jе краjевима A и B на непокретни,
односно покретни ослонац и оптерећен
са концентрисаним силама интензитета F ,
2F и 3F у тачкама C, D и Е, при чему jе
F = 0, 7 kN . Попречни пресек штапа
jе у облику цеви спољашњег пречника
d = 80 mm. Одредити дебљину
зида цеви уколико jе дозвољени напон
σd = 150 N/mm2. Дужина l jе 1100 mm.
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4

Кинематика тачке

Описивање процеса у природи подразумева праћење њихове временске
еволуциjе и утврђивање законитости под коjима се она одвиjа. Ове закони-
тости су садржане у математичком моделу процеса. Када се оне утврде,
пружа нам се могућност да на основу познавања стања проучаваног система
на почетку процеса предвидимо како ће се он одвиjати у будућности.

Да би се могао формирати математички модел неопходно jе наjпре уо-
чити величине коjе су релевантне за посматрани процес. Њих ћемо звати
величине стања. Промена величина стања током времена ниjе спонтана–
она jе изазвана деjствима, узрочницима промене стања. Типичан пример
деjства у механици jесу силе. Структура математичког модела се тада
формално може приказати на следећи начин:

∆величине стања
∆t

= деjство.

Исказано речима: прираштаj (промена) величине стања током временског
интервала ∆t jеднака jе деjству оствареном током истог тог интервала. У
даљем тексту ћемо видети да основни закони механике, али и модели других
физичких и хемиjских процеса, имаjу управо овакву структуру.

Циљ ове главе jесте упознавање са основним карактеристикама кретања
материjалне тачке, односно величинама стања коjе су неопходнe за њихово
описивање. Део механике коjи се бави овом проблематиком–изучава крета-
ње материjалних тела не узимаjући у обзир деjства коjа утичу на њега–зове
се кинематика.

4.1 Основни поjмови кинематике

Механичко кретање представља наjjедноставниjи вид кретања материjе.
Под механичким кретањем се подразумева промена положаjа jедног тела у
односу на друго, коjа се током времена одвиjа у простору. Ова дефинициjа
нам говори да jе за уочавање кретања неопходно имати два тела: тело

95
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чиjе кретање проучавамо, коjе ћемо звати посматрано тело (P ), и тело у
односу на коjе се посматра кретање1 - њега ћемо звати референтно тело
(R), видети Слику 4.1. Ако посматрано тело не мења своj положаj у односу
на референтно тело, онда кажемо да оно мируjе.

P t( )0

P t( ) t t> 0

R

Слика 4.1: Референтно тело (R) и посматрано тело (P )

Може се, наравно, поставити и питање кретања референтног тела. То
мотивише и прву поделу кретања на:

• апсолутно кретање (код ког референтно тело мируjе);

• релативно кретање (код ког се референтно тело креће).

Ову поделу треба схватити условно jер, као што jе читаоцу сигурно познато,
апсолутно непокретна тела у природи не постоjе. Међутим, у техничким
проблемима, коjима ћемо се овде наjвише и бавити, може се сматрати да су
непокретна сва тела коjа су везана за површину Земље.

Пошто се кретање посматраног тела одвиjа током времена, његов поло-
жаj у математичком смислу представља функциjу времена. Стога време
t представља независно променљиву. Кретање се увек посматра од неког
почетног тренутка t0, па током кретања важи t ≥ t0. У механичким
проблемима се усваjа да jе t0 = 0, тако да ћемо сматрати да важи t ≥ 0.

Кретање материjалне тачке. Током кретања2 материjална тачка описуjе
криву линиjу у простору коjа се зове траjекториjа. С обзиром на облик
траjекториjе кретање материjалне тачке се грубо може поделити на:

• праволиниjско (код ког jе траjекториjа права линиjа);

• криволиниjско (чиjа jе траjекториjа крива линиjа).

1У механици се често каже да jе посматрач везан за референтно тело.
2У даљем тексту ћемо сматрати да jе кретање посматраног тела апсолутно, ако се

другачиjе не нагласи.



4.2 Праволиниjско кретање тачке 97

Иако праволиниjско кретање може бити третирано као специjални случаj
криволиниjског кретања, оно ће у наставку бити посебно проучено.

За описивање кретања материjалне тачке ниjе неопходно имати на распо-
лагању цело референтно тело. Довољно jе уочити jедну његову тачку–
референтну тачку O–и одредити положаj посматране тачке P у односу
на њу. Ово се чини помоћу вектора положаjа

−−→
OP = r приказаног на Слици

4.2. Током кретања се оваj вектор мења и по правцу, и по интензитету:

r = r(t), (4.1)

па се може рећи да промена вектора положаjа током времена описуjе кретање
посматране материjалне тачке P , jер она представља његову краjњу тачку.

P(0)

r(0)

r( )t

P t( )

R

O

Слика 4.2: Кретање материjалне тачке

Када jе у питању кретање материjалних тела, била она крута или дефор-
мабилна, у општем случаjу свака тачка тела описиваће другачиjу траjекто-
риjу. У случаjу крутих тела постоjе одређена ограничења коjа траjекториjе
мораjу задовољити због услова крутости. Ипак, у наставку ћемо се осврну-
ти и на кретање тела и упознаћемо се са одговараjућим поступцима његовог
описивања.

4.2 Праволиниjско кретање тачке

У овом делу текста ће се проучити праволиниjско кретање материjалне
тачке. По облику траjекториjе оно представља наjjедноставниjи вид кретања
и зато ће нам послужити за увођење основних кинематичких поjмова, коjи
ће у наставку текста бити уопштени.

Параметарска jедначина кретања

Нека материjална тачка P врши кретање по правоj p. Да би се положаj
посматране тачке одредио на што jедноставниjи начин, референтна тачка
O ће се усвоjити као тачка на тоj истоj правоj. Положаj тачке P би тада
могао бити одређен њеним растоjањем OP од тачке O. То, међутим, ниjе
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довољно за његово jеднозначно одређивање. На основу податка о растоjању
ниjе могуће одредити са коjе стране референтне тачке O на правоj p се
налази посматрана тачка. Стога се права p мора ориjентисати–мора се
усвоjити координатна оса коjу ћемо из традиционалних разлога означити
са x. Тачка O ће тада представљати координатни почетак, а координата x
тачке P , то jест растоjање OP узето са одговараjућим знаком у зависности
од тога на ком делу осе се тачка налази, jеднозначно ће одредити положаj
тачке. Наjзад, за потпуно одређивање координатне осе потребно jе увести
и jединични вектор коjи ћемо означити са i. То jе геометриjски вектор
jединичне дужине, |i| = 1, коjи има правац координатне осе, а смер исти
као смер осе. Оваj вектор показуjе смер пораста координате коjу меримо
дуж уочене Ox-осе.

O

P t( )

x t( )

x

i

Слика 4.3: Положаj материjалне тачке при праволиниjском кретању

Током кретања положаj посматране тачке се мења, па се са временом
мења и координата коjа таj положаj описуjе:

x = x(t). (4.2)

Овом jедначином, коjа се зове параметарска jедначина кретања, у потпу-
ности jе описано праволиниjско кретање материjалне тачке. Параметарска
jедначина кретања представља саставни део општиjег, векторског описа
кретања. Наиме, вектор положаjа материjалне тачке коjа врши праволи-
ниjско кретање има следећи облик:

r(t) = x(t) i. (4.3)

На таj начин се већ код праволиниjског кретања могу уочити све битне
карактеристике кретања коjе имаjу векторски карактер.

Брзина материjалне тачке
Мада jе познавање траjекториjе материjалне тачке и параметарске jедна-

чине кретања (4.2) довољно за описивање кретања, постоjе jош неке карак-
теристике коjе употпуњуjу слику о њему.

Пример 4.1 Кретање две материjалне тачке P1 и P2 описано jе параме-
тарским jедначинама

x1(t) = v0t и x2(t) = 3v0t,



4.2 Праволиниjско кретање тачке 99

где jе v0 > 0. Одредити колико времена ће протећи од почетка кретања
t0 = 0 до тренутка када ће тачке стићи до положаjа одређеног координа-
том X.

I Приметимо наjпре да обе тачке започињу кретање из координатног
почетка, x1(0) = x2(0) = 0, и да се током кретања удаљуjу од њега. Означи-
мо са T1 и T2 тренутке времена у коjима ће тачке P1 и P2 стићи до траженог
положаjа. Тада имамо:

x1(T1) = v0T1 = X =⇒ T1 =
X

v0
;

x2(T2) = 3v0T2 = X =⇒ T2 =
X

3v0
.

Очигледно jе да jе тачки P1 потребно три пута више времена да стигне до
наведеног положаjа него тачки P2. На пример, ако би било X = 9m, а
v0 = 3m/s, тада би тачке до краjњег положаjа стигле за T1 = 3s, односно
T2 = 1s. J

Оваj пример показуjе да се две материjалне тачке дуж исте траjекториjе
не мораjу кретати на исти начин. Овде се може рећи да се тачка P2 креће
брже од тачке P1, jер jоj jе за прелажење истог пута требало мање времена.
Зато се као карактеристика кретања тачака може усвоjити количник пре-
ђеног пута, у овом случаjу X, и времена потребног за његово прелажење,
T1 односно T2:

v1 =
X

T1
= v0; v2 =

X

T2
= 3v0.

Величине v1 и v2 ће представљати основу за увођење поjма брзине.
Брзина материjалне тачке jе величина коjа карактерише промену поло-

жаjа тачке током времена. Посматраjмо два положаjа материjалне тачке
P (t) и P (t+∆t) у два различита тренутка времена t и t+∆t (Слика 4.4).
Координате тачке P коjе одговараjу овим временским тренуцима ће бити
x(t) и x(t+∆t). Дефинишимо прираштаj координате тачке P као:

∆x = x(t+∆t)− x(t).

Количник прираштаjа координате ∆x и временског интервала ∆t у ком jе
он остварен зове се средња брзина материjалне тачке:

vsr =
∆x

∆t
.

Вредност средње брзине зависи од дужине временског интервала ∆t током
ког се посматра кретање. Зато она само приближно одређуjе промену
положаjа тачке. Са друге стране, пошто jе ∆t > 0 средња брзина нам
говори о смеру кретања тачке: ако jе vsr > 0 (vsr < 0), онда jе и ∆x > 0
(∆x < 0) па се тачка током интервала ∆t креће у смеру пораста (опадања)
координате x.
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Слика 4.4: Брзина тачке при праволиниjском кретању

Прецизниjа информациjа о начину кретања тачке у неком тренутку вре-
мена се може добити ако се посматраjу краћи временски интервали, односно
ако се пређе на гранични процес ∆t → 0. На таj се начин долази до
дефинициjе тренутне брзине3 тачке:

v(t) = lim
∆t→0

∆x

∆t
= ẋ(t) =

dx

dt
. (4.4)

Тачком изнад слова x означен jе извод параметарске jедначине (4.2) по
времену, док количник диференциjала зависно и независно променљиве
представља Лаjбницову ознаку за први извод. Из jедначине (4.4) се jасно
види да брзина тачке представља први извод координате по времену. Као
и код средње брзине, њен знак у неком тренутку времена говори, о смеру
кретања тачке: ако jе v(t∗) > 0 (v(t∗) < 0), онда се у тренутку t∗ тачка креће
у смеру пораста (опадања) координате. Брзина има димензиjе дужина/
време, а jединица мере jе m/s.

На овом месту се може увести и векторска дефинициjа брзине. Пошто jе
положаj материjалне тачке одређен вектором положаjа r(t) = x(t) i, онда се
вектор брзине материjалне тачке може дефинисати као први извод вектора
положаjа по времену4:

v(t) = ṙ(t) = ẋ(t) i = v(t) i. (4.5)

Како jе његова проjекциjа на x−осу v(t), смер вектора брзине ће бити
сагласан са смером кретања тачке у датом тренутку времена.

Убрзање материjалне тачке
Искуство jе показало да брзина ниjе jедина величина коjа нам jе потребна

за описивање кретања материjалне тачке. Неопходно jе, наиме, увести и
величину коjа карактерише промену брзине током времена–убрзање мате-
риjалне тачке.

3У даљем тексту ће се изостављати придев тренутна.
4Приметимо да диференцирање вектора положаjа по времену подразумева тражење

извода производа x(t) i. Пошто jе jединични вектор i константан, извод се своди на
производ константног вектора и извода координате.
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Посматраjмо опет два положаjа материjалне тачке P (t) и P (t + ∆t),
приказана на Слици 4.5, у два различита тренутка времена t и t+∆t. Нека
су брзине тачке P коjе одговараjу овим временским тренуцима ће бити v(t)
и v(t + ∆t). Дефинишимо прираштаj брзине тачке P током интервала ∆t
као:

∆v = v(t+∆t)− v(t).

Количник прираштаjа брзине ∆v и временског интервала ∆t у ком jе он
остварен зове се средње убрзање материjалне тачке:

asr =
∆v

∆t
.

Као и код средње брзине, вредност средњег убрзања зависи од дужине
временског интервала ∆t током ког се посматра кретање. Међутим, за
сада се не може донети суд о томе како се у том интервалу креће тачке,
односно да ли се она креће убрзано или успорено5.

O O

P t( ) P t( )

P t+ t( )D

x x

v( )t v( )t

v( )t+ tD
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a( )t

Слика 4.5: Убрзање тачке при праволиниjском кретању

Тренутно убрзање материjалне тачке се може одредити ако се пређе на
гранични процес ∆t → 0. Тада се добиjа:

a(t) = lim
∆t→0

∆v

∆t
= v̇(t) = ẍ(t) =

d2x

dt2
. (4.6)

Из ове дефинициjе се види да убрзање представља први извод брзине по
времену, а други извод координате по времену. Убрзање има димензиjе
дужина/време2, а jединица мере jе m/s2.

По аналогиjи са векторском дефинициjом брзине може се увести и век-
торска дефинициjа убрзања. Наиме, вектор убрзања се може дефинисати
као први извод вектора брзине, односно други извод вектора положаjа по
времену:

a(t) = v̇(t) = v̇(t) i

= r̈(t) = ẍ(t) i = a(t) i.
(4.7)

Овде се види да jе убрзање a(t) дефинисано jедначином (4.6) заправо про-
jекциjа вектора убрзања a(t) на x−осу дуж коjе тачка врши кретање.

5На ово потање ће бити одговорено кроз анализу конкретног примера
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Величине стања у механици. Да би се могао формирати математички
модел неког процеса неопходно jе идентификовати величине стања коjе га
описуjу. У механичким проблемима величине коjе одређуjу стање кретања
материjалне тачке jесу:

• вектор положаjа и

• вектор брзине.

Вектор убрзања материjалне тачке не представља величину стања, већ
описуjе промену стања система.

Пример 4.2 Материjална тачка се креће сагласно следећоj параметарскоj
jедначини:

x(t) = 6t2 − t3.

а) Одредити брзину и убрзање тачке и нацртати диjаграме њихове
промене (кинематичке диjаграме x− t, v − t и a− t).

б) Одредити тренутак t∗ у ком материjална тачка мења смер кретања.

в) Одредити пут коjи ће тачка прећи током првих 6 секунди кретања.

г) Одредити интервале времена током првих 6 секунди кретања у ко-
jима се тачка креће убрзано, односно успорено.

I За одређивање брзине и убрзања у неопходно jе потражити први,
односно други извод параметарске jедначине кретања. У овом конкретном
случаjу добиjа се:

v(t) = ẋ(t) = 12t− 3t2;

a(t) = ẍ(t) = 12− 6t.

Кинематички диjаграми овог кретања током првих 6 секунди дати су на
Слици 4.6.

Тренутни смер кретања тачке одређен jе смером вектора брзине. У
случаjу праволиниjског кретања, када jе v(t) = v(t) i, смер кретања ће
бити одређен знаком брзине v(t). Ако тачка мења смер кретања, то значи
да постоjи интервал [t1, t2] такав да jе на његовом почетку брзина jедног
смера, на пример v(t1) > 0 (или v(t1) < 0), а на краjу другог смера,
v(t2) < 0 (односно v(t2) > 0). Будући да претпостављамо да се брзина
мења непрекидно, мора постоjати тренутак t∗ у ком ће бити:

v(t∗) = 0.

Ако jе то jедини тренутак у интервалу [t1, t2] коjи задовољава оваj услов,
онда можемо рећи да се материjална тачка у интервалу [t1, t

∗) креће у
jедном смеру, док се у интервалу (t∗, t2] креће у супротном смеру. Тада се
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Слика 4.6: Кинематички диjаграми праволиниjског кретања тачке

каже да тачка мења смер кретања у тренутку t∗. У овом примеру тренутак
промене смера кретања се одређуjе решавањем jедначине:

v(t∗) = 12t∗ − 3t∗2 = 0.

Одавде се добиjаjу два решења: прво, t∗ = 0, одговара почетном тренутку
кретања, док jе друго, t∗ = 4s, оно коjе се тражи у нашем случаjу. Добиjени
резултат се може потврдити и анализом v − t кинематичког диjаграма на
ком се jасно види тренутак промене знака брзине као тачка пресека графика
функциjе v(t) са t−осом.

Одређивање пређеног пута материjалне тачке се мора радити са посебном
пажњом. Иако jе тачка започела кретање из координатног почетка, x(0) =
0, пређени пут се не сме поистоветити са тренутном вредношћу координате
коjа одређуjе њен положаj. У овом примеру у тренутку T = 6s имамо
x(T ) = 0, што може довести до исхитреног закључка да jе пређени пут
jеднак нули6. Тренутна вредност координате не открива како се тачка
кретала у интервалу [0, T ]. Oна jе, као што се може видети на слици,

6Да би се уверили у неисправност закључка, замислимо следећу ситуациjу: возач jе
сео у ауто, возио се 60 минута и вратио се на место са ког jе пошао идући повратку истим
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вршила кретање у смеру пораста координате у интервалу [0, t∗), а потом
у смеру њеног опадања у интервалу (t∗, T ]. Зато се одређивање пређеног
пута може поделити у следећа три корака:

1. одреде се подинтервали времена у коjима тачка не мења смер кретања;
рубне тачке подинтервала могу бити почетак и краj интервала у ком се
рачуна пређени пут, као и тренуци у коjима тачка мења смер кретања
(v(t∗) = 0); у нашем примеру се укупни интервал [0, T ] може поделити
на два подинтервала, [0, t∗) и (t∗, T ], где jе t∗ = 4s;

2. одреди се пређени пут за сваки подинтервал истосмерног кретања;
у случаjу праволиниjског кретања он се израчунава као апсолутна
вредност разлике координата на краjу и на почетку интервала; овде
то значи:

P[0,t∗) = |x(t∗)− x(0)| = |32m− 0| = 32m;

P(t∗,T ] = |x(T )− x(t∗)| = |0− 32m| = 32m;

3. укупни пређени пут се добиjа сабирањем путева пређених у подинтер-
валима истосмерног кретања; у нашем случаjу то даjе резултат:

P[0,T ] = P[0,t∗) + P(t∗,T ] = 64m.

Убрзано, односно успорено кретање се у механици дефинише на начин
коjи jе сагласан са нашом интуициjом. За кретање кажемо да jе убрзано
(успорено) када се повећава (смањуjе) интензитет брзине |v(t)| = |v(t)| без
обзира на правац и смер кретања. То значи следеће7:

а) |v(t)| расте ⇒ кретање jе убрзано;

б) |v(t)| опада ⇒ кретање jе успорено.

Као што jе познато, монотоност неке диференциjабилне функциjе се може
утврдити анализом знака првог извода: ако jе ḟ(t∗) > 0 (ḟ(t∗) < 0), онда
jе функциjа f(t) монотоно растућа (опадаjућа) у околини тачке t∗. Оваj
закључак се може проширити на интервале вредности независно променљи-
ве у коjима су задовољене горње неjеднакости. Међутим, да би се избегло
испитивање апсолутне вредности функциjе искористиће се чињеница да
да су у погледу монотоности ненегативне функциjе |v(t)| и |v(t)|2 = v2(t)

путем коjим jе ишао у одласку. Иако се вратио у “почетни положаj” прешао jе одређени
пут. То се може уочити на два начина: а) показивач броjа пређених километара ће
показивати већу вредност на краjу вожње него што jе показивао на почетку; б) показивач
нивоа горива у резервоару ће такође бити на нижем нивоу од оног на ком jе био на почетку
вожње–гориво се троши без обзира на смер кретања.

7Приметимо да критериjум убрзаног кретања даjе интензитет брзине |v(t)|, а не њена
проjекциjа v(t).
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потпуно еквивалентне8. Зато ће за испитивање карактера кретања бити
коришћен први извод квадрата брзине коjи гласи:

d

dt
v2(t) = 2v(t)v̇(t) = 2v(t)a(t).

Тада важи:

а) ако jе v(t)a(t) > 0 кретање jе убрзано;

б) ако jе v(t)a(t) < 0 кретање jе успорено.

Другим речима, кретање jе убрзано ако су брзина и убрзање истог знака, а
успорено ако су брзина и убрзање различитог знака. У нашем конкретном
случаjу ће бити:

v(t) = ẋ(t) = 12t− 3t2

{
> 0 t ∈ (0, 4);

< 0 t ∈ (4, 6);

a(t) = ẍ(t) = 12− 6t.

{
> 0 t ∈ (0, 2);

< 0 t ∈ (2, 6).

Одатле следи да ће кретање тачке бити убрзано у интервалима (0, 2) и (4, 6),
а успорено у интервалу (2, 4). J

Инверзни проблем

У претходном примеру кретање материjалне тачке jе било задато параме-
тарском jедначином кретања, а све остале кинематичке карактеристике
(брзина и убрзање) у биле одређене њеним диференцирањем. Такав тип
проблема се зове директни проблем. Ако jе, међутим, задато убрзање тачке
(или њена брзина), онда jе за одређивање параметарске jедначине кретања
неопходно применити поступак интеграциjе коjи jе инверзан поступку ди-
ференцирања. Оваj тип проблема се зове инверзни проблем.

Нека jе кретање материjалне тачке описано променом њеног убрзања
током времена, a = a(t). Пошто оно представља први извод брзине по
времену, v̇(t) = a(t), брзина ће бити одређена интеграциjом убрзања:

v(t) =

∫
a(t)dt+ C1 = v̂(t) + C1. (4.8)

Приметимо да jе овде брзина добиjена као неодређени интеграл убрзања,
те да због тога у изразу (4.8) фигурише интеграциона константа C1. У

8Ово тврђење се може доказати на следећи начин. Посматраjмо ненегативну функциjу
f(t) ≥ 0. Њен квадрат ће такође бити ненегативна функциjа, f2(t) ≥ 0, а његов први
извод ће бити (f2(t))· = 2f(t)ḟ(t). Пошто jе f(t) ≥ 0, а тачке у коjима jе f(t) = 0
представљаjу тачке локалног минимума, знак извода функциjе f(t) биће исти као знак
извода њеног квадрата f2(t).
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следећем кораку jе за одређивање кретања потребно извршити интеграциjу
израза за брзину, jер jе ẋ(t) = v(t):

x(t) =

∫
v(t)dt+ C2 =

∫
v̂(t)dt+ C1t+ C2

= x̂(t) + C1t+ C2.

(4.9)

Jедначине (4.8) и (4.9) описуjу сва могућа кретања материjалне тачке
коjа су сагласна са убрзањем a(t), зато што садрже интеграционе константе
C1 и C2 коjе нису унапред одређене. Да би се оне одредиле неопходно jе
познавати стање кретања тачке у почетном тренутку времена t0, тачниjе
њен почетни положаj x(t0) = x0 и почетну брзину v(t0) = v0. Ови подаци
чине почетне услове проблема и неопходни су за jеднозначно одређивање
кретања тачке. За задате почетне услове интеграционе константе одређуjе-
мо решавањем система алгебарских jедначина:

v(t0) = v̂(t0) + C1 = v0;

x(t0) = x̂(t0) + C1t0 + C2 = x0.

Специjални случаjеви праволиниjског кретања
Од интереса за даљи рад jе да проучимо неке специjалне случаjеве

праволиниjског кретања. То ће бити jеднолико (равномерно), jеднакопро-
менљиво и хармониjско осцилаторно кретање.

Jеднолико (равномерно) кретање

За материjалну тачки кажемо да врши jеднолико кретање ако jоj се
брзина токо кретања не мења:

v(t) = v0 = const. (4.10)

Оваj услов има неколико важних последица. Прво, током овог кретања
тачка не мења смер кретања. Друго, убрзање тачке ће бити идентички
jеднако нули све време кретања:

a(t) = v̇(t) ≡ 0.

Наjзад, параметарска jедначина jедноликог правилиниjског кретања следи
из jедначина (4.8)-(4.9):

x(t) = v0t+ x0, (4.11)

где jе координатом x0 = x(0) одређен почетни положаj тачке. На Слици 4.7
су приказани кинематички диjаграми jедноликог праволиниjског кретања
за x0 = −0.6m и v0 = 0.5m/s.

У литератури се често може срести формулациjа да jе jеднолико кретање
оно при ком тачка у jеднаким временским интервалима прелази иста расто-
jања. Ово се може потврдити анлизом jедначине (4.11). Ако са ∆t = t2 − t1
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Слика 4.7: Кинематички диjаграми jедноликог кретања

означимо временски интервал у ком посматрамо кретање, онда следи:

∆x = x(t2)− x(t1) = v0(t2 − t1) = v0∆t,

што jе и требало показати.
Jеднолико кретање материjалне тачке jе веома значаjно и због чињенице

да представља jедно од два природна стања кретања9. Њега ће тачка
вршити у одсуству било каквих сила, па се стога често назива и инерциjално
кретање.

Jеднакопроменљиво кретање

Под jеднакопроменљивим кретањем се подразумева кретање коjе се врши
константним убрзањем:

a(t) = a = const.

Током овог кретања брзина се равномерно мења:

v(t) = at+ v0,

а параметарска jедначина кретања гласи:

x(t) =
1

2
at2 + v0t+ x0.

Ове релациjе се могу непосредно извести из jедначина (4.8) i (4.9), а v0 =
v(0) и x0 = x(0) представљаjу почетне вредности брзине и координате.
Касниjе ће бити показано да у оваj вид кретања спада кретање у хомогеном
пољу силе Земљине теже када се занемаре отпори, а као специjални случаj
се jавља и слободни пад материjалне тачке. На Слици 4.8 су приказани
кинематички диjаграми jеднакопроменљивог праволиниjског кретања за
x0 = −0.1m, v0 = 0.6m/s и a0 = −0.5m/s2.

За jеднакопроменљиво кретање важи да се брзина тачке у jеднаким
временским интервалима има jеднаке прираштаjе:

∆v = v(t2)− v(t1) = a(t2 − t1) = a∆t,

где jе ∆t = t2 − t1.
9Друго природно стање jе мировање.
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Слика 4.8: Кинематички диjаграми jеднакопроменљивог кретања

Хармониjско осцилаторно кретање

Када jе кретање материjалне тачке описано параметарском jедначином
следећег облика10:

x(t) = A sin(ωt+ α),

каже се да тачка врши хармониjско осциловање11. Величине A, ω и α
представљаjу амплитуду, кружну фреквенциjу и почетну фазу осциловања,
респективно. То су главне карактеристике овог вида кретања. Брзина и
убрзање тачке при хармониjском осцилаторном кретању описане су следе-
ћим изразима:

v(t) = ẋ(t) = Aω cos(ωt+ α);

a(t) = v̇(t) = −Aω2 sin(ωt+ α).

Основно своjство хармониjског осциловања jесте да се оно врши у ограни-
ченоj области, у овом случаjу x ∈ [−A,A], и да се периодично понавља са
периодом T = 2π/ω. На Слици 4.9 приказани су кинематички диjаграми
хармониjског осцилаторног кретања тачке за A = 0.5m, ω = 1.6s−1 и α =
π/4.
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Слика 4.9: Кинематички диjаграми хармониjског осцилаторног кретања

4.3 Криволиниjско кретање тачке

У овом делу текста пажња ће бити посвећена криволиниjском кретању
материjалне тачке у равни. Оно представља прво уопштење праволиниjског

10Ово кретање еквивалентно може бити описано и косинусном функциjом, x(t) =
A cos(ωt+ β), где jе β = α− π/2.

11Осцилаторно кретање не мора бити хармониjско.
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кретања и поjмови коjи буду били уведени приликом његове анализе могу се
непосредно искористити и у анализи кретања материjалне тачке у простору.

Брзина и убрзање материjалне тачке
У претходном одељку jе речено да jе за описивање кретања материjалне

тачке потребно увести вектор положаjа r = r(t) коjи одређуjе положаj
посматране тачке P у односу на референтну тачку O у било ком тренутку
времена t. У контексту праволиниjског кретања били су дефинисани век-
тори брзине и убрзања материjалне тачке (jедначине (4.5) и (4.7)).

Код криволиниjског кретања материjалне тачке, било да се оно врши у
равни или у простору, вектор брзине материjалне тачке се дефинише као
први извод вектора положаjа по времену:

v(t) = ṙ(t) =
dr

dt
. (4.12)

Будући да jе траjекториjа тачке у општем случаjу крива линиjа, постав-
ља се питање правца и смера вектора брзине. Показаћемо да он има правац
тангенте на траjекториjу у посматраном положаjу материjалне тачке и да
му jе смер сагласан са тренутним смером кретања тачке. Посматраjмо два
положаjа материjалне тачке P (t) и P (t + ∆t), приказана на Слици 4.10,
коjа су одређена векторима положаjа r(t) и r(t+∆t). Дефинишимо вектор
померања (прираштаj вектора положаjа) ∆r материjалне тачке и вектор
средње брзине vsr на следећи начин:

∆r = r(t+∆t)− r(t);

vsr =
∆r

∆t
.

Вектор померања ∆r има правац сечице на траjекториjу, а вектор средње
брзине vsr се од њега разликуjе само по интензитету, jер у себи експлицитно
садржи и информациjу о временском интервалу током ког jе остварено
померање. Ако посматрамо гранични процес ∆t → 0 тачка P (t + ∆t) на
траjекториjи ће асимптотски тежити тачки P (t), правац вектора средње
брзине ће асимптотски тежити правцу тангенте на криву, а сам вектор
средње брзине ће постати први извод вектора положаjа:

v(t) = lim
∆t→0

∆r

∆t
= ṙ(t).

Када jе у питању убрзање материjалне тачке, вектор убрзања се дефи-
нише као први извод вектора брзине, а други извод вектора положаjа тачке
по времену:

a(t) = v̇(t) =
dv

dt
= r̈(t) =

d2r

dt2
. (4.13)

Пошто код криволиниjског кретања вектор брзине мења и правац, и
интензитет, вектор убрзања описуjе оба ова аспекта промене брзине током
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Слика 4.10: Брзина тачке при криволиниjском кретању

времена. Покажимо зато да jе вектор убрзања увек усмерен у удубљену
(конкавну) страну траjекториjе. Посматраjмо поново два положаjа матери-
jалне тачке, P (t) и P (t + ∆t), и уочимо одговараjуће векторе брзина v(t)
и v(t + ∆t), приказане на Слици 4.11. Дефинишимо прираштаj вектора
брзине ∆v и вектор средњег убрзања asr на следећи начин:

∆v = v(t+∆t)− v(t);

asr =
∆v

∆t
.

Ако се уочи правац тангенте на траjекториjу у положаjу P (t), онда се види
да се лук траjекториjе од ње до тачке P (t + ∆t), за довољно мало ∆t,
цео налази у jедноj полуравни чиjи jе руб правац тангенте12. Очигледно,
вектори ∆v и asr ће бити усмерени ка полуравни у коjоj се налази тачка
P (t + ∆t). Овакво усмерење вектора средњег убрзања ће бити очувано и
у граничном процесу ∆t → 0 када вектор asr постаjе вектор тренутног
убрзања:

a(t) = lim
∆t→0

∆v

∆t
= v̇(t).

v( )t+ tDv( )t+ tD

P t+ t( )D

P t( )

O

a
sr

v( )t

a( )t

Слика 4.11: Убрзање тачке при криволиниjском кретању

12Може се рећи и да jе тачка “скренула” ка тоj полуравни, односно да се траjекториjа
“закривила” ка њоj.
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Брзина и убрзање у Декартовом координатном систему

Да би се криволиниjско кретање материjалне тачке могло и квантитатив-
но испитати неопходно jе посматрати кретање у односу на неки координатни
систем. Посматраjмо наjпре кретање тачке у односу на Декартов правоугли
координатни систем (Слика 4.12). Усвоjимо да се координатни почетак
поклапа са референтном тачком O и усвоjимо координатне осе Ox и Oy
са одговараjућим jединичним векторима i и j. Тада се вектор положаjа
материjалне тачке може описати на следећи начин:

r(t) = x(t) i+ y(t) j. (4.14)

Проjекциjе вектора положаjа на осе Декартовог координатног система пред-
стављаjу параметарске jедначине кретања тачке:

x = x(t); y = y(t). (4.15)

Вектор брзине, као први извод вектора положаjа по времену, има следећи
облик13:

v(t) = ẋ(t) i+ ẏ(t) j

= vx(t) i+ vy(t) j.
(4.16)

Са vx(t) и vy(t) означене су проjекциjе вектора брзине на осе Декартовог
координатног система коjе су jеднаке изводима параметарских jедначина
кретања (4.15) по времену:

vx(t) = ẋ(t); vy(t) = ẏ(t). (4.17)

Интензитет брзине се одређуjе помоћу проjекциjа као модуо вектора брзине:

|v(t)| =
√
v2x(t) + v2y(t) =

√
ẋ2(t) + ẏ2(t). (4.18)

Вектор убрзања се добиjа диференцирањем вектора брзине (4.16) и гласи:

a(t) = ẍ(t) i+ ÿ(t) j

= ax(t) i+ ay(t) j.
(4.19)

Проjекциjе убрзања ax(t) и ay(t) добиjаjу се као први изводи проjекциjа
брзина (4.17), односно други изводи параметарских jедначина (4.15):

ax(t) = v̇x(t) = ẍ(t); ay(t) = v̇y(t) = ÿ(t). (4.20)

Интензитет убрзања се, попут интензитета брзине, одређуjе помоћу проjек-
циjа као модуо вектора убрзања:

|a(t)| =
√
a2x(t) + a2y(t) =

√
ẍ2(t) + ÿ2(t). (4.21)

13Овде су, као и код праволиниjског кретања тачке, коришћена правила о изводу збира
и изводу производа константе и функциjе.
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O

P t( )

r( )t

x t( )

y t( )

x

y

v( )t
vy( )t

vx( )t

a( )t

ax( )t

ay( )t

Слика 4.12: Брзина и убрзање тачке у односу на Декартов координатни систем

Пример 4.3 Кретање материjалне тачке jе описано параметарским jед-
начинама кретања:

x(t) =
t2

2
− t; y(t) =

t

2
.

Одредити:

а) траjекториjу материjалне тачке;

б) тренутак t∗ > 0 у ком ће се тачка наћи на y−оси;

в) векторе брзине и убрзања и њихове интензитете у произвољном
тренутку времена t;

г) векторе брзине и убрзања и њихове интензитете у тренутку t∗.

I Да би се одредила траjекториjа тачке неопходно jе елиминисати време
из параметарских jедначина кретања. У овом примеру се то може лако
извести jер jе t = 2y. Уврштавањем ове релациjе у jедначину за координату
x добиjа се14:

x(y) = 2y2 − 2y.

На оваj начин добиjена jе jедначина криве линиjе15 дуж коjе се креће мате-
риjална тачка, али траjекториjа, у општем случаjу, jош ниjе у потпуности
описана. Наиме, под траjекториjом се подразумева крива линиjа коjу тачка
описуjе током кретања, а оно се посматра од тренутка t0 = 0. Другим
речима, треба утврдити коjе вредности могу имати координате16 x и y за

14Елиминациjа времена из параметарских jеднчина кретања ниjе увек могућа. Ако
се може извршити, онда се могу добити jедначине кривих у три различита облика: два
експлицитна, y = y(x) или x = x(y), и имплицитном, F (x, y) = 0.

15Ова крива се у домаћоj литератури често назива линиjа путање.
16У математичком смислу овде се ради о одређивању области вредности (кодомена)

функциjа x(t) и y(t) ако jе област дефинисаности (домен) одређен неjеднакошћу t ≥ 0.
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t ≥ 0. У овом случаjу лако се види да важи 2y = t ≥ 0, одакле следи y ≥ 0.
Са друге стране, jедначином x(t) = t2/2 − t описана jе парабола у x − t
равни, одакле се лако може показати да важи x ≥ −1/2. Неjеднакостима:

x ≥ −1

2
и y ≥ 0

одређена jе област кретања материjалне тачке. Она заjедно са jедначином
криве одређуjе траjекториjу.

Положаj тачке и тренутак времена у ком ће се она наћи на y−оси лако се
може утврдити анализом графика траjекториjе. Међутим, боље jе форму-
лисати аналитички критериjум коjим ће се одредити оваj тренутак. Пошто
jе у питању правоугли координатни систем, у тренутку t∗ у ком ће се тачка
наћи на y−оси важиће:

x(t∗) = 0.

Одавде се решавањем одговараjуће jедначине добиjаjу следећа решења:

t∗2

2
− t∗ = 0 ⇒ t∗1 = 0; t∗2 = 2s.

Пошто нас интересуjе тренутак t∗ > 0, усвоjићемо t∗ = 2s
Одредимо сада брзину и убрзање у призвољном тренутку времена. Про-

jекциjе брзине ће бити:

vx(t) = ẋ(t) = t− 1; vy(t) = ẏ(t) =
1

2
,

па ће вектор брзине и његов интензитет бити:

v(t) = (t− 1) i+
1

2
j
m

s
;

|v(t)| =
√
t2 − 2t+

5

4

m

s
.

Проjекциjе убрзања су:

ax(t) = ẍ(t) = 1; ay(t) = ÿ(t) = 0,

а вектор убрзања и његов интензитет гласе:

a(t) = 1 i
m

s
; |a(t)| = 1

m

s
.

Брзина и убрзање у тренутку t∗ = 2s се добиjаjу непосредним увршта-
вањем ове вредности у добиjене резултате коjи важе у било ком тренутку
времена. Тако се добиjа:

vx(t
∗) = ẋ(t∗) = 1

m

s
; vy(t

∗) = ẏ(t∗) =
1

2

m

s
;

v(t∗) = 1 i+
1

2
j
m

s
; |v(t∗)| =

√
5

2

m

s
,
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док убрзање у том тренутку има следеће вредности:

ax(t
∗) = ẍ(t∗) = 1

m

s2
; ay(t

∗) = ÿ(t∗) = 0,

a(t∗) = 1 i
m

s2
; |a(t∗)| = 1

m

s2
.

Приметимо да се проjекциjе убрзања, а самим тим и вектор убрзања и његов
интензитет, не мењаjу током времена. Зато и у тренутку t∗ = 2s имаjу исте
вредности као у сваком другом тренутку времена. Поред тога, лако се може
показати да вектор брзине пада у правац тангенте на траjекториjу. Пошто
jе y′(x) = 1/x′(y), а y∗ = 1m када jе x∗ = 0, добиjа се да jе x′(y∗) = 2,
односно y′(x∗) = 1/2 = tanϕ∗, где jе ϕ∗ угао нагиба тангенте у односу
на x−осу. У исто време угао нагиба вектора брзине у односу на x−осу jе
tan θ∗ = vy(t

∗)/vx(t∗) = 1/2, што значи да jе θ∗ = ϕ∗. J

Природне компоненте убрзања тачке
Видели смо у претходноj анализи да вектор брзине има правац тангенте

на траjекториjу у посматраноj тачки, док jе вектор убрзања усмерен у
удубљену страну траjекториjе. Истовремено, Декартов координатни систем
се уводи a priori - пре било какве анализе саме траjекториjе. У том смислу
било би “природниjе” да се брзина и убрзање разлажу на компоненте од
коjих би jедна имала правац тангенте на траjекториjу, а друга правац нор-
малан на њу. Ово jе основа за увођење пратећег диедра17 jединичних вектора
и природних компонената убрзања. Да би приближили ову идеjу наjпре
ћемо анализирати jедан пример.

Пример 4.4 Материjална тачка врши кретање по кругу полупречника R
сагласно следећим параметарсим jедначинама:

x(t) = R cosϕ(t); y(t) = R sinϕ(t),

где jе ϕ(t) два пута диференциjабилна функциjа времена t. Одредити
векторе брзине и убрзања у призвољном тренутку времена и одредити
њихове проjекциjе на правац тангенте и правац нормале на круг.

I Покажимо, наjпре, да jе траjекториjа тачке заиста круг. Ако се
параметарске jедначине квадрираjу и саберу добиће се:

x2 + y2 = R2 cos2 ϕ+R2 sin2 ϕ = R2,

што представља jедначину круга полупречника R са центром у координат-
ном почетку. Угао ϕ jе угао коjи вектор положаjа тачке образуjе са x−осом,
видети Слику 4.13.

17Када тачка врши кретање у простору мора се увести пратећи триедар jединичних
вектора.
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Диференцирањем параметарских jедначина добиjаjу се проjекциjе век-
тора брзине на осе Декартовог координатног система:

vx(t) = ẋ(t) = −Rϕ̇(t) sinϕ(t); vy(t) = ẏ(t) = Rϕ̇(t) cosϕ(t),

а сам вектор брзине jе облика (4.16), v(t) = ẋ(t)i+ ẏ(t)j. Проjекциjе вектора
убрзања гласе:

ax(t) = ẍ(t) = −Rϕ̈(t) sinϕ(t)−Rϕ̇2(t) cosϕ(t);

ay(t) = ÿ(t) = Rϕ̈(t) cosϕ(t)−Rϕ̇2(t) sinϕ(t),

док jе сам вектор описан изразом (4.19), a(t) = ẍ(t)i+ ÿ(t)j.

R

x

y

j

P

et

en

Слика 4.13: Пратећи диjедар тачке при кретању по кругу

Уочимо сада посматрану тачку P у произвољном положаjу и “вежимо”
за њу два пратећа jединична вектора коjа се крећу заjедно са њом: вектор
et има правац тангенте на круг и усмерен jе у страну пораста угла ϕ,
а вектор en има правац нормале, односно полупречника, и усмерен jе ка
центру круга. Лако се показуjе да су њихове проjекциjе на осе Декартовог
координатног система18:

et = − sinϕ(t) i+ cosϕ(t) j;

en = − cosϕ(t) i− sinϕ(t) j,

а због ортогоналности имамо et · en = 0.
Разложимо вектор брзине на правце нормале и тангенте:

v = vtet + vnen.

Проjекциjе vt и vn ће бити одређене коришћењем скаларног производа, a на
основу проjекциjа вектора на осе Декартовог координатног система:

vt = v · et = −vx(t) sinϕ(t) + vy cosϕ(t) = Rϕ̇(t);

vn = v · en = −vx(t) cosϕ(t)− vy sinϕ(t) = 0.

18Приметимо да вектори et и en нису константни вектори: њима само интензитет
остаjе непромењен, док се правац мења током кретања. Може се показати да важе
следеће релациjе између њихових извода: ėt(t) = ϕ̇(t)en и ėn(t) = −ϕ̇(t)et
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Као што се и очекуjе, брзина има проjекциjу само на правац тангенте, па
имамо:

v(t) = v(t)et = Rϕ̇(t)et.

Ако се вектор убрзања разложи на исти начин:

a = atet + anen,

онда се и проjекциjе убрзања at и an могу одредити помоћу скаларног произ-
вода:

at = a · et = −ax(t) sinϕ(t) + ay cosϕ(t) = Rϕ̈(t);

an = a · en = −ax(t) cosϕ(t)− ay sinϕ(t) = Rϕ̇2(t).

Важно jе уочити везу између брзине v(t) = Rϕ̇(t), тангентног убрзања
at(t) и нормалног убрзања an(t):

at(t) = Rϕ̈(t) = v̇(t); an(t) = Rϕ̇2(t) =
v2(t)

R
.

Одавде се види да тангентно убрзање представља извод проjекциjе брзине
на правац тангенте, док нормално jе убрзање jеднако количнику квадрата
брзине и полупречника круга R. Имаjући ово у виду може се рећи да
тангентно убрзање одражава промену интензитета брзине, а нормално про-
мену њеног правца.

Да бисмо jасно мотивисали даљу анализу, уочимо jош jедну интересантну
релациjу. Ако се уведе дужина кружног лука s коjа одговара централном
углу ϕ, онда важи s = Rϕ, односно ϕ = s/R. Пошто jе релациjа између s и
ϕ линеарна, лако се показуjе да важи:

dϕ

ds
=

1

R
= κ.

Величина κ се зове кривина криве линиjе. Код круга jе она константна и
jеднака реципрочноj вредности његовог полупречника. Полупречник круга
се у литератури назива посебним именом - полупречник (радиjус) кривине.
J

Резултати добиjени у анализи кретања тачке по кругу на природан начин
се уопштаваjу на кретање тачке дуж било какве криволиниjске траjекториjе.
Да би се оваj поступак могао остварити неопходно jе знати траjекториjу
посматране тачке. Затим се на самоj траjекториjи мора уочити референтна
тачка, означимо jе са O′, односу на коjу ће се одређивати положаj посмат-
ране тачке. Он ће бити одређен дужином лука криве O′P . При томе се
мора дефинисати позитивни и негативни део криве да би лучна координата
s = O′P jеднозначно одредила положаj тачке, као што jе показано на
Слици 4.14. Кретање тачке jе тада описано само jедном параметарском
jедначином:

s = s(t). (4.22)
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Уочимо сада пратећи диедар посматране тачке код ког jе динични вектор
тангенте et има правац тангенте на траjекториjу и ориjентисан jе у смеру
пораста лучне координате s, док jе jединични вектор нормале en усмерен
у удубљену страну траjекториjе. Тада се може показати да вектор брзине
има следећи облик:

v(t) = v(t) et = ṡ(t) et. (4.23)

Видимо да jе проjекциjа вектора брзине на правац тангенте jеднака првом
изводу лучне координате по времену:

v(t) = ṡ(t). (4.24)

e
t

e
n

v

a
t

a
n

a

O'

P

s

Слика 4.14: Лучна координата и пратећи диjедар тачке при криволиниjском кретању

У исто време се и вектор убрзања може разложити на правце одређене
jединичним векторима пратећег диедра. Тада се добиjа:

a(t) = at(t) et + an(t) en

= v̇(t) et +
v2(t)

Rk
en = s̈(t) et +

ṡ2(t)

Rk
en,

(4.25)

a tангентно и нормално убрзање су одређени следећим релациjама:

at(t) = v̇(t) = s̈(t); an(t) =
v2(t)

Rk
=

ṡ2(t)

Rk
. (4.26)

Са Rk jе у jедначини (4.26) означен полупречник кривине траjекториjе
у посматраном положаjу. То jе геометриjска карактеристика криве и у
околини одређеног положаjа посматране тачке игра исту улогу коjу jе играо
полупречник круга у Примеру 4.4.

Иако jе у jедначинама (4.23)-(4.26) наглашена експлицитна зависност
од времена t само за изводе лучне координате, не треба заборавити да и
jединични вектори et и en, као и полупречник кривине Rk, такође зависе
од t. Уочимо угао ϕ коjи вектор et образуjе са неким фиксираним правцем,
на пример хоризонталом. Оваj угао се може посматрати у функциjи лучне
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координате, ϕ = ϕ(s), или као функциjа времена, имаjући у виду jедначину
(4.22), ϕ = ϕ(s(t)) = ϕ(t). Тада се може показати да важи:

dϕ

ds
=

1

Rk(s)
= κ(s), (4.27)

односно:
ėt = ϕ̇(t) en =

v

Rk
en; ėn = −ϕ̇(t) et = − v

Rk
et.

И овде jе, као и у примеру, са κ означена кривина криве линиjе.
Основна препрека у практичном одређивању природних компоненти убр-

зања jесте непознавање експлицитног облика параметарске jедначине (4.22).
Наиме, кретање jе наjчешће описано у односу на Декартов или неки други
координатни систем, па се поставља питање могућности одређивања тан-
гентног и нормалног убрзања и полупречника кривине траjекториjе без
претходног одређивања зависности s = s(t). Зато треба приметити да у
општем случаjу важи v(t)/|v(t)| = ±et. Ако усвоjимо да jе у посматраном
тренутку времена v(t)/|v(t)| = et, онда се тангентно убрзање може одредити
на следећи начин:

at = a · et = a · v

|v| =
a · v
|v| (4.28)

Са друге стране, пошто jе интензитет вектора убрзања (4.25) одређен следе-
ћом релациjом:

|a(t)| =
√
a2t (t) + a2n(t),

нормално се убрзање се може израчунати помоћу обрасца:

an(t) =
√
|a(t)|2 − a2t (t). (4.29)

Наjзад, ако се знаjу брзина и нормално убрзање из jедначине (4.26)2 се може
одредити и полупречник кривине траjекториjе19:

Rk(t) =
v2(t)

an(t)
, (4.30)

имаjући у виду да jе v2(t) = |v(t)|2.
Поступак одређивања природних компонената убрзања и полупречника

кривине траjекториjе, описан jедначинама (4.28)-(4.30), погодно jе примени-
ти када кретање тачке ниjе описано помоћу лучне координате. Наjважниjи
корак у томе представља одређивање тангентног убрзања. На пример, ако
jе кретање описано у односу на Декартов координатни систем, онда се
брзина, убрзање и њихови интензитети могу одредити помоћу jедначина
(4.16)-(4.21). Тада из (4.28) следи да jе тангентно убрзање:

at(t) =
vx(t)ax(t) + vy(t)ay(t)√

v2x(t) + v2y(t)
.

19Оваj поступак се у литератури зове кинематичко одређивање полупречника кривине.
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Са овим резултатом се потом лако могу одредити нормално убрзање (4.29)
и полупречник кривине траjекториjе (4.30).

Пример 4.5 За кретање материjалне тачке описано у Примеру 4.3 одре-
дити природне компоненте убрзања и полупречник кривине траjекториjе
у тренутку t∗ у ком се тачка нашла на y−оси.

v

a
t

a
n

a

Слика 4.15: Кинематичка анализа криволиниjског кретања тачке

I На основу резултата добиjених у Примеру 4.3 знамо да проjекциjе
брзине и убрзања и њихови интензитети у тренутку t∗ = 2s гласе:

vx(t
∗) = 1

m

s
; vy(t

∗) =
1

2

m

s
; |v(t∗)| =

√
5

2

m

s
;

ax(t
∗) = 1

m

s2
; ay(t

∗) = 0; |a(t∗)| = 1
m

s2
.

Тада се лако показуjе да jе тангентно убрзање:

at(t) =
vx(t

∗)ax(t∗) + vy(t
∗)ay(t∗)

|v(t∗)| =
2√
5

m

s2
.

Сада се из jедначине (4.29) може одредити нормално убрзање:

an(t
∗) =

√
|a(t∗)|2 − a2t (t

∗) =

[
12 −

(
2√
5

)2
]1/2

=
1√
5

m

s2
.

Наjзад, помоћу jедначине (4.30) се израчунава полупречник кривине:

Rk(t
∗) =

v2(t∗)
an(t∗)

=
5
√
5

4
m.
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Смисао полупречника кривине jе следећи: он одређуjе полупречник круга
чиjи се центар налази на правцу нормале на траjекториjу, има заjедничку
тангенту са траjекториjом и наjбоље апроксимира криву у околини посмат-
ране тачке20.

За вежбу читалац може одредити природне компоненте убрзања и полу-
пречник кривине траjекториjе у тренутку t1 = 1s у ком се тачка налази у
темену параболе. J

Задаци

4.1 Материjална тачка врши праволиниjско кретање коjе jе описано следе-
ћом параметарском jедначином:

x(t) = t3 − 6t2 − 15t+ 40,

где jе x у метрима m, а време t у секундама s. Ако jе тачка започела
кретање у тренутку t0 = 0, одредити тренутак t1 у ком jе променила смер
кретања. Одредити положаj тачке x(t1) у тренутку промене смера, као и
пут коjи jе тачка прешла од почетка кретања до тог тренутка. Колико jе
убрзање тачке у тренутку t1?

4.2Осцилаторно кретање материjалне тачке. Кретање материjалне тачке
описано jе параметарском jедначином:

x(t) = A sin(ωt+ α).

Одредити брзину и убрзање тачке у произвољном тренутку времена t и
нацртати кинематичке диjаграме. Одредити тренутке у коjима тачка мења
смер кретања, положаjе тачке у тим тренуцима и њена убрзања.

Нека jе стање кретања тачке у тренутку t1 одређено положаjем x1 и
брзином v1. Колико времена треба да протекне до тренутка t2 у ком ће
стање кретања тачке бити исто као у тренутку t1, x2 = x1, v2 = v1 (оваj
временски интервал се зове период осциловања)?

4.3 Кретање материjалне тачке jе описано истом параметарском jедначином
као у претходном задатку. Ако са x0 означимо почетни положаj тачке x(0),
а са v0 њену почетну брзину v(0), показати да важи:

tanα =
x0ω

v0
; A =

√
x2
0 +

(v0
ω

)2

.

20Зато jе полупречник кривине круга jеднак самом полупречнику круга, а полупречник
кривине праве линиjе jе бесконачно велик (односно кривина κ jе jеднака нули).
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4.4 Лопта jе бачена вертикално увис са
платформе коjа се налази на висини 20m
изнад површине земље. Почетна брзина лопте
jе била v0 = 15m/s. Знаjући да jе убрзање
тачке константно (9.81m/s2) и усмерено на доле
одредити:

а) брзину и положаj тачке у произвољном
тренутку времена t;

б) висину лета h тачке и тенутак t1 у ком jе она
достигнута;

в) тренутак t2 удара тачке о земљу и брзину
приликом удара;

г) нацртати кинематичке диjаграме x−t и v−t.

4.5 Праволиниjско кретање материjалне тачке описано jе следећом параме-
тарском jедначином:

x(t) = 3 cos
(π
4
t
)
.

Одредити:

а) тренутак t1 у ком ће тачка први пут проћи кроз координатни почетак;

б) брзину и убрзање тачке у том тренутку;

в) пут коjи ће тачка прећи током првих 6 секунди кретања.

4.6 Материjална тачка се креће праволиниjски и при томе се убрзање мења
на следећи начин:

a(t) = a0

(
1− t

τ

)
,

a0 − m/s2, τ − s. Одредити кретање тачке (параметарску jедначину) ако
се зна да jе тачка започела кретање у тренутку t0 = 0 из координатног
почетка и да jе имала брзину v0, x(0) = 0, v(0) = v0. Одредити положаj и
брзину тачке у тренутку у ком jе њено убрзање jеднако нули.

4.7 Лифт се креће вертикално навише jеднакоубрзано и после 5s кретања
стигао jе на висину 6m. Ако се зна да се убрзање лифта састоjи од гравита-
ционог убрзања g = 9.81m/s2 усмереног на доле и убрзања a усмереног на
горе, одредити колико jе при овом кретању било убрзање a коjе jе остварено
помоћу електромотора.
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4.8 Кретање клипа кроз цилиндар у кочионом систему описано jе параме-
тарском jедначином:

x(t) =
v0
k

(
1− e−kt

)
,

v0 −m/s, k − s−1. Одредити:

а) брзину и убрзање клипа у произвољном тренутку времена;

б) брзину клипа у почетном тренутку t0 и тренутак t1 у ком ће брзина
клипа пасти на половину почетне вредности;

в) пут коjи jе клип прешао од почетка кретања до тог тренутка.

4.9 Задатак за размишљање. Камен jе пуштен да пада у бунар без почетне
брзине. Звук пада у воду се чуо 4.7s касниjе. Ако се зна да jе гравитационо
убрзање g = 9.81m/s2, а брзина простирања звука vZ = 336m/s, одредити
дубину бунара h.

4.10 Кретање тачке описано jе параметарским jедначинама кретања:

x(t) = 4t− 2t2; y(t) = 3t− 1.5t2.

Одредити област кретања и траjекториjу материjалне тачке. Одредити
положаj, брзину и убрзање тачке у тренутцима t0 = 0, t1 = 1s и t2 = 2s.

4.11 За кретање тачке описано параметарским jедначинама:

x(t) = at; y(t) = bt2,

одредити траjекториjу тачке, векторе брзине и убрзања и њихове интензи-
тете у призвољном тренутку времена. Одредити тангентно и нормално
убрзање и полупречник кривине траjекториjе у тренутку t1 = 1s од почетка
кретања.

4.12 Кретање тачке jе описано параметарским jедначинама:

x(t) = 5 cos t; y(t) = 3− 5 sin t.

Одредити:
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а) траjекториjу тачке;

б) положаj, брзину и убрзање тачке у тренуцима t1 = π/2s и t2 = πs;

в) тангентно и нормално убрзање и полупречник кривине траjекториjе у
произвољном тренутку времена t.

4.13 За кретање тачке описано параметарским jедначинама:

x(t) = 3 + 4 sin t; y(t) = 2 + 5 cos t,

одредити траjекториjу, а затим одредити положаj, брзину и убрзање, као
и тангентно и нормално убрзање и полупречник кривине траjекториjе у
пошетном тренутку t0 = 0.

4.14 Кретање тачке jе описано параметарским jедначинама:

x(t) = t2 − 1; y(t) = t.

Одредити:

а) траjекториjу тачке;

б) тренутак t∗ у ком ће се тачка наћи на y−оси;

в) векторе брзине и убрзања у тренутку t∗;

г) тангентно и нормално убрзање и полупречник кривине траjекториjе у
тренутку t∗.

4.15 Воз се креће дуж правлиниjског
дела пруге AB jеднолико брзином v0 =
65km/h. У положаjу B прелази
на криволиниjски део пруге коjи jе
кружног облика полупречника R =
1250m. Колико jе убрзање воза на
криволиниjском делу траjекториjе ако
се зна да jе наставио да се креће
без промене интензитета брзине v0?
Колико би било његово убрзање да jе
полупречник круга R = 800m? На
коjу вредност v1 би требало смањити
интензитет брзине да убрзање воза дуж
кружне траjекториjе полупречника R =
800m буде истог интензитета као при
кретању брзином v0 по траjекториjи
полупречника R = 1250m?
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4.16 Проjектил избачен из авиона креће
се сагласно следећим параметарским
jедначинама:

x(t) = v0t; y(t) = h− 1

2
gt2.

Одредити брзину, убрзање, природне
компоненте убрзања и полупречник
кривине траjекториjе у почетном тренутку
t0 = 0. Претпоставити да jе x−оса везана
за тло, а y−оса усмерена навише.

4.17 Песак се са тракастог транспортера
избацуjе у левкасту посуду повезану са
вертикалном цеви. Ако се зрнца песка
крећу дуж траjекториjа описаних у задатку
4.16, одредити у коjим се границама може
мењати брзина v0 тракастог транспортера
да би песак сигурно упао у посуду.

4.18 Материjална тачка се креће сагласно следећим параметарским jедна-
чинама:

x(t) = a cos kt; y(t) =
g

k2
(1− cos kt).

Одредити траjекториjу тачке, као и њену брзину и убрзање у тренутку t1
у ком jе први пут пресекла y−осу.

4.19 Коси хитац - основни балистички проблем. Проjектил избачен са
површине земље се креће сагласно следећим параметарским jедначинама:

x(t) = v0t cosα; y(t) = v0t sinα− 1

2
gt2,

где jе v0 почетна брзина, α угао елевациjе, а g гравитационо убрзање.

а) Показати да jе траjекториjа тачка парабола чиjа jе jе jедначина:

y(x) = x tgα− g

2v20 cos
2 α

x2.

б) Одредити навjећу висину лета тачке - ymax.

в) Одредити место на ком ће проjектил поново ударити у земљу (домет
хица). Колики треба да буде угао елевациjе да би домет хица био
максималан?
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4.20 Ватрогасно црево избацуjе млаз воде
брзином v0 = 25m/s. Ако се зна да jе црево
од запаљене зграде удаљено 15m, одредити
максималну висину коjу може да досегне млаз
воде, као и одговараjући угао α.
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Динамика тачке:
Њутнови закони

Динамика jе област механике коjа се бави проучавањем кретања матери-
jалних обjеката и деjствима коjа том приликом настаjу1. Наjвише простора
ће бити посвећено динамици наjjедноставниjег модела материаjлног обjекта
- динамици материjалне тачке. Основне идеjе и концепти коjи ту буду
били развиjени касниjе ће бити уопштени и примењени у анализи кретања
система материjалних тачака, крутих и деформабилних тела.

5.1 Њутнови закони механике

Основни закони динамике материjалне тачке суЊутнови закони. Они у
оквирима класичне механике имаjу статус аксиома. Иако jе већина читала-
ца упозната са њима, овде ћемо их поновити у облику коjи ће бити погодан
и за даља уопштавања.

Основне динамичке величине

Уведимо наjпре неке поjмове и динамичке величине потребне за jасниjе
разумевање Њутнових закона и њихове примене у динамичкоj анализи.

Стање кретања и принцип одређености

У анализи кинематике материjлне тачке jе наговештено да су величине
коjе одређуjу њено стање кретања било ком тренутку времена вектор поло-
жаjа r(t) и вектор брзине v(t). Поред тога, кретање се увек проучавало

1Подсетимо се: у статици су проучавани услови равнотеже материjалних обjеката под
деjством сила, као и деформациjе тела коjе настаjу у стању мировања; у кинематици, као
делу динамике, проучава се кретање материjалних обjеката независно од деjстава коjа
се током кретања jављаjу.

127
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почев од почетног тренутка t0, односно важило jе t ≥ t0. Тиме jе целокупна
предисториjа кретања, то jест кретање коjе се догодило пре почетног тре-
нутка t < t0 остала изван оквира анализе.

Оваj поступак налази своjе оправдање у Њутн-Лапласовом принципу
одређености. У примени на материjалну тачку он тврди следеће:

Стање кретања материjалне тачке у почетном тренутку t0, r(t0) и v(t0),
jеднозначно одређуjе њено потоње кретање r(t), t > t0.

v( )t
K( )t

P t( )
P t( )0

O

v( )t0

r( )t0
r( )t

Слика 5.1: Илустрациjа принципа детерминизма

На Слици 5.1 jе илустрован принцип детерминизма—испрекиданом линиjом
jе приказан део траjекториjе материjалне тачке коjи припада предисториjи
кретања. Принцип одређености се непосредно може уопштити на кретање
система материjалних тачака и крутих тела2. Он нам говори и да саставни
део формулациjе jедног механичког проблема чини познавање почетног
стања кретања3—почетних услова r(t0) и v(t0).

Маса и количина кретања

Већ jе напоменуто да маса представља jедан од основних концепата
механике. Грубо говорећи, она одражава количину материjе садржану у
неком телу4. Jединица мере за масу jе килограм, и то jе основна jединица
SI система.

Истакнимо овде два важна своjства масе. Прво, сматраћемо да jе маса
jедне материjалне тачке константна, m = const. Друго, ако се посматра
систем материjалних тачака P1, . . . , PN , чиjе су масе m1, . . . ,mN , онда ће

2Напоменимо да се код деформабилних тела допушта постоjање модела коjи узимаjу
обзир понашање система коjе jе претходило почетном тренутку. Такви материjали се
зову материjали са мемориjом.

3Ово, између осталог, механику чини физичком науком - да би се почетни услови
неког кретања познавали мораjу бити измерени.

4Иако се ова формулациjа може сматрати застарелом—под знак питања jе могу
ставити савремена сазнања о структури материjе, као и релативистичка и квантна
физика—она ће за наше потребе бити сасвим задовољаваjућа
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укупна маса система M бити jеднака збиру маса поjединих тачака:

M = m1 + · · ·+mN =

N∑

i=1

mi.

Другим речима, маса jе адитивна скаларна величина.
Иако jе речено да jе брзина v(t) jедна од величина стања кретања, мора

се нагласити да га она описуjе само у кинематичком смислу - не садржи
су себи информациjу о материjалним своjствима посматране тачке. Зато
се уводи поjам количине кретања као динамичке карактеристике стања
кретања. Она се дефинише као производ масе материjалне тачке и њене
брзине:

K = mv. (5.1)

Из саме дефинициjе jе jасно да две материjалне тачке коjе имаjу jеднаке
брзине, а различите масе, неће имати jеднаке количине кретања5. Ову
величину jе у динамику увео Њутн, а видећемо да ће она и њена уопштења
играти кључну улогу у целокупноj динамичкоj анализи.

Њутнови закони
Формулишимо сада Њутнове законе механике. Иако се сматраjу теме-

љима класичне механике, они се односе само на материjалу тачку. Ослања-
jући се на њих, Оjлер jе читав век после Њутна поставио основе кинематике
и динамике крутог тела.

Први Њутнов закон—закон инерциjе

Први Њутнов закон, познат и као закон инерциjе, био jе пре Њутна
познат jош Галилеjу. Он гласи:

Тачка ће остати у стању мировања или jедноликог праволиниjског крета-
ња све док под деjством силе не буде принуђена да то стање промени.

Њиме се постулираjу два природна стања кретања—мировање и jеднолико
праволиниjско кретање—коjа ће тачка вршити ако на њу не деjствуjу никак-
ве силе. Понашање тачке ће зависити од њеног стања кретања у почетном
тренутку: ако jе у тренутку t0 мировала, онда ће мировати и за t > t0;
ако се у тренутку t0 кретала брзином v0, онда ће наставити да се креће
константном брзином коjа jе jеднака почетноj:

r(t0) = r0, v(t0) = 0 ⇒ r(t) = r0, v(t) = 0

r(t0) = r0, v(t0) = v0 ⇒ r(t) = r0 + v0t, v(t) = v0

5То се може илустровати jедноставним примером. Замислите да сте искорачили на
пешачки прелаз и у истом тренутку угледали како вам се jеднаком брзином, рецимо
30km/h, са леве стране приближаваjу бицикл и аутобус. Аутобус ћете несумњиво
доживети као већу претњу за вашу безбедбост због неупоредиво веће количине кретања.
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Иако jе у стварности незамислива ситуациjа у коjоj на тачку не би деjство-
вале никакве силе, закон инерциjе се може применити на материjлну тачку
изложену деjству система сила чиjа jе резултанта jеднака нули6:

Fr =

n∑

i=1

Fi = 0.

Наjзад, треба рећи да инерциjа представља тенденциjу тела да задржи своjе
тренутно стање кретања. У том смислу се маса може третирати као мера за
инерциjу тела. Да би се стање кретања променило мора постоjати деjство
коjе утиче на његову промену. На таj начин први Њутнов закон постулира
силу као деjство коjе изазива промену стања кретања.

Други Њутнов закон—основни закон динамике

Други Њутнов закон представља основни закон—основни аксиом меха-
нике. Он постулира да jе сила, као узрочник промене стања кретања,
jеднака промени количине кретања током времена:

Промена количине кретања материjалне тачке jеднака jе сили коjа на ту
тачку деjствуjе:

K̇ =
dK

dt
= F. (5.2)

Имаjући у виду дефинициjу количине кретања (5.1) и претпоставку да jе
маса материjалне тачке константна, m = const. одакле следи ṁ = 0, извод
количине кретања по времену се може записати у облику K̇ = mv̇ = ma.
Тада се други Њутнов закон може изразити на познати начин:

ma = F. (5.3)
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Слика 5.2: Илустрациjа другог Њутновог закона

Приметимо наjпре да се закон инерциjе може добити као последица
другого Њутновог закона. Ако на тачку не деjствуjу никакве силе, F = 0,

6Ова чињеница jе у статици материjалне тачке коришћена за формулисање основног
услова равнотеже.
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онда важи7:
K̇ = 0 ⇒ K = mv = const.

Пошто jе m = const., одавде следи да ће се тачка под наведеним условима
кретати константном брзином или ће мировати (ако jе v = 0).

Ако jе тачка изложена деjству система сила, као што jе приказано на
Слици 5.2, њихово деjство се може заменити резултантом, па ће се тачка
кретати сагласно другом Њутновом закону под деjством резултанте:

ma = Fr =

n∑

i=1

Fi.

Трећи Њутнов закон—закон акциjе и реакциjе

Закон акциjе и реакциjе постулира силу као узаjамно механичко деjство.
Он гласи:

Две материjалне тачке деjствуjу jедна на другу силама истог правца,
jеднаких интензитета, а супротних смерова:

F21 = −F12. (5.4)

Ако се констатуjе да на неку материjалну тачку (тело) десjтвуjе сила, онда
се мора указати на друго тело (тачку) коjа представља “извор” те силе8.
Ово указуjе на два начина на коjа се може остварити деjство силе:

1. директни - непосредним контактом два тела;

2. индиректни - посредством физичког поља (типичан пример jе деjство
гравитационог поља Земље на тела у њеноj близини).
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Слика 5.3: Трећи Њутнов закон и везано кретање тачке

7Ова релациjа представља први интеграл jедначине (5.3), jер jе наjвиши извод за
jедан ред нижи него у полазноj jедначини. О првим интегралима ће више речи бити
касниjе.

8Изузетак чине само инерциjалне силе коjе настаjу приликом релативног кретања
тачке у односу на неинерциjални координатни систем. Њихов се “извор” налази у
преносном кретању покретног координатног система.
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Напомена о везаном кретању тачке. Закон акциjе и реакциjе се налази
у основи принципа ослобађања од веза. У случаjу непосредног контакта
посматрано тело и веза (тело коjе ограничава или потпуно спречава његово
кретање) узаjамно деjствуjу jедно на друго силама у сагласности са трећим
Њутновим законом. Самим тим се и други Њутнов закон (5.3) за везано
кретање тачке мора допунити:

ma = F+R. (5.5)

Са F jе означена резултанта активних сила, а са R резултанта реакциjа
веза.

Даламберов принцип

Посматраjмо везано кретање материjалне тачке описано jедначином (5.5)
и дефинишимо инерциjалну силу:

Fin = −ma. (5.6)

Она jе по интензитету jеднака производу масе тачке и њеног убрзања (из-
воду количине кретања), али jе супротног смера. Инерциjална сила jе
специфична и по томе што, за разлику од активних сила и реакциjа веза,
не одражава деjство других тела, већ представља последицу кретања. Ко-
ришћењем овог поjма jедначина (5.5) се може записати у облику:

F+R+ Fin = 0. (5.7)
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Слика 5.4: Даламберов принцип

Добиjена jедначина представља математички запис Даламберовог принципа
коjи гласи:

Ако у сваком тренутку кретања активним силама коjе деjствуjу на ма-
териjалну тачку и реакциjама веза додамо инерциjалну силу, онда ће таj
систем сила бити у равнотежи и на њега се могу применити сви закони
статике.
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Као што се види, Даламберов принцип одражава тенденциjу да се jед-
начине динамике напишу у форми jедначина статике и решаваjу методама
карактеристичним за испитивање равнотеже тела9.

Згодна илустрациjа примене Даламбервог принципа jавља приликом
одређивања облика слободне површине течности у посуди коjа се обрће
око вертикалне осе. У стању мировања слободна површина jе равна и
хоризонтална. Међутим, ако се посуда обрће константном угаоном брзином
ω, могу се уочити инерциjалне силе у сваком делићу (елементарноj запре-
мини) течности. Тада jе могуће мировање течности у односу на посуду
(релативна равнотежа), али ће се услед присуства инерциjалних сила сло-
бодна површина течности закривити и имати облик обртног параболоида10.

Инерциjални референтни системи

У свим наведеним тврђењима коjа су се односила на динамику матери-
jалне тачке подразумевало се да она врши кретање у односу на непокретно
референтно тело. Иако jе идеjа непокретног тела сама по себи проблема-
тична, у техничким проблемима се тела везана за површину земље могу
третирати управо тако.

Ово питање делимично може бити решено увођењем поjма инерциjалног
референтног система11 (тела). За две референтна система кажемо да су
инерциjални ако се jедан у односу на други крећу jеднолико праволиниjски.
Оваквом дефинииjом се не издваjа jедан—привилеговани референтни систем
коjи називамо инерциjалним, већ читава класа референтних система коjа
поседуjе ово своjство.

Због чега су инерциjални референтни системи значаjни? Посматраjмо
кретање материjалне тачке P у односу на два инерциjална референтна
система S са Декартовим осама Oxyz и S′ са осама O′x′y′z′. Без губитка
општости можемо претпоставити да се систем S′ креће константном брзином
V у правцу x−осе у односу на референтни систем S, како jе приказано на
Слици. Вектори положаjа материjалне тачке у односу на ове координатне
системе су:

r =
−−→
OP = x i+ y j+ z k; r′ =

−−→
OP ′ = x′ i+ y′ j+ z′ k;

Између координата тачака у ова два координатна система постоjи следећа
релациjа:

x = x′ + V t; y = y′; z = z′, (5.8)

што се увођењем вектора брзине V = V i може записати на следећи начин:

r = r′ +Vt. (5.9)

9Обично се каже да се активне силе, реакциjе веза и инерциjалне силе током кретања
налазе у динамичкоj равнотежи.

10Обртни параболоид jе површ коjа се добиjа ротациjом параболе око њене осе
симетриjе.

11Када се говори о референтном систему мисли се на координатни систем коjи jе везан
за референтно тело.
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Слика 5.5: Инерциjални референтни системи

Диференцирањем релациjа (5.8), односно (5.9), добиjа се веза између
брзина тачке у инерциjалним системима:

ẋ = ẋ′ + V ; ẏ = ẏ′; ż = ż′ ⇔ v = v′ +V.

Ако би се референтни систем S третирао као непокретни, онда би v пред-
стављала апсолутну брзину, a v′ релативну брзину. Наjзад, jош jедно
диференцирање нас доводи до везе између убрзања тачке у унерциjалним
координатним системима:

ẍ = ẍ′; ÿ = ÿ′; z̈ = z̈′ ⇔ a = a′. (5.10)

Одавде следи да су убрзања тачке у инерциjалним координатним системима
jеднака. Ова чињеница jе од пресудног значаjа у формулисању Галилеjевог
принципа релативности коjи важи у класичноj механици. Трансформациjа
(5.8) се зове Галилеjева трансформациjа, а сам принцип тврди да закони
механике имаjу исти облик у свим инерциjалним системима (системима
повезаним Галилеjевом трансформациjом).

Структура сила и основни задаци динамике
С обзиром на структуру другог Њутновог закона (5.2), односно (5.3),

може се поставити структуре активних сила у динамици12. Ослањањем на
Њутн-Лапласов принцип одређености може се показати да активне силе
могу зависити од времена t, положаjа тачке r и њене брзине v:

F = F(t, r,v). (5.11)

Силе не могу зависити од убрзања материjалне тачке. Иако се структура
сила (5.11) следи из теориjских разматрања, она се може потврдити и експе-
риментима. Штавише, аналитички облик конкретних активних сила се по

12У проблемима статике анализирали су се проблеми у коjима су силе биле константне.
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правилу одређуjе на основу експеримента, или се теориjски претпостављени
модел верификуjе поређењем са експерименталним подацима.

Имаjући у виду jедначину (5.11) и другиЊутнов закон (5.3), као и дефи-
нициjе брзине и убрзања материjалне тачке, v = ṙ и a = r̈, основни закон
динамике се може записати у следећем облику:

mr̈ = F(t, r, ṙ). (5.12)

Полазећи од овог записа могу се формулисати два основна задатка динамике.

Први задатак—директни проблем

Директни проблем динамике се формучише на следећи начин: нека jе
задато кретање материjалне тачке r = r(t); одредити силу F под чиjим се
деjством одвиjа кретање.

Пошто се за задато кретање тачке брзина и убрзање могу jеднозначно
одредити, v(t) = ṙ(t) и a(t) = r̈(t), тражена сила се може одредити непо-
средно из другог Њутновог закона (5.12):

F(t) = mr̈(t).

Приметимо да се у овом случаjу сила, у принципу, одређуjе као функциjа
времена, што значи да се не добиjа информациjа о њеноj структури наго-
вештеноj jедначином (5.11). Ипак, у проблемима везаног кретања тачке
описаног jедначином (5.5), ако jе осим кретања позната и структура актив-
них сила, онда се могу одредити реакциjе веза:

R(t) = mr̈(t)− F(t, r(t), ṙ(t)).

Пример 5.1 Лифт, чиjа jе маса заjедно са путницима jеднака m, започиње
кретање из приземља без почетне брзине. Током првог интервала кретања
t ∈ [0, t1] креће се jеднакоубрзано константним убрзањем a1 > 0. Потом,
у интервалу t ∈ [t1, t2], наставља кретање константном брзином v1 =
v(t1) = const. достигнутом на краjу претходног интервала. У последњем
периоду кретања, t ∈ [t2, t3], лифт се креће jеднакоуспорено константним
“успорењем” −a3 < 0 до заустављања у тренутку t3, v(t3) = 0. Одредити
силу затезања саjле, коjом jе лифт повезан са електромотором, током
овог кретања.

I У овом проблему се посматра праволиниjско кретање лифта. Зато
ће се дуж правца кретања усвоjити вертикална Oy−оса усмерена навише, а
координатни почетак ће се сместити у почетни положаj лифта—у приземље.
Пошто jе у питању везано кретање—веза jе вертикална саjла—оно ће се
вршити под деjством jедне активне силе, силе тежине F = mg = −mgj
усмерене на доле, и jедне реакциjе везе, силе затезања саjле R = S = Sj.
Убрзање материjалне тачке мења се на начин описан у тексту задатка, тако
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y

jy mg

S

Слика 5.6: Анализа сила коjе деjствуjу на лифт

да имамо13:

ma = maj =





ma1j, t ∈ [0, t1];

0j, t ∈ [t1, t2];

−ma3j, t ∈ [t2, t3].

Одатле следи да други Њутнов закон (5.5) за оваj проблем гласи:

ma = mg + S,

односно у скаларном облику

ma = −mg + S.

Због различите структуре убрзања током кретања, оно се мора анализирати
за сваки интервал посебно.

1. интервал: t ∈ [0, t1]. Током овог интервала важи ma1 = −mg + S1,
одакле следи да jе сила затезања ужета:

S1 = mg +ma1. (а)

Овде се види да се током убрзавања лифт супротставља промени првобитног
стања—стања мировања—што се манифестуjе већим интензитетом силе за-
тезања саjле (у односу на силу тежине увећан jе за ma1).

2. интервал: t ∈ [t1, t2]. У овом интервалу лифт се креће jеднолико,
убрзање jе jеднако нули, а сила затезања саjле jе jеднака сили тежине
лифта:

S2 = mg. (б)

3. интервал: t ∈ [t2, t3]. Током овог интервала лифт се креће успорено,
па имамо −ma3 = −mg + S3, одакле се добиjа да jе саjла затегнута силом:

S3 = mg −ma3. (в)
13Пошто се током интервала t ∈ [t1, t2] лифт креће jеднолико, убрзање jе jеднако нули.
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Овде jе сила затезања саjле умањена за вредност ma3. И ово jе резултат
тежње тела да задржи затечено стање кретања—у овом случаjу jеднолико
кретање током претходног интервала.

Аналаиза jедначина (а), (б) и (в) показуjе да jе сила затезања саjле
jеднака сили тежине лифта само током jедноликог кретања. У интервалима
убрзаног и успореног кретања он се разликуjе од силе тежине, што jе после-
дица инерциjе лифта—тенденциjе да задржи стање кретања у ком се нала-
зио.

Овом проблему се може приступити и са становишта примене Даламбе-
ровог принципа (5.7). Наиме, инерциjална сила Fin = −ma, коjа уравно-
тежуjе силу тежине и силу затезања саjле, jавља се током првог и трећег
интервала кретања. Тада из jедначина (а) и (в) заиста видимо да се по-
већање, односно смањење интензитета силе затезања саjле у односу силу
тежине jавља услед присуства инерциjалне силе. J

Други задатак—инверзни проблем

Инверзни проблем динамике гласи: задата jе сила F(t, r,v) коjа деjствуjе
на материjалну тачку током кретања; одредити кретање тачке r(t). Оваj
задатак се често назива и основни проблем динамике.

Оваj проблем jе у математичком смислу сложениjи од директног. Док се
код првог задатка решавање своди на поступак диференцирања, у другом
се мора вршити интеграциjа. Ако се погледа структура jедначине (5.12),
онда се може приметити да jе кретање тачке “скривено” иза другог извода14.
Зато jе одговараjући систем диференциjалних jедначина неопходно два пута
интегрирати да би се одредило кретање.

Као што jе познато, у процесу интеграциjе поjављуjу се интеграционе
константе. Да би кретање било jеднозначно одређено мораjу се и ове кон-
станте одредити. За то jе неопходно познавање почетних услова проблема,
r(0) = r0 и v(0) = ṙ(0) = v0. Тек jе њиховим задавањем инверзни проблем
потпуно формулисан15.

Аналитичко решавање проблема динамике подразумева одређивање кре-
тања тачке у односу на неки координатни систем. Jедначине коjе се на оваj
начин добиjаjу из другог Њутновог закона (5.3) зову се диференциjалне
jедначине кретања. На пример, у Декартовом координатном систему, у ком
убрзање гласи a = ẍi+ ÿj, а проjекциjе силе су F = Xi+Y j, диференциjалне
jедначине кретања гласе:

mẍ = X; mÿ = Y. (5.13)

Ако се искористи природни координатни систем у ком убрзање има струк-
туру a = v̇et + (v2/Rk)en, а проjекциjе силе се могу приказати у облику

14У математичком смислу, други Њутнов закон даjе диференциjалне jедначине
кретања материjалне тачке у виду система диференциjалних jедначина другог реда.

15Ова врста проблема се у теориjи диференциjалних jедначина назива почетним или
Кошиjевим проблемом.
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F = Ftet + Fnen, диференциjалне jедначине кретања гласе:

mv̇ = Ft; m
v2

Rk
= Fn. (5.14)

Пример 5.2 Материjална тачка масе m креће се у хомогеном пољу силе
Земљине теже. Са висине h0 изнад површине земље бачена jе вертикално
увис брзином v0. Занемаруjући све силе осим силе тежине одредити:

а) кретање материjалне тачке;

б) висину лета H тачке полазећи од параметарске jедначине кретања;

в) брзину тачке у функциjи положаjа и полазећи од ове jедначине одре-
дити висину лета тачке;

г) као специjални случаj анализирати слободни пад тачке (v0 = 0) и
одредити брзину тачке приликом удара о тло.

y

mg

x

P(0)

P t( )

v0

h0

Слика 5.7: Динаимчка анализа кретања тачке

I Оваj проблем jе у механици познат под називом вертикални хитац.
Будући да се ради о веома jедноставном проблему допустићемо себи да га
посматрамо у наjопштиjем могућем облику. Jедина претпоставка, коjа се
може и доказати, биће да се тачка креће у вертикалноj Oxy равни.

Формираjмо наjпре диференциjалне jедначине кретања и формулишимо
почетне услове. Посматраjмо тачку P масе m у произвољном положаjу16,
приказаном на Слици 5.7. Пошто се креће само под деjством силе тежине
mg, g = −gj, други Њутнов закон ће гласити:

ma = mg,

а диференциjалне jедначине креатња (5.13) ће бити:

mẍ = 0; mÿ = −mg. (а)
16Ово jе поступак коjи ће се увек примењивати. Он jе нужан зато што приликом

формулисања проблема ниjе унапред познато кретање тачке.
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Без губитка општости можемо претпоставити да се у почетном тренутку
тачка налазила на y−оси, одакле следи да jе почетно стање кретања описано
следећим релациjама:

r(0) = h0j; v(0) = ṙ(0) = v0j,

одакле следе почетни услови проблема:

x(0) = 0; ẋ(0) = 0; (б)
y(0) = h0; ẏ(0) = v0. (в)

Започнимо одређивање кретања анализом у правцу x−осе. Из jедначине
(а)1 следи17:

ẍ =
dẋ

dt
= 0 ⇒ ẋ(t) = C1 = const.

Интеграциjом добиjене jедначине добиjа се опште решење за кретање у
правцу x−осе:

x(t) =

∫
C1dt = C1t+ C2.

Интеграционе константе C1 и C2 одређуjу се из почетних услова (б):

x(0) = C2 = 0; ẋ(0) = C1 = 0.

Одавде следи да материjална тачка неће вршити кретање у правцу x−осе
jер jе18:

x(t) = 0 = const. (г)

Интеграциjом jедначине (а)2 по времену добиjа се:

ÿ =
dẏ

dt
= −g ⇒ ẏ(t) = −

∫
g dt = −gt+D1;

y(t) =

∫
ẏ(t)dt =

∫
(−gt+D1) dt = −1

2
gt2 +D1t+D2.

Коришћењем почетних услова (в) одредиће се интеграционе константе D1

и D2:
y(0) = D2 = h0; ẏ(0) = D1 = v0,

тако да параметарска jедначина кретања у правцу y−осе гласи:

y(t) = −1

2
gt2 + v0t+ h0. (д)

Одавде се види да материjална тачка врши jеднакопроменљиво кретање у
вертикалном правцу.

17Ако jе извод неке величине jеднак нули, онда jе та величина константна током
времена.

18Одатле и потиче назив вертикални хитац.
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Тачка ће се до достизања наjвишег положаjа кретати навише, да би
потом наставила кретање наниже. То значи да се у наjвишем положаjу
врши промена смера кретања. Претпоставимо да jе наjвиши положаj дос-
тигнут у тренутку t = T . Тада имамо:

ẏ(T ) = −gT + v0 = 0 ⇒ T =
v0
g
,

одакле следи да jе висина лета:

H = y(T ) =
v20
2g

+ h0. (ђ)

Брзина тачке у функциjи положаjа се може одредити елиминациjом
времена из jедначина y = y(t) и ẏ = ẏ(t):

t =
v0 − ẏ

g
⇒ y(ẏ) = h0 −

ẏ2 − v20
2g

односно,

1

2
(ẏ2 − v20) = −g(y − h0). (е)

Одавде се за y = H и ẏ = 0 добиjа резултат (ђ).
До jедначине (е) може се доћи и на други начин—репараметризациjом.

Ако се претпостави да jе брзина ẏ уместо у функциjи времена t изражена
у функциjи координате y, ẏ = ẏ(y), онда се убрзање тачке може добити као
извод сложене функциjе:

ÿ =
d

dt
ẏ(y) =

dẏ

dy

dy

dt
= ẏ

dẏ

dy
. (ж)

Коришћењем резултата (ж) у диференциjалноj jедначини кретања за y−осу
могу се раздвоjити променљиве:

ÿ = ẏ
dẏ

dy
= −g ⇒ ẏ dẏ = −g dy,

одакле се интеграциjом добиjа:
∫

ẏ dẏ = −
∫

g dy ⇒ 1

2
ẏ2 = −gy + C.

Коришћењем почетних услова (в) добиjа се:

1

2
v20 = −gh0 + C,

одакле следи релациjа (е).
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Наjзад, jедначина слободног пада се добиjа када jе v0 = 0:

y(t) = −1

2
gt2 + h0.

Током овог кретања тачка се креће на доле, а тренутак пада тачке на тло
се одређуjе из услова:

y(t1) = 0 ⇒ t1 =

√
2h0

g
.

Брзина тачке у тренутку пада jе:

v1 = ẏ(t1) = −
√
2gh0.

J

5.2 Силе у механици

У општем случаjу силе коjе се jављаjу у мехaничким проблемима могу
зависити од времена t, положаjа r и брзине v, F = F(t, r,v). Међутим,
конкретне силе имаjу специфичну структуру коjа се обично утврђуjе опа-
жањем (експериментом). Овде ће бити наведене неке од њих.

Силе као функциjе положаjа
Типичан пример силе коjа зависи од положаjа jесте Њутнова гравита-

циона сила. То jе универзална привлачна сила коjа се jавља између свих
материjалних тела. Ако посматрамо два тела (материjалне тачке) маса m1

и m2, онда jе њихова сила узаjамног привлачења пропорционална масама
тела, а обрнуто пропорционална квадрату растоjања r између њих:

F = γ
m1m2

r2
.

Константа пропорционалности γ = 6.67× 10−11Nm2/kg2 jесте универзална
гравитациона константа.

Напоменимо да jе поље гравитационе силе неког тела централно симет-
рично, ако у његовоj близини нема других тела сличне масе. Деjство грави-
тационог поља се може приказати и на упрошћен начин ако се посматраjу
тела малих димензиjа коjа врше кретање у непосредноj близине Земљине
површине. Тада се оно може третирати као хомогено поље паралелних сила
коjе су пропорционалне маси тела:

F = mg,

а g ≈ 9.81m/s2 jе гравитационо убрзање.
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Сили универзалне гравитациjе врло jе слична Кулонова електрична си-
ла. Она се jавља између наелектрисаних честица, пропорционална jе њихо-
вим наелектрисањима q1 и q2, а обрнуто пропорционална квадрату расто-
jања између честица:

F = k
q1q2
r2

,

док jе константа пропорционалности k = 8.988 × 109Nm2/C2. Електрична
сила може бити и привлачна, и одбоjна, у зависности од карактера наелек-
трисања.

l
0

l

F
O

P

F

O

Слика 5.8: Привлачна централна сила и сила у еластичноj опрузи

Док гравитациона и електрична сила моделираjу утицаj физичког поља
на посматрано тело, дотле еластичне силе, о коjима jе више речи било у
првом делу текста, моделираjу понашање одређених врста материjала. У
контексту динамике материjалне тачке оне се могу третирати и као силе
коjе зависе од положаjа. То jе резултат коришћења модела еластичне
опруге—jедноставног физичког модела коjи описуjе еластичну интеракциjу
материjалне тачке са другим материjалним обjектима. У наjjедноставниjем
случаjу малих деформациjа, коjи у потпуности одговара Хуковом закону,
сила у опрузи jе пропорционална њеном издужењу ∆l, а константа пропор-
ционалности jе крутост опруге c:

F = −c∆l.

Силе као функциjе брзине
У механичком смислу наjзначаjниjи пример силе коjа jе функциjа брзине

jесте сила отпора кретању тела кроз флуид19. Она има правац брзине, а
смер супротан од смера кретања. Њен општи облик гласи:

Fw = −κf(v)
v

v
.

Константа пропорционалности κ се одређуjе експериментом. Функциjа f(v),
коjа описуjе механизам интеракциjе тела са флуидом, поред брзине тела

19Ова сила се често назива силом вискозног трења.
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зависи и од његовог облика, као и од густине и вискозности флуида. Она
се наjчешће jавља у два облика:

f(v) = α v и f(v) = β v2.

Први случаj jе типичан за кретање мањим брзинама и ламинарно струjање
флуида. Другим обликом се обично моделира кретање већим брзинама уз
турбулентно струjање флуида. Ова сила jе важан пример дисипативне
силе, о чему ће више речи бити у наставку.

P

v

F
w

P

v

B

F

Слика 5.9: Сила отпора и Лоренцова сила

Друга карактеристична сила коjа зависи од брзине jеЛоренцова магнет-
на сила. Она се jавља приликом кретања наелектрисане честице количине
наелектрисана q кроз магнетно поље индукциjе B. Лоренцова сила има
следећи облик:

F = q v ×B.

Силе као функциjе времена
Силе могу експлицитно зависити од времена t у различитим ситуациjама.

Овде ћемо навести две карактеристичне.
Сила може бити функциjа времена ако се материjална тачка креће у

нестационарном физичком пољу20. Jедан од примера jе кретање тачке у
временски променљивом електричном пољу, видети Задатак 5.8.

Други тип сила коjе зависе од времена jесу управљачке силе. Оне моде-
лираjу спољашње деjство коjе jе нужно мењати током времена да би се
остварио одређени циљ. Наjчешће се jављаjу као погонске силе, на пример
погонски момент на осовини код возила. Функционална завиност ових
сила од времена може бити унапред задата или се одређуjе решавањем
управљачког проблема. У овом другом случаjу динамички проблем пред-
ставља саставни део задатка управљања.

Сила Кулоновог трења
Кулоново или суво трење се jавља на местима додира два тела. Оно

jе последица храпавости тела. Због тога се осим силе узаjамног притиска,
20Под нестационарним физичким пољем се подразумева оно поље коjе се мења са

временом.
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коjа има правац нормале на површине тела у тачки додира, jавља и сила
трења коjа се налази у тангентноj равни.

Експериментима jе утврђено да ће тело коjе се налази на храпавоj хори-
зонталноj подлози, а изложено jе деjству спољашње хоризонталне силе,
остати у стању мировања све док спољашње сила не достигне одређену
критичну вредност. Ову силу уравнотежуjе сила трења коjа има смер
супротан смеру у ком тело тежи да се помери у односу на подлогу. Другим
речима, у стању мировања интензитет силе трења се може кретати између
нуле и граничне вредности:

0 ≤ FT ≤ Fgr.

mg

F

N

FT

F

FT

Fgr

mirovanje
kretanje

Слика 5.10: Анализа силе Кулоновог (сувог) трења

Гранична вредност силе трења се утврђуjе експериментом, а броjни опити
су показали да jе она у великом броjу за праксу значаjних случаjева пропор-
ционална сили узаjамног притиска:

Fgr = µSN.

Статички коефициjент трења µS се одређуjе експериментом и може зави-
сити од стања површина (храпавости), влажности средине, температуре,
коришћења средстава за подмазивање и других фактора.

Ако интензитет активне силе F постане већа од Fgr, тело ће се покренути,
а интензитет силе трења ће током кретања пасти на вредност коjа jе нешто
мања од Fgr и одређена jе релациjом:

FT = µDN.

Динамички коефициjент трења µD има вредност коjа jе мања од вредности
статичког коефициjента трења, µD < µS .

Пример 5.3 Материjална тачка масе m бачена jе вертикално увис бр-
зином v0. Током кретања на тачку осим силе сопствене тежине mg,
усмерене на доле, деjствуjе и сила отпора кретању пропорционална брзи-
ни тачке, R = −mkv, где jе k коефициjент отпора.
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а) Одредити кретање тачке (параметарску jедначину и брзину у функ-
циjи времена).

б) Одредити висину лета H тачке и анализирати jе њену зависност од
параметара коjи фигуришу у решењу.

в) Упоредити добиjени резултат са висином лета тачке приликом кре-
тања без отпора за различите нумеричке податке.

I Пошто jе тачка бачена вертикално увис, а током кретања ниjе претпос-
тављено да постоjе силе коjе би jе скренуле са вертикалне путање, она ће
се кретати само у вертикалном правцу21. Пошто jе тада g = −g j, а v = ẏ j
и a = ÿ j, други Њутнов закон (5.3):

ma = mg +R,

y

mg

P(0)

P t( )

v0

R

v

Слика 5.11: Динамичка анализа хица у средини са отпором

ће нам дати следећу диференциjалну jедначину кретања:

mÿ = −mg −mkẏ,

односно,

ÿ = −g − kẏ. (а)

Ова jедначина jе праћена почетним условима проблема, r(0) = 0j и v(0) =
v0j, односно:

y(0) = 0; ẏ(0) = v0, (б)

где jе без губитка општости претпостављено да тачка започиње кретање из
координатног почетка.

21ово се може и доказати, као у претходном примеру.
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Како jе ÿ = dẏ/dt, у jедначини (а) се могу раздвоjити променљиве. Ако
уведемо ознаку v = ẏ имаћемо:

dv

dt
= −g − kv ⇒

∫
dv

g + kv
= −

∫
dt.

Одатле се после интеграциjе добиjа:

1

k
ln(g + kv) = −t+

1

k
lnC,

односно,

v(t) = −g

k
− C

k
e−kt.

Увршатавањем почетног услова (б)2 одређуjе се интеграциона константа C:

v(0) = −g + C

k
= v0 ⇒ C = −g − kv0,

а зависност брзине од времена тада гласи:

v(t) = ẏ(t) = −g

k
+
(g
k
+ v0

)
e−kt (в)

У другом кораку се непосредном интеграциjом долази до резултата:

y(t) = −g

k
t− 1

k

(g
k
+ v0

)
e−kt +D.

Из почетног услова (б)1 следи:

y(0) = −1

k

(g
k
+ v0

)
+D = 0 ⇒ D =

1

k

(g
k
+ v0

)
,

одакле се добиjа параметарска jедначина кретања:

y(t) = −g

k
t+

1

k

(g
k
+ v0

) (
1− e−kt

)
. (г)

Наjвећа висина лета H = y(T ) достиже се у тренутку промене смера
кретања, v(T ) = 0. На таj се начин добиjа:

v(T ) = 0 ⇒ T =
1

k
ln

(
1 +

kv0
g

)
,

одакле следи,

H = y(T ) =
v0
k

− g

k2
ln

(
1 +

kv0
g

)
. (д)
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Слика 5.12: Диjаграми верикалних хитаца у вакууму и средини са отпором

Два карактеристична параметра коjа фигуришу у резултату су почетна
брзина v0 и коефициjент отпора k. Види се да се са повећањем почетне
брзине повећава и висина лета. Са друге стране, повећање коефициjента
отпора утиче на њено смањење.

Да бисмо упредили овде добиjену висину лета са висином коjа се достиже
приликом кретања кроз средину без отпора подсетимо се да jе она за h0 = 0
(jедначина (ђ) из Примера 5.2):

H0 =
v20
2g

.

Ако се усвоjи v0 = 5m/s и k = 0.1s−1 (g ≈ 9.81m/s2) добиће се:

H0 = 1.27m; H = 1.23m.

За други избор вредности параметара v0 = 10m/s и k = 0.1s−1 добиjа се:

H0 = 5.10m; H = 4.77m.

Наjзад, ако се усвоjи v0 = 10m/s и k = 0.5s−1 добиће се:

H0 = 5.10m; H = 3.84m.

Добиjени резултати потврђуjу коментар о утицаjу почетне брзине и коефи-
циjента отпора на висину лета. На Слици 5.12 приказани су (x, t) диjаграми
вертикалних хитаца у вакууму (k = 0.0) и средини са отпором при почетноj
брзини v0 = 10m/s. J

5.3 О математичким моделима у динамици

Примери 5.2 и 5.3 указуjу на проблем коjи се увек jавља приликом
анализе динамичких задатака—проблем моделирања процеса, односно сис-
тема. Диференциjалне jедачине кретања (jедначина (а) у оба примера)
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представљаjу математичке моделе приказаних механичких система. Иако
jе, наизглед, у оба примера био описан исти проблем, добиjени математич-
ки модели се суштински разликуjу због различитих претпоставки о силама
коjа се jављаjу током кретања. У Примеру 5.2 био jе занемарен отпор
ваздуха, док jе у Примеру 5.3 претпостављено да jе сила отпора пропорци-
онална брзини тачке. Због тога jе и кретање тачке било описано различитим
параметарским jедначинама, премда су у квалитативном смислу добиjени
резултати веома слични.

Питање адекватности неког математичког модела jе веома важно, али и
веома сложено. Оно jе неизбежно усмерено на поређење резултата добиjених
његовом анализом са резултатима опажања стварних процеса. Због тога се
претпоставке коjе се налазе у основи сваког модела мораjу врло пажљиво
усваjати и прецизно навести.

У даљем тексту ће бити анализирано кретање математичког клатна
као математичког модела везаног кретања тачке. Оно ће нам показати и
разлику између линеарних и нелинеарних модела физичких процеса. Потом
ће бити проучен сличан проблем, али у другом контексту—моделирању
промене броjа jединки популациjе.

Математичко клатно

Као што jе већ напоменуто, везано кретање тачке се анализира на основу
другог Њутновог закона, уз примену принципа ослобађања од веза (видети
jедначину (5.5)). При томе се подразумева да се поред одређивања кретања
тачке, r = r(t), одређуjу и све реакциjе веза. Да би проблем могао бити
“затворен”—то jест, да би се из расположивог система jедначина могле одре-
дити све непознате величине—неопходно jе увести додатне претпоставке
о структури реакциjа веза. Оне треба да одразе ограничења коjа веза
намеће посматраноj тачки. Погледаjмо како то изгледа на примеру кретања
математичког клатна.

Пример 5.4 Тешка материjална тачка P масе m окачена jе помоћу лаког
нерастегљивог конца дужине l о непокретну тачку O (математичко клат-
но). Положаj тачке у било ком тренутку времена jе одређен углом ϕ
коjи конац образуjе са вертикалним правцем. У почетном тренутку угао
отклона клатна био jе ϕ0, а почетна брзина тачке била jе v0.

а) Анализирати силе коjе деjствуjу на материjалну тачку током кре-
тања.

б) Формирати диференциjалне jедначине кретања тачке у односу на
природни координатни систем (проjектовати други Њутнов закон
на правце пратећег диедра).

в) Одредити брзину тачке у зависности од положаjа.

г) Одредити реакциjу конца у зависности од положаjа тачке.
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д) За случаj малих осцилациjа (ϕ ¿ 1) одредити кретање тачке (пара-
метарску jедначину кретања ϕ = ϕ(t)).

ђ) Упоредити решење тачне и линеаризоване диференциjалне jедначине
кретања у случаjу великих осцилациjа клатна.

I Посматраjмо тачку у произвољном положаjу коjи jе одређен углом от-
клона клатна ϕ. Ако се претпостави да jе конац све време кретања затегнут,
онда ће траjекториjа тачке P бити круг полупречника l са центром у тачки
O. Тада се за одређивање положаjа тачке може користити и лучна коорди-
ната s уз увођење пратећег диедра (et, en). Пошто важи релациjа s = lϕ,
брзина и убрзање тачке тада могу бити описани на следећи начин:

v = v et = ṡ et = lϕ̇ et; (а)

a = at et + an en = s̈ et +
ṡ2

l
en = lϕ̈ et + lϕ̇2 en. (б)

j

j

P

e
t

e
n

O

l

mg

S

s

Слика 5.13: Динамичка анализа математичког клатна

На тачку P осим силе тежине mg деjствуjе и реакциjа везе—сила зате-
зања конца S = S en. Други Њутнов закон (5.5) се тада може записати у
облику:

ma = mg + S,

а диференциjалне jедначине кретања у односу на природни кординатни
систем гласе:

mlϕ̈ = −mg sinϕ;

mlϕ̇2 = −mg cosϕ+ S.
(в)

Почетна вредност извода угла обртања одређуjе се из релациjе (а) посмат-
ране у почетном тренутку t = 0, v(0) = v0 et = lϕ̇(0) et, па почетни услови
проблема гласе:

ϕ(0) = ϕ0; ϕ̇(0) =
v0
l
. (г)
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За одређивање брзине тачке у зависности од положаjа треба одредити
функциjу ϕ̇ = ϕ̇(ϕ). У том циљу ће бити извршена репараметризациjа:

ϕ̈ = ϕ̇
dϕ̇

dϕ
.

Уводећи ознаку ω2 = g/l jедначина (в)1 се може записати у облику:

ϕ̇
dϕ̇

dϕ
= −ω2 sinϕ,

а одавде се раздваjањем променљивих и интеграциjом добиjа:
∫

ϕ̇dϕ̇ = −ω2

∫
sinϕdϕ ⇒ 1

2
ϕ̇2 = ω2 cosϕ+ C.

С обзиром на почетне услове (г) интеграциона константа C ће имати вред-
ност:

C =
1

2

v20
l2

− ω2 cosϕ0,

па се добиjа:

ϕ̇2 =
v20
l2

+ 2ω2(cosϕ− cosϕ0). (д)

Одавде следи тражени израз за брзину, односно њен квадрат, у функциjи
положаjа (угла ϕ):

v2(ϕ) = l2ϕ̇2(ϕ) = v20 + 2l2ω2(cosϕ− cosϕ0). (ђ)

Полазећи од jедначине (в)2, уз коришћење резултата (д), може се одре-
дити сила затезања конца у функциjи угла ϕ:

S(ϕ) = mlϕ̇2(ϕ) +mg cosϕ

= m
v20
l
+mg(3 cosϕ− 2 cosϕ0). (е)

Посматраjмо сада специjални случаj малих осцилациjа математичког
клатна. У овом случаjу важи претпоставка да jе угао отклона клатна ϕ
током кретања мали, односно ϕ ¿ 1. Тада се у математичком моделу може
искористити следећа апроксимациjа:

sinϕ ≈ ϕ; cosϕ ≈ 1.

због чега се диференциjална jедначина кретања (в)1 може записати у обли-
ку:

ϕ̈+ ω2ϕ = 0, (ж)

Добиjени модел представља диференциjалну jедначину хармониjског осци-
латора чиjе опште решење гласи:

ϕ(t) = C1 cos(ωt) + C2 sin(ωt),
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а интеграционе константе C1 и C2 се одређуjу из почетних услова (г):

ϕ(0) = C1 = ϕ0;

ϕ̇(0) = C2ω =
v0
l

⇒ C2 =
v0
lω

,

тако да решење почетног проблема гласи:

ϕ(t) = ϕ0 cos(ωt) +
v0
lω

sin(ωt). (з)

Са овим резултатом се непосредно из jедначине (в)2 може одредити сила
затезања конца у функциjи времена t:

S ≈ mg +mlϕ̇2 = mg +ml
(v0

l
cos(ωt)− ϕ0ω sin(ωt)

)2

.
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Слика 5.14: Диjаграм (ϕ, t) нумеричког решења за ϕ0 = 0.1.

Приметимо да нам jе претпоставка о малим осцилациjама и линеариза-
циjа диференциjалне jедначине кретања омогућила решавање проблема у
затвореноj форми. Међутим, када клатно врши велике осцилациjе, односно
када претпоставка ϕ ¿ 1 не важи, решење линеаризоване диференциjалне
jедначине кретања (ж) неће дати коректно предвиђање понашања клатна
током времена. Покажимо наjпре како се може доћи до “решења” тачне
диференциjалне jедначине (в)1, односно:

ϕ̈+ ω2 sinϕ = 0.

Репараметризациjом jе већ одређен њен први интеграл (д) коjи се може
третирати као диференциjална jедначина првог реда. Пошто jе ϕ̇ = dϕ/dt
у њоj се могу раздвоjити променљиве да би се добило:

dt =

{
v20
l2

+ 2ω2(cosϕ− cosϕ0)

}−1/2

dϕ.
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Одавде се интеграциjом и коришћењем почетног услова ϕ(0) = ϕ0 може
доћи до израза t = t(ϕ):

t =

{
v20
l2

+ 2ω2(cosϕ− cosϕ0)

}−1/2

×
√

v20 + 2l2ω2(cosϕ− cosϕ0)

v20 + 2l2ω2(1− cosϕ0)
F

(
ϕ

2
,

4l2ω2

v20 + 2l2ω2(1− cosϕ0)

)
(и)

− 2

√
l2

v20 + 2l2ω2(1− cosϕ0)
F

(
ϕ0

2
,

4l2ω2

v20 + 2l2ω2(1− cosϕ0)

)
.

У jедначини (и) са F (ϕ,m) jе означен елиптички интеграл прве врсте22
коjи се дефинише следећом релациjом:

F (ϕ,m) =

∫ ϕ

0

(
1−m sin2 θ

)−1/2
dθ,

где jе ϕ ∈ (−π/2, π/2).
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Слика 5.15: Диjаграм (ϕ, t) нумеричког решења за ϕ0 = 0.5.

За особу неупућену у детаље везане за елиптичке интеграле решење (и)
може деловати неразумљиво. Зато ћемо овде прибећи нумеричкоj интегра-
циjи тачне диференциjалне jедначине кретања. Напоменимо само да се
приликом нумеричког решавања проблема мораjу задати конкретне броjне
вредности свих параметара и почетних услова проблема. Овде ћемо jедна-
чину решавати за случаj кретања коjе jе започето без почетне брзине, v0 = 0,
и где jе ω = 1s−1. На Слици 5.14 се може приметити да се за малу
почетну вредност угла ϕ0 = 0.1 добиjа незнатно одступање решења (з)
линеаризоване jедначине, приказаног испрекиданом линиjом, од нумеричког
решења тачне jедначине у интервалу t ∈ [0, 30]. Међутим, за велики почетни
отклон, ϕ0 = 0.5, разлика у решењима jе очигледна, што се види на Слици
5.15. Иако су у квалитативном смислу решења слична—оба су периодична

22Елиптички интеграли припадаjу класи специjалних функциjа. Њихове вредности се
могу наћи сврстане у табеле у одговараjућим књигама посвећеним овоj проблематици.
Међутим, савремени програмски пакети “лако” баратаjу овим функциjама jер су интерно
дефинисане.
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са константном амплитудом—уочљива jе квантитативна разлика. У то се
лако можемо уверити поређењем периода решења линеаризоване jедначине
TL са периодом решења тачне jедначине TE :

TL = 6.28s; TE = 6.38s.

Детаљна анализа проблема може показати да jе период малих осцилациjа
математичког клатна TL = 2π/ω и не зависи од почетних услова. Насупрот
томе за период великих осцилациjа TE не постоjи слична релациjа. Шта-
више, може се показати да период великих осцилациjа зависи од почетних
услова, у шта се овде нећемо упуштати. J

Пример математичког клатна указуjе на значаj моделирања физичких
процеса. Претпоставка о малим осцилациjама jе довела до решења проб-
лема у затвореноj форми, али смо видели и да то решење не даjе добра
предвиђања у квантитативном смислу у случаjу великих осцилациjа. Дакле,
претпоставке коjе воде упрошћењу модела могу бити погодне, али се не
смеjу некритички примењивати.

Модели раста популациjе
Математички модели процеса коjи имаjу динамички, односно еволуци-

они карактер у општем случаjу имаjу структуру коjа jе аналогна другом
Њутновом закону (5.2), dK/dt = F. Разлика се jавља у избору величина
стања чиjа се временска еволуциjа посматра и деjствима коjа на њу утичу.
Ови модели се могу jавити у различитим дисциплинама, а структура им
може бити врло jедноставна, али и веома сложена. Овде ће бити приказан
jедан такав модел коjи се jавља у анализи промене броjа jединки неке
популациjе.

Пример 5.5 Нека jе са y означен броj jединки неке популациjе. Под прет-
поставком да се ради о масовноj популациjи може се сматрати да се броj
jединки током времена мења непрекидно. Анализирати основни матема-
тички модел раста популациjе:

ẏ = ay; a > 0, (а)

и упоредити га са нелинеарним математичким моделом (логистичком
jедначином):

ẏ = (a− by)y; a, b > 0. (б)

I Анализа структуре приказаних математичких модела указуjе да се
приликом њиховог формирања пошло од различитих скупова претпоставки.
У случаjу jедначине раста популациjе (а) прираштаj броjа jединки у jедини-
ци времена пропорционалан jе тренутном броjу jединки. Иза ове структуре
математичког модела стоjи претпоставка да посматрана популациjа живи
изоловано (не ступа у интеракциjу са другим врстама коjе живе на истом
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простору, нити jе оне на било коjи начин угрожаваjу), као и да су извори
хране неограничени.

У случаjу логистичке jедначине задржана jе претпоставка о изолованос-
ти врсте, али jе зато одбачена она о неограниченим изворима хране. Због
тога се у моделу (б) поjављуjе “корекциони” члан −by2. Када jе популациjа
мала23 утицаj овог члана jе занемарљив. Другим речима, расположиви
извори хране могу да задовоље готово све jединке посматране популациjе.
Међутим, са повећањем броjа jединки утицаj овог члана расте и он смањуjе
њихов прираштаj у jединици времена. То значи да извори хране не могу
да задовоље потребе свих jединки, па оне ступаjу у међусобну борбу или
умиру од глади.

Математичка структура посматраних модела показуjе да се jедначина
раста популациjе (а) добиjа као специjални случаj логистичке jедначине (б)
за b = 0, односно ако се одбаци претпоставка о ограниченим изворима хране.
Други начин за добиjање jедначине (а) из jедначине (б) jесте одбацивање
нелинеарног члана y2.
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Слика 5.16: Решења jедначине раста популациjе (1) и логистичке jедначине (2,3)

Проучимо сада решења ове две диференциjалне jедначине. Претпоста-
вимо да jе у почетном тренутку t = 0 броj jединки био y(0) = y0. Тада се
решење jедначине раста популациjе добиjа у облику:

y(t) = y0 e
at, (в)

док решење логистичке jедначине (б) гласи:

y(t) = y0
a eat

a− b y0(1− eat)
. (г)

Може се приметити да се за b = 0 решење (г) своди на израз (в). Ипак, ова
решења се одликуjу потпуно различитим понашањем при великим вреднос-
тима независно променљиве (t → ∞). Решење (в) jедначине раста популаци-
jе неограничено расте, што jе у сагласности са прептоставкама наведеним

23У овом случаjу се може сматрати да jе популациjа “мала” ако важи y ¿ a/b. У
доказивање овог тврђења се нећемо упуштати.
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за оваj модел. Међутим, решење (г) логистичке jедначине у граничном
случаjу тежи константноj вредности:

lim
t→∞

y(t) = lim
t→∞

y0
a eat

a− b y0(1− eat)
=

a

b
. (д)

Приметимо да ова гранична вредност не зависи од почетног броjа jединки,
већ само од вредности константи a и b коjе одређуjу математички модел.
Броj y = a/b уjедно предтавља и равнотежни броj jединки популациjе—
десна страна jедначине (б) jе тада jеднака нули24. На Слици 5.16 су прика-
зани графици функциjа (в) и (г) за вредности параметара a = 3.0 и b = 4.0
почетне услове y0 = 0.1 и y0 = 0.9. J

Задаци

5.1Клип парне машине врши осцилаторно кретање у хоризонталном правцу
по закону:

x(t) = R

(
cosωt+

R

4L
cos 2ωt

)
,

где jе R дужина криваjе, L дужина споjне полуге, а ω константна угаона
брзина криваjе. Ако jе маса клипа m, одредити силу коjа деjствуjе на клип
и показати да ће њен наjвећи интензитет бити:

P = mRω2

(
1 +

R

L

)
.

5.2 Материjална тачка масе m = 1kg креће се праволиниjски под деjством
силе F = 10(1 − t) iN , где jе време t изражено у секундама. Одредити
кретање тачке (параметарску jедначину) ако се зна да jе оно започето из
положаjа x(0) = 0 почетном брзином ẋ(0) = v0 = 20m/s. Одредити тренутак
t1 у ком тачка мења смер кретања и упоредити га са тренутком у ком сила
мења смер свога деjства.

5.3 Лопта jе бачена вертикално увис брзином 30m/s. Jедан секунд касниjе
jе из истог почетног положаjа вертикално увис бачена друга лопта. Одреди-
ти колика треба треба да буде почетна брзина друге лопте да би се сударила
са првом кад ова доспе у наjвиши положаj. Претпоставити да се лопте крећу
само под деjством константне силе тежине (g ≈ 9.8m/s2).

5.4Посматрач коjи седи у просториjи и гледа кроз прозор висине 2m угледао
jе камен коjи пада вертикално. Камен се у оквиру прозора могао видети

24Ако би било y0 = a/b, онда током времена не би дошло до промене броjа jединки. То
значи да би броj новорођених jединки у неком временском интервалу био jеднак броjу
угинулих.
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током 0.1s. Занемаруjући све друге силе осим константне гравитационе
силе (g ≈ 9.8m/s2), одредити висину, мерену од доње ивице прозора, са
коjе jе испуштен камен (без почетне брзине).

5.5 Вертикални хитац у средини са отпором. Материjалноj тачки масе
m саопштена jе почетна брзина v0 вертикално навише. На тачку деjствуjу
сила тежине и сила отпора кретању кроз ваздух коjа jе пропорционална
првом степену брзине R = −mkv, k = const. Одредити кретање тачке
(параметарску jедначину.) Усваjаjући да jе v0 = 5m/s, k = 0.5s−1 и g =
9.81m/s2 одредити висину лета h тачке и упоредити jе са висином лета тачке
у безваздушном простору (то jест, при кретању са занемарљивим отпором).

5.6Материjална тачка jе бачена вертикално на доле и креће се под деjством
гравитационе сила интензитета g по jединици масе и силе отпора интензите-
та kv по jединици масе, коjа jе смера супротног од смера кретања и где jе v
брзина тачке, а k позитивна константа. Показати да ће брзина материjалне
тачке, независно од вредности почетне брзине, тежити вредности g/k (тер-
минална брзина). Колика би терминална брзина била ако би интензитет
силе отпора био kv2 по jединици масе?

5.7 Материjална тачка масе m креће се у пољу деjства Земљине гравитаци-
оне силе коjа се мења по следећем закону F = k/r2, где jе r растоjање
тачке од центра привлачења. На површини Земље (r = R, R - полупречник
Земље F = mg. Одредити закон промене брзине у зависности од растоjања
тачке од центра привлачења, ако се зна да jе тачка започела кретање са
површине Земље почетном брзином v0 коjа има правац коjи спаjа центар
Земље са почетним положаjем тачке. Колику би почетну брзину требало
саопштити тачки да би напустила поље деjства Земљине гравитационе силе
(друга космичка брзина)?

5.8 Честица масе m и наелектрисања q налази се у хомогеном електричном
пољу променљивог интензитета E = A sin kt i. На честицу током кретања
деjствуjе сила F = qE. Показати да jе кретање тачке описано jедначином:

x(t) =
qA

mk2
(kt− sin kt),

ако се зна да jе тачка започела кретање из координатног почетка из стања
мировања. Утицаj силе тежине занемарити.

5.9 Чамац чиjа jе маса заjедно са путницима m, креће се по стаjаћоj води.
У тренутку t0 = 0 престао jе да ради мотор, а брзина чамца у том тренутку
била jе v0. На чамац током кретања деjствуjе сила отпора пропорционална
првом степену брзине, R = −mkv. Смештаjући координатни почетак у
почетни положаj чамца и усваjаjући x−осу у правцу и смеру почетне брзине
тачке, одредити:

а) закон промене брзине тачке током времена;



Задаци 157

б) параметарску jедначину кретања;

в) време за коjе ће се брзина чамца смањити на половину почетне вред-
ности;

г) показати да jе наjвеће растоjање коjе чамац може прећи, ако се услови
проблема не промене, xmax = v0/k и да ће оно бити достигнуто за
t → ∞.

5.10 Материjална тачка масе m започела jе кретање са врха стрме равни из
стања мировања. Угао нагиба стрме равни jе θ. По стрмоj равни jе просуто
уље, па на тачку осим силе тежине mg деjствуjе и сила вискозног трења
чиjи jе интензитет пропорционалан другом степену брзине, Fw = mkv2.
Показати да jе закон промене брзине тачке у функциjи времена:

v(t) = ẋ(t) =
e2λkt − 1

e2λkt + 1
,

где jе λ2 = (g/k) sin θ. Колику брзину тачка може достићи на бесконачноj
стрмоj равни (када t → ∞)?

5.11 Терет масе m = 50kg налази се у стању мировања на храпавоj хоризон-
талноj подлози. Коефициjенти статичког и динамичког трења су µS = 0.25
и µD = 0.20, респективно.

а) Одредити наjмању потребну вредност силе Pmin коjом jе треба вући
терет да би он почео да клизи по подлози.

б) Ако на терет од почетка кретања деjствуjе константна сила 20% већег
интензитета од Pmin, одредити промену брзине v(t) током времена и
параметарску jедначину кретања x(t).

в) Одредити брзину коjу ће терет имати када буде прешао пут дужине
l = 50m.

5.12 Терет масе m = 10kg налази се у стању мировања на врху стрме равни.
Коефициjенти статичког и динамичког трења између терета и стрме равни
су µS = 0.20 и µD = 0.15. да ли терет може да започне кретање низ стрму
раван без почетне брзине ако jе угао нагиба стрме равни θ = 10◦? Колика ће
бити брзина терета у подножjу стрме равни угла нагиба 10◦ и висине h = 3m
ако му jе саопштена почетна брзина v0 = 5m/s усмерена ка подножjу.
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5.13 Терету масеm коjи се креће уз храпаву
стрму раван угла нагиба 20◦ саопштена jе
почетна брзина v0 = 8m/s. Терет се креће
уз стрму раван до положаjа B, а затим се
враћа у полазну тачку A. Ако се зна да
jе растоjање између тачака A и B d = 6m,
одредити:

а) коефициjент динамичког трења
између терета и стрме равни;

б) брзину коjу терет има на повратку у
тачку A.

5.14 Коси хитац у безваздушном простору. Материjална тачка масе m
креће се у вертикалноj равни под деjством силе сопствене тежине mg.
Започела jе кретање брзином v0 коjа jе образовала угао α са хоризонталним
правцем. Усваjаjући да се тачка у почетном тренутку налазила у коорди-
натном почетку одредити параметарске jедначине кретања x(t) и y(t) и
показати да траjекториjа описана кривом y(x) има облик параболе.

5.15 Коси хитац у средини са отпором. Материjална тачка масе m, коjа
jе започела кретање брзином v0 под углом α према хоризонту, креће се у
вертикалноj равни под деjством силе сопствене тежине mg и силе отпора
пропорционалне првом степену брзине R = −mkv.

а) Показати да су параметарске jедначине кретања тачке:

x(t) =
v0 cosα

k

(
1− e−kt

)
и y(t) =

(
v0 sinα

k
+

g

k2

)(
1− e−kt

)
− g

k
t.

б) Показати да jе максимални домет хица xmax = v0 cosα/k и да се
остваруjе када t → ∞.

5.16 Задатак за размишљање. Претпоставимо да jе кишна кап сфера
полупречника r и константне густине ρ. Падаjући кроз облак њена се
маса током времена повећава пропорционално површини попречног пресека
нормалноj на правац кретања. Ако кап улази у облак у тренутку t0 = 0
са полупречником r0 и брзином v0 и на њу током кретања деjствуjе само
гравитациона сила, показати:

а) да ће се полупречник кишне капи током кретања кроз облак повећавати
линеарно са временом по закону r(t) = r0 + (k/4ρ)t, где jе k > 0
константа пропорционалности;

б) да ће под претпоставком да jе r0 ≈ 0 и v0 ≈ 0 брзина тачке током
кретања кроз облак расти линеарно са временом по закону v(t) = gt/4.
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Упутство: Кишну кап третирати као материjалну тачку. Осу дуж коjе
се креће усмерити вертикално наниже. Користити други Њутнов закон у
изворном облику dK(t)/dt = d(m(t)v(t))/dt = F.





6

Динамика тачке:
енергиjа, рад и снага

6.1 Кинетичка енергиjа материjалне тачке

Видели смо да у Њутновим законима централну улогу игра количина
кретања као динамичка величина стања. Њена промена током времена
узрокована jе деjством сила на материjалну тачку.

P1

P2
m

m

v1

|v1|=|v2| v2

Слика 6.1: Кинетичка енергиjа материjалне тачке

Упоредо са овим векторским приступом развиjен jе и други приступ у
динамици. Његов творац jе био Лаjбниц, а у њему кинетичка енергиjа
служи као основна динамичка величина стања. Она се код материjалне
тачке дефинише као половина производа масе и квадрата брзине матери-
jалне тачке:

Ek =
1

2
mv2. (6.1)

Приметимо да jе кинетичка енергиjа скаларна величина, за разлику од
количине кретања коjа jе векторска величина. То значи да две материjалне
тачке jеднаких маса m чиjе су брзине jеднаких интензитета, а различитих
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праваца, имаjу jеднаке кинетичке енергиjе (видети Слику 6.1):

v1 6= v2

|v1| = |v2|
⇒

K1 = mv1 6= mv2 = K2

Ek1 = 1
2mv21 = 1

2mv22 = Ek2.

Структура израза за кинетичку енергиjу
Да би се у наставку лакше “баратало” кинетичком енергиjом анализи-

раће се њена структура за различите видове кретања. Приметимо наjпре
да се квадрат брзине може добити као скаларни производ вектора брзине
самим собом:

v2 = v · v. (6.2)

Одатле се лако показуjе да важе следеће релациjе1:

d

dt

(
1

2
v2
)

=
1

2

d

dt
(v · v) = v · a;

d

(
1

2
v2
)

=
1

2
d (v · v) = v · dv.

(6.3)

На таj начин кинетичка енергиjа, њен извод по времену и елементарни
прираштаj могу бити приказани у облику:

Ek =
1

2
mv · v; dEk

dt
= mv · a; dEk = mv · dv. (6.4)

Кинетичка енергиjа при праволиниjском кретању

Ако материjална тачка врши праволиниjско кретање, онда ће њена бр-
зина бити описана jедначином (4.5), v(t) = ẋ(t) i, па ће кинетичка енергиjа
гласити:

Ek =
1

2
mv2 =

1

2
mẋ2. (6.5)

Имаjући у виду jедначине (6.3) може се показати да ће извод кинетичке
енергиjе по времену, као и њен прираштаj, бити:

dEk

dt
= mẋ ẍ; dEk = mẋ dẋ.

Кинетичка енергиjа при криволиниjском кретању

Код израчунавања кинетичке енергиjе при криволиниjском кретању тре-
ба имати на уму да оно може бити описано у односу на различите коорди-
натне системе. Брзина у Декартовом координатном систему има облик

1Приликом њиховог извођења се користи Лаjбницово правило о изводу производа,
примењено на скаларни производ два вектора, и своjство комутативности скаларног
производа.
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(4.16), док jе у природном описана релациjом (4.23). Кинетичка енергиjа се
тада израчунава на следећи начин:

Ek =
1

2
m

(
v2x + v2y

)
=

1

2
m

(
ẋ2 + ẏ2

)

=
1

2
mv2 =

1

2
mṡ2.

(6.6)

Имаjући у виду структуру израза за убрзање у Декартовом и природном
координатном систему, (4.19) и (4.25), извод кинетичке енергиjе по времену
и њен прираштаj описани су на следећи начин:

dEk

dt
= m (vxax + vyay) = m (ẋẍ+ ẏÿ)

= mvv̇ = mṡs̈;

(6.7)
dEk = m (vxdvx + vydvy) = m (ẋdẋ+ ẏdẏ)

= mvdv = mṡdṡ.

6.2 Рад и снага

Рад силе jе скаларна величина коjа представља меру деjства силе на
материjалну тачку. Он карактерише њено деjство током померања тачке
из почетног положаjа P1 у краjњи положаj P2. За разлику од кинетичке
енергиjе коjа описуjе стање кретања материjалне тачке, рад силе jе величина
коjа се односи на процес кретања2.

Рад силе на праволиниjском кретању
Поjам рада силе ће бити поступно анализиран. Наjпре ће се проучити

рад на праволиниjском кретању, а потом рад на криволиниjском кретању.

Рад константне силе

Посматраjмо константну силу F = F i коjа деjствуjе на материjалну
тачку током њеног кретања у правцу x−осе. Нека су у почетном положаjу
P1 и краjњем положаjу P2 координате тачке x1 и x2 респективно, a прираш-
таj координате ∆x = x2 − x1. Тада се рад силе F на померању тачке из
положаjа P1 у положаj P2 дефинише изразом:

A12 = F ∆x. (6.8)

Jединица мере за рад силе jе Џул, 1J = 1Nm = 1kgm2/s2. Приметимо да
рад силе има исте димензиjе као кинетичка енергиjа.

2Нема смисла говорити о раду силе у неком положаjу тачке, већ само о раду
извршеном током померања из jедног положаjа у други.
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P
1

P
2

x
1

x
2

x

Dx

P

F

Слика 6.2: Рад константне силе на праволиниjском кретању

Ако сила деjствуjе у смеру померања материjалне тачке, њен ће рад бити
позитиван. Ако деjствуjе у смеру супротном од смера кретања тачке, рад ће
jоj бити негативан. Приметимо да за рад константне силе ниjе битно време
коjе протекне током кретања тачке између почетног и краjњег положаjа,
већ само однос та два положаjа изражен прираштаjем ∆x. Ово своjство ће
бити присутно и код рада константних сила F = const. дуж криволиниjске
траjекториjе.

Пример 6.1 Израчунати рад силе тежине током слободног пада матери-
jалне тачке масе m са висине h. Показати да ће извршени рад бити jеднак
прираштаjу кинетичке енергиjе материjалне тачке.

y yy

mg

v
0
=0

v
1

h

Слика 6.3: Рад силе тежине током слободног пада

I У случаjу слободног пада материjална тачка започиње кретање из
положаjа P0 са висине h без почетне брзине, y(0) = y0 = h, ẏ(0) = v0 =
0. Током кретања на њу деjствуjе само сила тежине mg = −mg j коjа jе
константна. На краjу кретања, у положаjу P1 у ком jе y(T ) = y1 = 0, брзина
тачке jе ẏ(T ) = v1 = −√

2gh. Одавде следи да jе прираштаj координате:

∆y = y1 − y0 = −h.
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То значи да jе тражени рад силе тежине:

A01 = −mg∆y = mgh. (а)

Дефинишимо прираштаj кинетичке енергиjе као ∆Ek = Ek1 − Ek0. Он
ће током слободног пада бити:

∆Ek =
1

2
mv21 −

1

2
mv20 = mgh. (б)

Поређењем jедначина (а) и (б) долазимо до траженог резултата:

∆Ek = A01.

J

Рад променљиве силе

Видели смо да сила у општем случаjу може бити функциjа времена,
положаjа и брзине, F = F(t, r,v). У случаjу праволиниjског кретања то
значи:

F = F (t, x, ẋ), (6.9)

где jе F проjекциjа силе на x−осу. У ситуациjи у коjоj се сила мења
током кретања тачке из почетног у краjњи положаj рад силе ниjе коректно
дефинисати на начин описан jедначином (6.8). Ипак, оваj израз пружа
jасну мотивациjу: траjекториjу тачке треба поделити на подинтервале у
коjима ће сила имати приближно константну вредност. Прецизниjе речено,
мора се посматрати бесконачно мало—елементарно померање тачке dx из
положаjа P (t) у положаj P (t + dt), како jе показано на Слици 6.4—па се
елементарни рад силе може дефинисати као производ силе и елементарног
померања3:

dA = F dx. (6.10)

P
1

P
2

x
1

x
2

x

P

F

x dx

Слика 6.4: Рад променљиве силе на праволиниjском кретању

3Иако ниjе наглашено, у овоj jедначини се подразумева да jе сила променљива и
описана изразом (6.9)
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Очигледно jе да се за израчунавање рада променљиве силе на коначном
померању из положаjа P1 у положаj P2 мора извршити интеграциjа израза
(6.10) да би се добило:

A12 =

∫ (P2)

(P1)

F (t, x, ẋ) dx. (6.11)

Да би се рад силе на коначном померању могао израчунати у општем
случаjу се мора знати кретање тачке, x = x(t). Тада (6.11) постаjе:

A12 =

∫ t2

t1

F (t, x(t), ẋ(t)) dx(t), (6.12)

где су t1 и t2 тренуци времена коjи одговраjу положаjаима P1 и P2.

Пример 6.2 Материjална тачка масе m = 1kg креће се праволиниjски под
деjством силе F = F (t) = 10(1 − t) iN (Задатак 5.2). Тачка jе започела
кретање из координатног почетка брзином ẋ(0) = v0 = 20m/s. Одредити
рад силе F од почетка кретања до тренутка t1 у ком сила мења смер свог
деjства и до тренутка t2 у ком тачка мења смер кретања. Показати
да ће рад силе бити jеднак прираштаjу кинетичке енергиjе материjалне
тачке.

I Решавањем диференциjалне jедначине кретања mẍ = F (t) = 10(1− t)
може се показати да ће параметарска jедначина кретања и брзина тачке
бити:

x(t) = 20t+ 5t2 − 5

3
t3; (а)

ẋ(t) = 20 + 10t− 5t2. (б)

Одавде се лако показуjе да сила мења смер деjства у тренутку t1 = 1s, док
тачка мења смер кретања у тренутку t2 = 1+

√
5s. Елементарно померање

материjалне тачке jе:

dx(t) = ẋ(t)dt = (20 + 10t− 5t2)dt.

На основу тога ће рад силе F (t) тренутка промене смера деjства бити:

A01 =

∫ t1

0

F (t)dx(t) =

∫ t1

0

10(1− t)(20 + 10t− 5t2)dt

= 10

(
20t− 5t2 − 5t3 +

5

4
t4
)∣∣∣∣

t1

0

= 112.5J

(в)

На исти начин се одређуjе и рад силе до тренутка промене смера кретања
тачке:

A02 =

∫ t2

0

F (t)dx(t) = −200J. (г)
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Брзина тачке у тренутку промене смера деjства силе се одређуjе помоћу
jедначине (б):

v1 = ẋ(t1) = 25m/s,

а у тренутку промене смера кретања jе v2 = ẋ(t2) = 0. Одавде следи да jе
у првом случаjу прираштаj кинетичке енергиjе:

∆Ek1 = Ek1 − Ek0 =
1

2
mv21 −

1

2
mv20 = 112.5J, (д)

док jе у другом,

∆Ek2 = Ek2 − Ek0 =
1

2
mv22 −

1

2
mv20 = −200J. (ђ)

Поређењем jедначина (в) и (г) са jедначинама (д) и (ђ) добиjаjу се жељени
резултати:

∆Ek1 = A01 и ∆Ek2 = A02.

J

Када се рад силе може унапред израчунати? Овде се може поставити и
jедно веома важно питање: може ли се рад силе израчунати без претходног
познавања кретања тачке? Потврдан одговор се може дати само у два
специjална случаjа:

1. ако jе сила константна—тада се рад силе на коначном померању своди
на jедначину (6.8):

A12 =

∫ x2

x1

F dx = F (x2 − x1) = F ∆x;

2. ако jе сила функциjа положаjа, F = F (x)—тада се рад силе своди на
израчунавање одређеног интеграла:

A12 =

∫ x2

x1

F (x)dx = U(x)|x2

x1
= U(x2)− U(x1), (6.13)

где jе U(x) примитивна функциjа функциjе F (x); приметимо да у
овом случаjу рад силе неће зависити од начина кретања тачке између
почетног и краjњег положаjа, него искључиво од самих тих положаjа4.

4Ово jе карактеристично за потенциjалне силе, о коjима ће касниjе бити више речи.
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Рад силе на криволиниjском кретању

Jедначина (6.10) за елементарни рад силе може се интерпретирати на
следећи начин: F jе проjекциjа силе F = F i на x−осу, док jе dx проjекциjа
вектора елементарног померања dr = dx i на исту осу. Тада се оваj израз
може записати у облику:

dA = F · dr. (6.14)

Посматраjмо кретање материjалне тачке из положаjа P1 у положаj P2

дуж криволиниjске траjекториjе, приказане на Слици 6.5, коjа jе описана
параметарском jедначином кретања r = r(t). Нека на тачку током кретања
деjствуjе променљива сила F = F(t, r,v). Елементарни рад силе F jесте
рад извршен током бесконачно малог померања у односу на положаj P (t)
током бесконачно малог временског интервала dt:

dA = F(t, r,v) · dr. (6.15)

v

dr

F

P

P
1

P
2

Слика 6.5: Рад силе на криволиниjском кретању

Може се приметити да jе оваj израз био мотивисан jедначином (6.14) коjу
смо видели код праволиниjског кретања. Пошто jе dr/dt = v, лако се
показуjе да jе вектор елементарног померања колинеаран са вектором бр-
зине:

dr = v dt.

Зато га на jедноставан начин можемо изразити у различитим координатним
системима:

dr = dx i+ dy j = ds et. (6.16)

Ако се и сила коjа деjствуjе на тачку прикаже у одговараjућем координат-
ном систему:

F = X i+ Y j = Ft et + Fn en, (6.17)

онда се елементарни рад (6.15) може изразити на следећи начин:

dA = X dx+ Y dy = Ft ds. (6.18)

Одавде следи jедан важан закључак:
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Aко jе сила све време кретања нормална на траjекториjу, F = Fn en, Ft =
0, онда ће њен рад бити jеднак нули:

F ⊥ dr ⇒ dA = F · dr = 0.

Рад силе на коначном померању из положаjа P1 у положаj P2 дуж
криволиниjске траjекториjе jесте израз:

A12 =

∫ (P2)

(P1)

dA =

∫ (P2)

(P1)

F · dr. (6.19)

Оваj интеграл у математичком смислу представља криволинисjки интеграл.
Да би се он израчунао мора се познавати траjекториjа, односно кретање
тачке r(t). Поред тога, у општем случаjу рад “исте” силе5 дуж две различите
траjекториjе са заjедничким краjњим тачкама неће бити исти. Ово открива
друго важно своjство рада силе:

Рад силе зависи од облика траjекториjе дуж коjе се креће материjална
тачка.

dr

dr
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F
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P
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Слика 6.6: Рад резултанте две силе и случаj када jе рад jеднак нули

Ако на материjалну тачку деjствуjу две силе F1 и F2, онда ће елемен-
тарни рад резултанте Fr = F1+F2 бити jеднак збиру елементарних радова
компонената:

dAFr = Fr · dr = (F1 + F2) · dr = F1 · dr+ F2 · dr = dAF1 + dAF2 .

Одатле следи да ће елементарни рад резултанте система сила коjе деjствуjу
на материjалну тачку бити jеднак збиру елементарних радова компонената:

F =

n∑

i=1

Fi ⇒ dAF =

n∑

i=1

dAFi (6.20)

5Овде се под “истом” силом подразумева сила коjа има истфункционалну зависност од
величина стања и времена. Она се, међутим, дуж различитих траjекториjа може мењати
на различите начине.
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Исто важи и за укупни рад, што се може показати непосредном интеграци-
jом последње jедначине:

AF
12 =

n∑

i=1

AFi
12 . (6.21)

Пример 6.3 Одредити рад силе тежине на померању материjалне тачке
масе m из положаjа P1(x1, y1) у положаj P2(x2, y2). Да ли рад силе тежине
зависи од облика траjекториjе?

y

mg
h

y
1

y
2P

1

P
2

x

Слика 6.7: Рад силе тежине на криволиниjском кретању

I Сила тежине jе у Декартовом координатном систему описана на сле-
дећи начин mg = −mg j. У исто време елементарно померање материjалне
тачке jе dr = dx i+ dy j. Одатле следи да jе елементарни рад силе тежине:

dA = mg · dr = −mg dy. (а)

Укупни рад силе тежине током померања тачке из положаjа P1 у положаj
P2 биће:

A12 = −
∫ (P2)

(P1)

mg dy = −mg

∫ y2

y1

dy = −mg(y2 − y1) = −mgh. (б)

Видимо да рад зависи само од вертикалног растоjања између крањег и
почетног пложаjа, а не зависи од облика путање дуж коjе се тачка кретала.
Приметимо да ће рад силе тежине бити негативан ако jе y2 > y1 (тачка се
креће на горе), односно позитиван ако jе y2 < y1 (тачка се креће на доле).
J

Пример 6.4 Материjална тачка се креће од координатног почетка P0(0, 0)
до тачке P1(R,R) на два начина: први пут дуж праволиниjске траjекто-
риjе, а други пут дуж тракеториjе облика четвртине круга са центром
у тачки C(0, R). Током кретања на тачку десjтвуjе “пратећа” сила чиjи
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jе интензитет константан, F = const., и коjа увек има правац тангенте
на траjекториjу F = F et. Одредити рад ове силе током кретања тачке
дуж сваке од ових траjекториjа.

y P
1

x

P

P

F

F

P
0

R

R

x

I У првом случаjу материjална тачка врши праволиниjско кретање.
Ако уведемо осу Oξ коjа се поклапа са правцем кретања, онда ниjе тешко
утврдити да ће краjњим положаjима одговарати следеће вредности коорди-
нате ξ:

ξ0 = 0; ξ1 =
√
2R; ∆ξ = ξ1 − ξ0 =

√
2R.

Пошто сила F деjствуjе у правцу кретања тачке, њен рад се може израчуна-
ти као рад константне силе на праволиниjском кретању (6.8):

A
(1)
01 = F ∆ξ =

√
2FR. (а)

У другом случаjу, када се тачка креће дуж криволиниjске траjекториjе,
може се увести природни координатни систем, односно лучна координата
s, коjа ће се између тачака P0 и P1 мењати у границама s ∈ [0, Rπ/2].
То значи да се рад ове силе може израчунати као рад дуж криволиниjске
траjекториjе (6.19):

A
(2)
01 =

∫ Rπ/2

0

F ds =
π

2
FR. (б)

Поређењем резултата (а) и (б) лако се долази до закључка да рад пратеће
силе зависи од облика траjекториjе дуж коjе се тачка креће између положаjа
P1 и P2. J

Снага
Упоредо са радом силе може се увести jош jедна вличина коjа описуjе

деjство силе на материjалну тачку. То jе снага и она представља брзину
вршења рада. Имаjући у виду jедначину (6.15) снага силе се дефинише
следећим изразом:

P =
dA

dt
= F · dr

dt
= F · v. (6.22)
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Снага има димензиjе рада у jединици времена, а jединица мере jе Ват,
1W = 1J/s. Попут рада силе (jедначина 6.20) и снага jе адитивна величина—
укупна снага сила коjе деjствуjу на материjалну тачку, односно снага њихове
резултанте Fr =

∑n
i=1 Fi, jеднака jе збиру снага компонената:

Pr = Fr · v =

(
n∑

i=1

Fi

)
· v =

n∑

i=1

(Fi · v) =
n∑

i=1

Pi (6.23)

За разлику од рада силе коjи jе био везан за процес кретања, снага силе
jе величина коjа зависи о стања кретања.

6.3 Закон о промени енергиjе

Примери коjима су илустровани различити аспекти рада силе показали
су да између њега и прираштаjа кинетичке енергиjе постоjи дубока веза.
Она ће бити потврђена кроз закон о промени енергиjе, коjи ћемо називати
и енергиjском jедначином.

Посматраjмо израз за други Њутнов закон (5.3):

ma = F,

и скаларно га помножимо брзином материjалне тачке v, користећи при томе
правило комутативности за скаларни производ вектора:

mv · a = F · v.

Израз са леве стране знака jеднакости представља извод кинетичке енергиjе
по времену (jедначина (6.4)2) док jе са десне стране знака jеднакости снага
силе:

dEk

dt
= P. (6.24)

Ово jе први облик закона о промени енергиjе коjи гласи:

Промена кинетичке енергиjе током времена jеднака jе снази силе под чиjим
се деjством тачка креће.

Други облик закона о промени енергиjе се добиjа трансформациjом изра-
за (6.24). Пошто се први извод може третирати као количник две бесконачно
мале величине, ова jедначина се може записати као:

dEk = P dt.

Из дефинициjе снаге (6.22) следи P dt = dA, одакле добиjамо други облик
закона о промени енергиjе:

dEk = dA. (6.25)

Ова релациjа се речима може исказати на следећи начин:
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Елементарни прирараштаj кинетичке енергиjе материjалне тачке jеднак
jе елементарном раду силе коjа деjствуjе на њу.

Jедначина (6.25) се често назива и теорема о промени кинетичке енергиjе у
диференциjалном облику.

Трећи облик енергиjске jедначине се добиjа интеграциjом израза (6.25)
дуж траjекториjе од почетног положаjа тачке P1 до краjњег положаjа P2:

∫ (P2)

(P1)

dEk =

∫ (P2)

(P1)

dA.

При томе треба имати на уму да jе кинетичка енергиjа величина стања, па
се њеном интеграциjом добиjа коначни прираштаj:

∫ (P2)

(P1)

dEk = Ek|(P2)
(P1)

= Ek2 − Ek1 = ∆Ek.

Са друге стране рад силе jе карактеристика процеса кретања, тако да са
десне стране знака jеднакости имамо укупни рад силе (6.19). На основу ове
анализе добиjамо:

∆Ek = A12, (6.26)

одакле следи:

Прираштаj кинетичке енергиjе материjалне тачке на коначном померању
jеднак укупном раду силе коjа деjствуjе на њу.

Треба напоменути да се други и трећи облик енергиjске jедначине у
динамици материjалне тачке чешће користе од првог, али jе зато први облик
погоднииjи за уопштавање и примене у случаjу деформабилних тела и
непрекидних средина. Иако се у формулациjама закона о промени енергиjе
говори о снази и раду силе, подразумева се да се у случаjу деjства више
сила, било да су у питању активне силе или реакциjе веза, рачунаjу снага
и рад свих сила коjе деjствуjу на тачку.

Пример 6.5 За математичко клатно анализирано у Примеру 5.4 приме-
ном закона о промени енергиjе одредити брзину тачке у функциjи положа-
jа, угла ϕ, као и брзину промене кинетичке енергиjе.

I Полазећи од израза за брзину, v = ṡ et = lϕ̇ et, можемо израчунати
елементарни рад силе тежине mg и силе затезања конца S. Пошто jе:

mg = −mg sinϕ et −mg cosϕ en и S = Sen,

а елементарно померање гласи:

dr = v dt = ldϕ et,

добиjамо следеће резултате:

dAmg = mg · dr = −mgl sinϕdϕ; dAS = S · dr = 0. (а)
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Приметимо да jе рад силе затезања конца jеднак нули због ортогоналности
вектора S и dr, што се може видети на Слици 6.8. Оваj резултат ниjе
специфичан само за посматрани проблем. Реакциjе идеалних веза су по
природи такве да су ортогоналне на вектор брзине, односно елементарног
померања тачке6. Стога jе рад реакциjа идеалних веза увек jеднак нули.

j

j
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Слика 6.8: Анализа сила код математичког клатна

Ако се изврши интеграциjа израза (а) за елементарни рад од почетног
положаjа ϕ0 до произвољног положаjа ϕ, онда ће се добити укупни рад сила
коjе деjствуjу на материjалну тачку:

A =

∫ ϕ

ϕ0

(−mgl sin θ)dθ = mgl(cosϕ− cosϕ0). (б)

Тада се применом трећег облика закона о промени енергиjе (6.26) може
добити прираштаj кинетичке енергиjе материjалне тачке:

∆Ek = Ek − Ek0 =
1

2
mv2 − 1

2
mv20 = mgl(cosϕ− cosϕ0) = A.

Одатле се добиjа брзина у функциjи положаjа:

v2 = v20 + 2gl(cosϕ− cosϕ0), (в)

коjа jе еквивалентна jедначини (ђ) из Примера 5.4.
За одређивање брзине промене кинетичке енергиjе неопходно jе приме-

нити први облик закона о промени енергиjе (6.24) и одредити снагу свих
сила коjе деjствуjу на тачку7:

P = mg · v + S · v = −mgl ϕ̇ sinϕ.

Тада се лако добиjа:
dEk

dt
= P = −mgl ϕ̇ sinϕ.

J

6Ово jе последица основне карактеристике реакциjа веза: оне одражаваjу ограничења
коjа везе намећу посматраном телу.

7Снага реакциjе конца jе, као и њен рад, jеднака нули.
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Потенциjалне силе и потенциjална енергиjа.
Укупна механичка енергиjа

У Примеру 6.4 видели смо како рад силе може зависити од облика
траjекториjе тачке. У исто време уочено jе да рад силе тежине не зависи
од облика траjекториjе (Пример 6.3). Да ли осим силе тежине постоjе и
друге силе коjе поседуjу ово своjство? Одговор jе потврдан, а ове силе се
називаjу потенциjалним силама.

P
1

P
2

P

P

P

F

F

F

P
1

Слика 6.9: Потенциjалне силе

Посматраjмо тачку P коjа се од положаjа P1 до положаjа P2 креће дуж
две различите траjекториjе, означене са (1) и (2). Нека на тачку током
кретања деjствуjе сила F. Ако рад силе F на померању тачке од положаjа
P1 до положаjа P2 не зависи од облика траjекториjе дуж коjе се тачка креће,
већ само од њених краjњих тачака, онда се каже да jе сила F потенциjална:

A
(1)
12 = A

(2)
12 . (6.27)

Потенциjалне силе се могу дефинисати и на други начин. Услову (6.27)
еквивалентан jе услов да jе рад силе F на затвореноj путањи8 jеднак нули:

A◦ =

∮
F · dr = 0. (6.28)

Будући да рад потенциjалне силе зависи само од краjњих тачака путање,
морала би постоjати нека функциjа коjа би зависила само од положаjа
(координата) и чиjи би прираштаj био jеднак извршеном раду9. Ова функ-
циjа би, ако постоjи, у потпуности описала деjство потенциjалне силе. Њена
егзистенциjа се може доказати, а из традиционалних разлога се усваjа да
jе њен негативни прираштаj jеднак извршеном раду силе10:

A12 = −(Π(r2)−Π(r1)). (6.29)

8За путању кажемо да jе затворена ако се њена краjња тачка поклапа са почетном.
9Ово своjство jе мотивисано jедначином (6.13) добиjеном приликом анализе сила чиjи

се рад дуж праволиниjске траjекториjе може унапред израчунати.
10Са r1 и r2 су означени вектори положаjа краjњих тачака пуатње, P1 и P2.
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Функциjа Π(r) се зове потенциjална енергиjа. Ако реалциjа (6.29) важи
независно од траjекториjе дуж коjе се тачка креће, онда се може успоставити
веза између елементарног рада потенциjалне силе, коjу ћемо даље означа-
вати са FΠ, и елементарног прираштаjа потенциjалне енергиjе Π(r):

dAΠ = FΠ · dr = −dΠ. (6.30)

Jедначина (6.29) се може добити непосредном интеграциjом jедначине (6.30):

AΠ
12 =

∫ (P2)

(P1)

FΠ · dr = −
∫ (P2)

(P1)

dΠ = − Π(r)|(P2)
(P1)

= Π(r1)−Π(r2).

Иако се у jедначини (6.30) наизглед изjедначуjу два диференциjала, мора
се подвући разлика између елементарног рада dAΠ и елементарног при-
раштаjа потенциjалне енергиjе dΠ. Рад силе jе у општем случаjу величина
коjа описуjе деjство силе и зависи од процеса кретања посматране тачке.
Потенциjална енергиjа jе функциjа коjа такође описуjе деjство силе, али
зависи само од стања кретања тачке, а не од процеса кретања. Стога
она у математичком смислу представља тотални диференциjал, па jе и
интеграциjа коjа jе спроведена у последњоj jедначини могућа.

Укупна механичка енергиjа. До сада смо упознали два вида механичке
енергиjе—кинетичку и потенциjалну. За прву се често каже да представља
енергиjу кретања. Друга пак даjе информациjу о резерви енергиjе коjа
би се могла утрошити на вршење рада. Њихов збир jе укупна механичка
енергиjа:

E = Ek +Π. (6.31)

Она ће играти централну улогу у нашоj даљоj анализи.

Пример 6.6 Одредити потенциjалну енергиjу силе тежине, силе у елас-
тичноj опрузи и Њутнове гравитационе силе.

I Елементарни рад силе тежине mg = −mg j на бесконачно малом
померању dr = dx i+ dy j биће:

dAg = mg · dr = −mg dy.

Користећи jедначину (6.30) добићемо:

dΠg = −dAg = mgdy,

одакле после интеграциjе следи:

Πg = mg

∫
dy = mgy + C,

где jе C интеграциона константа. Овде се мора дати важна напомена
о интеграционоj константи. Она jе за одређивање потенциjалне енергиjе
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небитна. Прво, не постоjи универзална калибрациjа потенциjалне енергиjе.
То значи да не постоjи jединична потенциjална енергиjа коjа би могла
послужити као еталон и на основу коjе би се конструисали одговараjући
мерни уређаjи. Друго, у случаjу силе тежине ова константа зависи од
избора референтног нивоа. Пошто оваj избор може бити произвољан11,
константа неће бити jеднозначно одређена. Треће, за кретање ће од значаjа
бити само промена—прираштаj потенциjалне енергиjе, а тада адитивна кон-
станта неће играти никакву улогу. Ова разматрања се могу применити
на било коjу потенциjалну силу, па ћемо их у наставку примењивати без
посебног наглашавања.

Посматраjмо опругу крутости c чиjа jе дужина у ненапргенутом стању
l0. Претпоставимо да се правац опруге не мења приликом деформисања
и нека jе дужина опруге у деформисаном стању l. Ради лакше рачунице
усвоjимо референтну тачку O на месту покретног краjа опруге у недефор-
мисаном стању и нека његов тренутни положаj буде одређен координатом
x. Тада ће издужење и сила затезања опруге бити:

∆l = l − l0 = x; FO = FO i = −c∆l i = −cx i.

Пошто jе елементарно померање r = dx i, елементарни прираштаj потенци-
jалне енергиjе силе у опрузи биће jеднак:

dΠO = −dAO = −FO · dr = cx dx.

Одатле следи да jе потенциjална енергиjа силе у опрузи:

ΠO = c

∫
x dx =

1

2
cx2.

Оваj резултат се може непосредо уопштити на случаj промене правца де-
формисане опруге. Тада jе потенциjална енергиjа:

ΠO =
1

2
c(∆l)2.

У случаjу Њутнове гравитационе силе посматраћемо рад силе на ради-
jалном померању материjалне тачке—померању у правцу деjства силе er.
Тада се гравитациона сила може описати релациjом F = −(κ/r2) er, док jе
елементарно померање dr = dr er. Елементарни прираштаj потенциjалне
енергиjе ће бити:

dΠ = −dA = −F · dr =
κ

r2
dr,

одакле се добиjа потенциjална енергиjа Њутнове гравитационе силе:

Π = −κ

r
.

J

11Избор референтног нивоа jе само условно произвољан. Он мора бити хоризонталан
(нормалан на правац силе тежине) и непокретан.



178 Динамика тачке: енергиjа, рад и снага

Закон о промени и одржању укупне механичке енергиjе
Увођењем потенциjалних сила ствара се могућност да се све силе поделе

на потенциjалне FΠ и оне коjе то нису F∗. Њих ћемо звати непотенциjалним
силама12. Тада се резултанта свих сила коjе деjствуjу на материjалну тачку
може приказати у виду збира резултанти ове две класе сила:

F = FΠ + F∗.

Као последица, рад и снага сила такође могу бити приказани у виду збира,
jер се ради о адитивним величинама. За елементарни рад важи:

dA = F · dr = (FΠ + F∗) · dr
= FΠ · dr+ F∗ · dr = −dΠ+ dA∗,

(6.32)

док се за снагу добиjа аналогни резултат:

P =
dA

dt
= F · v = (FΠ + F∗) · v

= FΠ · v + F∗ · v = −dΠ

dt
+ P ∗.

(6.33)

Укупни рад свих сила ће се такође састоjати од укупног рада потенциjалних
сила, jеднаког негативном прираштаjу потенциjалне енергиjе, и укупног
рада непотенциjалних сила:

A12 = −
∫ (P2)

(P1)

dΠ+

∫ (P2)

(P1)

dA∗

= −(Π2 −Π1) +A∗
12 = −∆Π+A∗

12

(6.34)

Приметимо jош да ће прираштаj и извод укупне механичке енергиjе (6.31)
по времену бити:

dE = d(Ek +Π) = dEk + dΠ;

∆E = ∆(Ek +Π) = ∆Ek +∆Π (6.35)

dE

dt
=

d

dt
(Ek +Π) =

dEk

dt
+

dΠ

dt
.

Добиjени резултати омогућуjу да се закон о промени енергиjе, у сва три
облика (6.24), (6.25) и (6.26), запише и интерпретира на нов начин. Из
jедначина (6.24) и (6.33) следи:

dEk

dt
= P = −dΠ

dt
+ P ∗.

12Непотенциjалне силе могу бити и активне, и реакциjе веза.
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Груписањем кинетичке и потенциjалне енергиjе на левоj страни jеднакости,
и коришћењем jедначине (6.35)3, добиjа се први облик закона о промени
укупне механичке енергиjе:

dE

dt
=

dEk

dt
+

dΠ

dt
= P ∗. (6.36)

Он се може формулисати на следећи начин:

Промена (извод) укупне механичке енергиjе током времена jеднака jе снази
непотенциjалних сила.

Ако се, међутим, пође од jедначине (6.25) и искористи релациjа (6.32),
онда се добиjа:

dEk = dA = −dΠ+ dA∗.

Одавде се груписањем енергиjских чланова на левоj страни добиjа други
облик закона:

dE = dEk + dΠ = dA∗, (6.37)

коjи се речима може исказати на следећи начин:

Елементарни прираштаj укупне механичке енергиjе jеднак jе елементар-
ном раду непотенциjалних сила.

Наjзад, полазећи од jедначине (6.26), уз помоћ релациjе (6.35)2, добиjа
се:

∆Ek = −∆Π+A∗
12.

Истим поступком као у претходним случаjевима може се доћи до трећег
облика закона о промени укупне енергиjе:

∆E = ∆Ek +∆Π = A∗
12, (6.38)

што се може формулисати овако:

Прираштаj укупне механичке енергиjе на коначном померању jеднак jе
укупном раду непотенциjалних сила.

Закон одржања енергиjе

Важан специjални случаj закона о промени укупне механичке енергиjе
jесте закон одржања енергиjе. Када jе рад непотенциjалних сила jеднак
нули дуж целе траjекториjе, dA∗ = 0 односно A∗

12 = 0, и њихова снага ће
бити jеднака нули, P ∗ = 0. Тада из jедначине (6.36) следи:

dE

dt
= 0.

Одатле добиjамо да ће укупна механичка енергиjа током кретања тачке
бити константна:

E = Ek +Π = const. (6.39)
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Константа коjа фигурише у закону одржања представља интеграциону кон-
станту и одређуjе се из почетних услова. До аналогне релациjе, врло корис-
не приликом решавања задатака, долази се ако се пође од jедначине (6.38):

∆E = E2 − E1 = 0.

Тада видимо да укупна механичка енергиjа на почетку и на краjу кретања
мора имати исту вредност:

E1 = Ek1 +Π1 = Ek2 +Π2 = E2. (6.40)

t x

E E

E=const.

E=const.

E
k

P

P( )t

P( )x

P<E P<E

Слика 6.10: Закон одржања енергиjе и енергиjски диjаграм

На Слици 6.10 jе илустрован закон одржања енергиjе. Током времена
укупна механичка енергиjа E остаjе непромењена, док се кинетичка и по-
тенциjална енергиjа могу мењати. Оне се, заправо, током кретања транс-
формишу jедна у другу.

Упечатљиви примери трансформациjе jедног вида механичке енергиjе у
други могу се видети на Слици 6.11. У атлетици, приликом скока с мотком,
потенциjална енергиjа еластичне деформациjе мотке се трансформише у
кинетичку енергиjу такмичара, захваљуjући коjоj он лети увис. Код водо-
пада се потенциjална енергиjа воде током пада претвара у кинетичку, коjа се
потом може искористити у друге сврхе, на пример производњу електричне
енергиjе.

Енергиjски диjаграми. Ако закон одржања енергиjе (6.39) важи за неко
кретање, онда jе могуће извршити његову jедноставну квалитативну анали-
зу. Наиме, пошто jе кинетичка енергиjа ненегативна функциjа:

Ek =
1

2
mv2 ≥ 0,

важиће следећа неjеднакост коjа следи из (6.39):

E −Π = Ek ≥ 0 ⇒ E ≥ Π. (6.41)
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Слика 6.11: Илустрациjе примене закона одржања енергиjе

Другим речима, потенциjална енергиjа Π не може током кретања бити већа
од укупне механичке енергиjе E (видети Слику 6.10). Ова неjеднакост може
бити од користи приликом анализе поjединих карактеристика кретања, на-
рочито у случаjу преволиниjског кретања материjалне тачке, или криволи-
ниjског кретања дуж задате путање (везе).

Пример 6.7 Терет масе m може да се креће по глаткоj хоризонталноj
подлози. За терет jе закачена опруга крутости c и дужине l0 у ненапрег-
нутом стању. Други краj опруге jе фиксиран. У почетном тренутку
терет се налазио у положаjу одређеном координатом x0 и имао jе брзину
v0.

а) Одредити кретање терета и показати да ће његов период осциловања
бити T = 2π/ω, где jе ω =

√
c/m.

б) Показати да за ово кретање важи закон одржања укупне механичке
енергиjе.

в) Помоћу енергиjског диjграма одредити амплитуду осциловања тере-
та.

I Пошто терет врши праволиниjско кретање усвоjићемо Декартов коор-
динатни систем чиjа се x−оса поклапа са правцем кретања, а координатни
почетак одговара положаjу терета у ком jе опруга ненапрегнута. На терет
током током кретања деjствуjу две активне силе: сила тежинеmg = −mg j и
сила еластичне опруге FO = −cx i. Будући да jе кретање терета ограничено
глатком хоризонталном подлогом, на терет ће деjствовати реакциjа подлоге,
сила N = N j. Имаjући ово у виду други Њутнов зако за кретање терета ће
бити ma = mg+FO +N, а диференциjалне jедначине кретања ће гласити:
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l
0 x

c

y

FO

x

y

N

mg

m

mẍ = −cx;

mÿ = −mg +N.
(а)

Пошто се терет креће праволиниjски, у хоризонталном правцу, важиће
y(t) = 0 = const., одакле следи ẏ ≡ 0 и ÿ ≡ 0. На таj начин jедначина
(а)2 постаjе обична статичка jедначина из коjе се одређуjе реакциjа везе,
N = mg. Приметимо да се из jедначине (а)1 могу одредити положаjи
равнотеже тачке. Наиме, у стању мировања важи x(t) = const., одакле
следи ẋ = 0, ẍ = 0. Тада у положаjу равнотеже важи −cx = 0, односно
x = 0. Дакле, jедини положаj равнотеже терета jе у координатном почетку.

Jедначина (а)1 jе права диференциjална jедначина кретања коjа се уво-
ђењем кружне фреквенциjе ω:

ω =

√
c

m
, (б)

може записати на следећи начин:

ẍ+ ω2x = 0. (в)

Ово jе обична диференциjална jедначина другог реда са константним кое-
фициjентима чиjе опште решење гласи:

x(t) = C1 cosωt+ C2 sinωt. (г)

Да би оно било сагласно са почетним условима:

x(0) = x0; ẋ(0) = v0, (д)

интеграционе константе мораjу имати следеће вредности:

C1 = x0; C2 =
v0
ω
. (ђ)

Решење jедначине (в) се често приказуjе у jедном другом облику, погод-
ниjем за анализу. Уместо константи C1 и C2 уведу се константе A и α
следећим релациjама:

C1 = A sinα
C2 = A cosα

⇔ A =
√
C2

1 + C2
2

tanα = C1

C2
.
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На таj начин се, уз коришћење адиционе теореме, решење (г) може записати
у облику:

x(t) = A sin(ωt+ α). (е)

Као што се види, терет врши осцилаторно кретање у околини координатног
почетка (положаjа равнотеже), а константе A и α представљаjу амплитуду
и почетну фазу осциловања коjе се могу одредити у зависности од почетних
услова:

A =

√
x2
0 +

(v0
ω

)2

; α = arctan

(
x0ω

v0

)
. (ж)

У исто време кружна фреквенциjа ω, одређена jедначином (б), и период
осциловања T :

T =
2π

ω
= 2π

√
m

c
, (з)

коjи jе jеднак периоду синусне функциjе, jесу величине коjе не зависе од
почетних услова, него представљаjу карактеристике система.

Да бисмо извршили енергиjску анализу приметимо наjпре да jе елемен-
тарно померање терета dr = dx i. У том случаjу сила тежине и реакциjа
везе не врше рад због ортогоналности са вектором елементарног померања:

dAmg = mg · dr = 0; dAN = N · dr = 0,

а сила FO jе потенциjална, па jе укупна потенциjална енергиjа jеднака:

Π =
1

2
c(∆l)2 =

1

2
cx2. (и)

Кинетичка енергиjа терета jе:

Ek =
1

2
mv2 =

1

2
mẋ2. (j)

Пошто jе снага непотенциjалних сила jеднака нули13 укупна механичка
енергиjа ће током кретања бити константна:

E = Ek +Π =
1

2
mẋ2 +

1

2
cx2 = const. (к)

Уврштавањем решења (е) у jедначину (к) ово се може лако потврдити:

E =
1

2
mA2ω2 cos2(ωt+ α) +

1

2
cA2 sin2(ωt+ α)

=
1

2
mA2ω2 =

1

2
mv20 +

1

2
cx2

0 = const.
(л)

Закон одржања енергиjе се може потврдити и рачунањем извода укупне
механичке енергиjе по времену:

dE

dt
= mẋẍ+ cxẋ.

13Њу у овом случаjу чини jедино снага реакциjе идеалне везе N.
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Он, међутим, мора бити израчунат дуж траjекториjе терета одређене ди-
ференциjалном jедначином (в), ẍ = −ω2x, уз коришћење релациjе (б):

dE

dt
= −mω2xẋ+ cxẋ ≡ 0.

x

E

E=const.

P( )x

-A A

Посматраjмо сада услов (6.41) коjи закон одржања енргиjе намеће по-
тенциjалноj енергиjи. Укупна механичка енергиjа, коjа jе током кретања
константна, одређуjе се из почетних услова (д) и дата jе изразом (л). Тада
важи:

E ≥ Π(x) ⇔ 1

2
mv20 +

1

2
cx2

0 ≥ 1

2
cx2. (љ)

Ако се нацрта график функциjе Π(x) види се да jе неjеднакост (љ) задово-
љена на ограниченом интевралу вредности променљиве x ∈ [x1, x2]. У тоj
области се тaчно може одредити кинетичка енергиjа у функциjи положаjа
jер jе Ek = E−Π(x). У рубним тачкама ове области важи Π(x1) = Π(x2) =
E, што значи да jе кинетичка енергиjа, а самим тим и брзина тачке jеднака
нули, v(x1) = v(x2) = 0. То су, дакле, тачке у коjима терет мења смер
кретања и оне нам могу послужити за одређивање амплитуде осциловања.
Како jе у рубним тачкама задовољена jеднакост:

x2 = x2
0 +

v20
ω2

,

добиjаjу се два симетрична решења коjа одговараjу амплитуди осциловања
терета:

x1,2 = ±
√
x2
0 +

v20
ω2

= ±A. (м)

Приметимо да jе резултат енергиjске анализе—jедначина (м)—еквивалентан
резултату коjи jе добиjеn анализом параметарске jедначине кретања (jедна-
чина (ж)). J
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На први поглед се чини да енергиjска анализа само представља други
начин да се дође до истог резултата до ког се може доћи анализом параме-
тарске jедначине. Међутим, у иоле сложениjим проблемима кретање ниjе
могуће одредити у затвореноj форми, па се управо енергиjском анализом
може доћи до драгоцених информациjа.

6.4 Дисипациjа механичке енергиjе

Веома важан феномен у механичким системима jесте дисипациjа (раси-
пање) механичке енергиjе. То jе поjава губитка механичке енергиjе, односно
њене трансформациjе у друге видове енергиjе. Jедначина (6.36) нам говори
о услову под коjим се оваj феномен jавља:

dE

dt
= P ∗ = F∗ · v ≤ 0. (6.42)

Одавде jе jасно да снага непотенциjалних сила током кретања треба да
буде непозитивна функциjа да би укупна механичка енергиjа била монотоно
нерастућа функциjа.

Силе FD за коjе важи:

PD = FD · v ≤ 0, (6.43)

зову се дисипативне силе. Типични примери дисипативних сила су силе
вискозног и Кулоновог (сувог) трења. При њиховом деjству наjвећи део
изгубљене механичке енергиjе се претвара у топлотну енергиjу.

Покажимо да jе линеарна сила вискозног трења дисипативна. Претпос-
тавимо да се материjална тачка креће под деjством потенциjалних активних
сила FΠ чиjа jе потенциjална енергиjа Π, силе вискозног трења Fw = −mkv,
k > 0, као и да jе кретање ограничено идеалним везама чиjа jе резултанта
R:

ma = FΠ + Fw +R.

Закон о промени укупне механичке енергиjе (6.36) у овом случаjу се своди
на следећи облик:

dE

dt
= P ∗ = Fw · v +R · v.

Ако су везе идеалне, онда jе снага реакциjа веза jеднака нули, R · v = 0. У
исто време снага силе вискозног трења ће бити:

Fw · v = −mkv · v = −mkv2 ≤ 0.

Одавде следи да ће, под наведеним претпоставкама, постоjати дисипациjа
укупне механичке енергиjе услед деjства силе вискозног трења:

dE

dt
= −mkv2 ≤ 0.
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Пример 6.8 Показати да се код линеарних пригушених осцилациjа jавља
дисипациjа механичке енергиjе и одредити закон промене енергиjе са вре-
меном за различите односе вредности параметара система.

I Наjjедноставниjи механички модел коjи описуjе линеарне пригушене
осцилациjе представља осцилатор, анализиран у Примеру 6.7, коме jе дода-
та пригушница (амортизер). Она се састоjи од клипа коjи се креће кроз
цилиндар испуњен флуидом. Њено присуство се манифестуjе силом отпо-
ра—вискозног трења—коjа jе пропорционална првом степену брзине, Fw =
−bv. На оваj начин други Њутнов закон, коjи сада гласи ma = mg+FO +
Fw +N, даjе следеће две jедначине:

l
0 x

c

y

FO

x

y

N

mg

m b Fw

mẍ = −cx− bẋ;

mÿ = −mg +N.
(а)

Као и код хармониjског осцилатора, jедначина (а)2 jе статичка jедначина и
из ње следи N = mg. Jедначина (а)1 се може трансформисати ако се поред
кружне фреквенциjе ω =

√
c/m уведе и коефициjент пригушења β = b/2m:

ẍ+ 2βẋ+ ω2 = 0. (б)

Може се показати да jедначина (б) има следећа решења у зависности од
односа параметара ω и β:

x(t) = C1e
−βt cosΩt+ C2e

−βt sinΩt за ω > β;

x(t) = C1e
−(β+κ)t + C2e

−(β−κ)t за ω < β; (в)

x(t) = e−ωt(C1 + C2t) за ω = β.

У jедначинама (в)1,2 искоришћене су ознаке:

Ω =
√
ω2 − β2 и κ =

√
β2 − ω2.

Ако се искористе почетни услови:

x(0) = x0; ẋ(0) = v0,
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добиjаjу се следеће вредности за интеграционе константе:

ω > β : C1 = x0; C2 =
x0β + v0

Ω
;

ω < β : C1 =
x0κ− (x0β + v0)

2κ
; C2 =

x0κ+ x0β + v0
2κ

; (г)

ω = β : C1 = x0; C2 = x0ω + v0.
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Укупна механичка енергиjа у овом проблему ће бити иста као код хармо-
ниjског осцилатора:

E = Ek +Π =
1

2
mẋ2 +

1

2
cx2, (д)

али ће овог пута њен извод по времену, коjи jе jеднак снази непотенциjалних
сила, бити jеднак снази силе отпора Fw:

dE

dt
= P ∗ = Fw · v = −bv2 ≤ 0. (ђ)

Коришћењем резултата (в) и (г) добиjаjу се закони промене енергиjе током
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времена:

ω > β :
dE

dt
= −2

mβ

Ω2
e−2βt

(
v0ΩcosΩt− (v0β + x0ω

2) sinΩt
)2

;

ω < β :
dE

dt
= −2mβ

(
β + κ

2κ
(v0 + x0β − x0κ)e

−(β+κ)t

−β − κ

2κ
(v0 + x0β + x0κ)e

−(β−κ)t

)2

; (е)

ω = β :
dE

dt
= −2mωe−2ωt

(
x0ω

2t+ v0(ωt− 1)
)2

.

На диjаграмима су приказане параметарске jедначине кретања терета и
промене брзине и енергиjе током времена при истим почетним условима,
x(0) = 0.5 и v(0) = 0, за ω = 1.0, а за различите вредности коефициjента
пригушења β = 0.15; 1.8; 1.0. J

Пример 6.9 Материjална тачка масе m мируjе на храпавоj стрмоj равни
угла нагиба α (tanα < µS). У почетном тренутку саопштена jоj jе
брзина v0 усмерена ка подножjу стрме равни. Одредити кретање тачке
ако jе коефициjент динамичког трења између тачке и стрме равни µD.
Колики ће пут l прећи тачка док се поново не заустави? Коjи услов треба
да задовољи коефициjент трења µD да би овакво кретање било могуће?
Колики jе губитак механичке енергиjе током овог кретања?

N

v
0 m

x x

y y

a a

a

FT

mg

I Посматраjмо стрму раван угла нагиба α и усвоjимо Декартов коорди-
натни систем са почетком коjи се поклапа са почетним положаjем тачке и
x−осом усмереном ка подножjу стрме равни. Ако посматрамо материjалну
у тачку у произвољном положаjу, онда можемо уочити да на њу деjствуjу
сила тежине mg, реакциjа стрме равни N и сила трења FT :

mg = mg sinα i−mg cosα j;

N = N j; FT = −FT i.
(а)
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Из другог Њутновог закона, коjи у овом случаjу гласи ma = mg+N+FT ,
следе диференциjалне jедначине кретања:

mẍ = mg sinα− FT ;

mÿ = −mg cosα+N.
(б)

Пошто jе координатни систем усвоjен тако да важи y(t) = const., односно
ẏ ≡ 0 и ÿ ≡ 0, jедначина (б)2 ће бити статичка и из ње следи N = mg cosα.
Са друге стране, из Кулоновог закона следи да ће сила трења током кретања
бити:

FT = µDN = µDmg cosα. (в)

Тада се jедначина (б)1, после дељења са m, своди на следећи облик:

ẍ = −g(µD cosα− sinα) = −a = const., (г)

где jе усвоjена ознака a = g(µD cosα− sinα).
Jедначина (г) описуjе jеднакопроменљиво кретање тачке. Њеном интег-

рациjом, уз задовољавање почетних услова:

x(0) = 0; ẋ(0) = v(0) = v0,

долази се до закона промене брзине и параметарске jедначине кретања:

ẋ(t) = v(t) = v0 − at; x(t) = v0t−
1

2
at2. (д)

Пут l коjи jе тачка прешла до поновног заустављања биће одређен на
два начина. Наjпре ћемо га одредити анализираjући jедначине (д). Наиме,
из jедначине (д)1 може се одредити тренутак времена t1 у ком се тачка
зауставила:

v(t1) = v0 − at1 = 0 ⇒ t1 =
v0
a
. (ђ)

Уврштавањем добиjеног резултата у израз (д)2 добиjа се пређени пут тачке:

l = x(t1) =
v20
2a

=
v20

2g(µD cosα− sinα)
. (е)

Поред тога, из jедначине (ђ), односно услова t1 > 0, се може одредити
ограничење коjе мора задовољити коефициjент трења да би овакво кретање
било могуће:

a > 0 ⇒ µD > tanα. (ж)

Другим речима, да би се тачка могла зауставити кретање мора бити успо-
рено.

Други начин за одређивање пређеног пута jесте примена закона о про-
мени енергиjе. Уочимо прво да елементарно померање материjалне тачке
има облик dr = dx i. Стога ће елементарни рад сила (б) бити:

dAmg = mg · dr = mg sinαdx; dAN = N · dr = 0;

dAFT = FT ·dr = −FT dx = −µDmg cosαdx.
(и)
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Пошто су и сила тежине, и сила трења константне, могуће jе израчунати
њихов рад на путу дужине l:

Amg =

∫ l

0

dAmg = mgl sinα; AFT =

∫ l

0

dAFT = −µDmgl cosα. (j)

Промена кинетичке енергиjе током кретања износи:

∆Ek = Ek(l)− Ek(0) =
1

2
mv2(l)− 1

2
mv2(0) = −1

2
mv20 , (к)

jер jе v(l) = 0 по претпоставци. Тада из закона о промени енергиjе ∆Ek = A
следи:

−1

2
mv20 = mgl(sinα− µD cosα),

одакле непосредно добиjамо тражени пређени пут (е).
Губитак укупне механичке енергиjе током кретања се одређуjе на основу

закона о промени укупне механичке енергиjе (6.38), ∆E = A∗. У овом
проблему jе само сила тежине потенциjална, па имамо:

dΠ = −dAmg = −mg sinαdx ⇒ Π = −mgx sinα, (л)

док jе укупна механичка енергиjа:

E = Ek +Π =
1

2
mv2 −mgx sinα. (љ)

Пошто реакциjа идеалне везе N не врши рад, укупан рад непотенциjалних
сила ће се свести на рад силе Кулоновог трења (j)2, A∗ = AFT . Тако се,
уз коришћење jедначине (е), долази до следећег израза за губитак укупне
механичке енергиjе:

∆E = A∗ = AFT = −µDmgl cosα = −1

2
mv20

µD cosα

µD cosα− sinα
< 0. (м)

J

6.5 Напомене о енергиjскоj анализи

Енергиjска анализа се ослања на величине скаларног карактера—кине-
тичку енергиjу, рад силе и њену снагу. Иако су енергиjске jедначине (6.24)
и (6.36) изведене из другог Њутновог закона оне се налазе у основи jедног
потпуно еквивалентног пута у механици.
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Однос енергиjске jедначине и другог Њутновог закона
Посматраjмо енергиjску jедначину (6.24) и запишимо jе у развиjеноj

форми:
dEk

dt
= P ⇔ mv · a = F · v.

Пребаце ли се сви изрази на леву страну знака jеднакости, и при томе
искористи комутативност скаларног производа и закон дистрибуциjе, доби-
ће се следећа релациjа:

(ma− F) · v = 0. (6.44)

Ако она важи за било коjу брзину v током кретања тачке, онда из jедначине
(6.44) следи други Њутнов закон ma = F.

Приказана трансформациjа у грубом облику наговештава да су енер-
гиjски и векторски приступ (други Њутнов закон) еквивалентни. Њихов
однос jе ипак много деликатниjи и дубљи него што се из ове анализе може
наслутити. На пример, реакциjе идеалних веза чиjи су рад и снага jеднаки
нули, dAR = R · dr = 0 и PR = R ·v = 0, представљаjу саставни део другог
Њутновог закона за везано кретање (5.5), док у исто време не фигуришу у
енергиjскоj jедначини.

Структура потенциjалних сила
Да бисмо се ближе упознали са структуром потенциjалних сила посмат-

раjмо израз за елементарни рад (6.32):

dA = FΠ · dr+ F∗ · dr = −dΠ+ dA∗,

и претпоставимо да jе потенциjална енергиjа, као функциjа положаjа r,
изражена у односу на Декартове координате14, Π = Π(x, y, z). Рад потенци-
jалних сила jе jеднак негативном прираштаjу потенциjалне енергиjе, а он у
матетематичком смислу представља тотални диференциjал функциjе. На
таj начин се добиjа:

dAΠ = FΠ · dr = XΠ dx+ Y Π dy + ZΠ dz

= −∂Π

∂x
dx− ∂Π

∂y
dy − ∂Π

∂z
dz.

Одавде следи да су проjекциjе потенциjалних сила на осе Декартовог коор-
динатног система jеднаке негативним парциjалним изводима (градиjентима)
потенциjалне енергиjе по одговараjућоj координати:

XΠ = −∂Π

∂x
; Y Π = −∂Π

∂y
; ZΠ = −∂Π

∂z
. (6.45)

Уобичаjено jе да се за описивање потенциjалних сила користи поjам
градиjентафункциjе. Он се у математичком смислу представља векторским

14Овде ћемо ради општости посматрати силе коjе деjствуjу на тачку у простору.
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оператором:

∇ =
∂

∂x
i+

∂

∂y
j+

∂

∂z
k,

па се потенциjалне силе могу приказати као негативни градиjенти потенци-
jалне енергиjе:

FΠ = −∇Π = −∂Π

∂x
i− ∂Π

∂y
j− ∂Π

∂z
k. (6.46)

Тада се други Њутнов закон може записати у следећем облику:

ma = −∇Π+ F∗.

Закон одржања енергиjе као први интеграл

Под првим интегралом се у механици подразумева израз—функционална
релациjа—коjа повезуjе време и величине стања (вектор положаjа и вектор
брзине), а чиjа се вредност не мења током кретања. Због тога се он назива
и константом кретања или законом одржања. Први интеграл може бити
скаларног и векторског карактера.

Закон одржања енергиjе представља први интеграл jедначина кретања.
То jе показано у Примеру 6.7 у случаjу хармониjског осцилатора. Исто се
може показати и у случаjу математичког клатна. Пример векторског првог
интеграла jе закон одржања количине кретања, односно први Њутнов за-
кон. Наиме, ако jе резултанта свих сила коjе деjствуjу на материjалну тачку
jеднака нули, F = 0, онда jе K̇ = F = 0, одакле следи K = mv = const.

Посматраjмо праволиниjско кретање тачке. Ако jе први интеграл описан
релациjом:

f(t, x, ẋ) = const.,

онда његов извод дуж траjекториjе тачке, описане другим Њутновим зако-
ном mẍ = X(t, x, ẋ), мора бити jеднак нули:

df

dt
=

∂f

∂t
+

∂f

∂x
ẋ+

∂f

∂ẋ

1

m
X(t, x, ẋ) = 0.

Закон одржања енергиjе има много ширу примену него што се на први
поглед може наслутити. Он се на природан начин jавља у оквиру анализе
кретања деформабилних тела, односно непрекидних средина. Вероватно
наjпознатиjи пример закона одржања енергиjе jесте чувена Бернулиjева
jедначина. Она важи за стационарно15 струjање идеалног—невискозног16
флуида. Под овим претпоставкама траjекториjе тачака (честица флуида),

15Под стационарним процесом се подразумева онаj при ком се величине стања не
мењаjу током времена. У овом случаjу величине стања као што су густина, брзина и
притисак не зависе од времена, али зависе од тачке простора у коjоj се посматраjу.

16Код ове идеализациjе понашања флуда занемаруjе се вискозност, односно унутрашње
трење.
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коjе се зову струjне линиjе или струjнице, не мењаjу облик током времена.
Тада дуж сваке струjне линиjе важи следећа релациjа:

1

2
ρv2 + ρgz + p = const., (6.47)

где jе ρ густина флуида, а p притисак. Може се показати да се Бернулиjева
jедначина (6.47) добиjа као први интеграл Оjлерове jедначине написане за
струjницу:

ρ
∂v

∂t
+ ρv

∂v

∂s
= −∂p

∂s
− ρg sinα, (6.48)

где jе s лучна координата мерена дуж струjнице.

О дисипациjи механичке енергиjе
Показано jе (jедначина (6.42)) да у присуству дисипативних непотенци-

jалних сила, коjе задовољаваjу услов FD ·v ≤ 0, укупна механичка енергиjа
опада (не расте) током времена. Два основна и наjважниjа примера дисипа-
тивних сила су биле сила вискозног трења и сила Кулоновог трења. Ниjе,
међутим, речено шта се догађа са “ишчезлим” делом механичке енергиjе.
Он се претвара у друге видове енергиjе—топлотну и електричну.

Иако понуђено обjашњење делуjе логично, механизми трансформациjе
jедног вида енергиjе у други могу бити сложени и зависе од природе средине
у коjоj се одвиjа оваj процес. Зато се мора нагласити да jе енергиjска
jедначина у чисто механичким проблемима еквивалентна jедначини кре-
тања—другом Њутновом закону. Међутим, у проблемима у коjима до изра-
жаjа долази промена температуре она представља независну jедначину коjа
се не може свести на jедначину кретања, нити поистоветити са њом. Тада у
енергиjски биланс мора ући и унутрашња енергиjа коjа непосредно зависи
од температуре.

6.6 Стабилност положаjа равнотеже

У етимолошком смислу поjам стабилности означава сталност, посто-
jаност или непроменљивост. Ако бисмо таj поjам желели да применимо на
техничке проблеме могли бисмо рећи да jе неко стање (режим рада) система
стабилно ако се неће битно променити под деjством спољашњих утицаjа.
Ово своjство ниjе од значаjа само за понашање техничких система—оно jе
у непосредноj вези са нашом перцепциjом процеса у природи: ако jе процес
стабилан, мали поремећаjи неће битно променити његове главне одлике и ми
ћемо моћи да их откриjемо и проучимо; ако jе нестабилан, мали поремећаjи,
коjих увек има, моћи ће да изазову његове драстичне промене и нећемо
бити у стању да га сагледамо иако математички модел предвиђа његову
егзистенциjу. Овде ћемо посредством jедног елементарног примера видети
како се проблем стабилности може третирати у механичким проблемима и
како се он потом повезуjе са малим осцилациjама механичких система.
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Стабилност равнотеже математичког клатна
Посматраjмо математичко клатно коjе jе сачињено од материjалне тачке

P масе m и глатке жице кружног облика полупречника l. Ако jе положаj
тачке одређен углом ϕ, онда знамо да ће диференциjална jедначина кретања
математичког клатна бити17:

ϕ̈+ ω2 sinϕ = 0, (6.49)

где jе ω =
√
g/l. Положаjи равнотеже клатна су описани релациjом:

ϕ(t) = const. ⇒ ϕ̇(t) = 0; ϕ̈(t) = 0,

коjа мора представљати партикуларно решење диференциjалне jедначине
кретања (6.49). Лако се показуjе да услов равнотеже гласи:

sinϕ = 0,

одакле следе два положаjа равнотеже18:

ϕ1 = 0; ϕ2 = π. (6.50)

Ови положаjи равнотеже одговараjу и очекивањима коjа би била заснована
на нашоj интуициjи.

j

P
1

P
1

P
2 P

2

P

e

e

l

l

Слика 6.12: Положаjи равнотеже математичког клатна и њихови мали поремећаjи

Да бисмо испитали стабилност положаjа равнотеже (6.50) претпостави-
ћемо да су они поремећени у неком тренутку времена коjи ћемо прогласити
за почетни. На пример, у случаjу положаjа ϕ1 = 0, за коjи важи и ϕ̇1 = 0,
почетни поремећаjи ће бити уведени на следећи начин:

ϕ(0) = ϕ1 + ε0 = ε0; ϕ̇(0) = ϕ̇1 + ε̇0 = ε̇0.

17Овде ћемо се бавити само проблемом стабилности положаjа равнотеже без анализе
реакциjе веза.

18У математичком смислу jедначина sinϕ = 0 има бесконачно много решења облика
ϕ = kπ, k = 0, 1, 2, . . .. Сва та решења описуjу свега два физички различита положаjа
равнотеже дата jедначином (6.50).
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За почетне поремећаjе ε0 и ε̇0 се претпостаља да су мали по модулу (апсо-
лутноj вредности). Кључно питање jе да ли ће поремећаjи коjи су у почет-
ном тренутку били мали остати мали, односно ограничени, и током времена.
Одговор на питање о временскоj еволуциjи поремећаjа се добиjа анализом
jедначине кретања клатна (6.49). Зато се мора увести поремећаj ε(t) коjи
ће нам омогућити да опишемо поремећено кретање клатна:

ϕ(t) = ϕ1(t) + ε(t) = ε(t) ⇒ ϕ̇(t) = ε̇(t); ϕ̈(t) = ε̈(t).

Његовим уврштавањем у jедначину кретања добиjа се:

ε̈+ ω2 sin ε = 0. (6.51)

Ова jедначина представља тачну диференциjалну jедначину поремећаjа. При-
метимо да непоремећено кретање ε(t) = 0, коjе описуjе положаj равнотеже,
представља jедно њено решење. Пошто jе у питању нелинеарна jедначина
решавање jе по правилу повезано са великим математичким тешкоћама.
Зато ћемо покушати до прве, грубе информациjе о понашању поремећаjа
да дођемо анализом линеаризоване jедначине поремећаjа. Ако нелинеарни
члан sin ε развиjемо у Маклоренов ред и задржимо се на првом члану у
развоjу добићемо:

sin ε ≈ ε,

а сама jедначина (6.51) ће постати:

ε̈+ ω2ε = 0. (6.52)

Jедначина (6.52) jесте jедначина хармониjског осциловања чиjе jе опште
решење:

ε(t) = C1 cosωt+ C2 sinωt,

а решење коjе jе сагласно са почетним условима (почетним поремећаjима)
гласи:

ε(t) = ε0 cosωt+
ε̇0
ω

sinωt.

Као што се види, решење представља линеарну комбинациjу ограничених
тригонометриjских функциjа, а амплитуда осциловања ће бити A = {ε20 +
(ε̇0/ω)

2}1/2. То значи да ће поремећаj током времена остати ограничен.
У том случаjу можемо рећи да jе положаj равнотеже ϕ1 = 0 стабилан у
односу на мале поремећаjе у почетним условима.

Аналогна анализа се може спровести и у другом случаjу, ϕ2 = π. Тада
се почетни поремећаjи уводе на следећи начин:

ϕ(0) = ϕ2 + ε0 = π + ε0; ϕ̇(0) = ϕ̇2 + ε̇0 = ε̇0,

а поремећено кретање jе описано изразима:

ϕ(t) = ϕ2(t) + ε(t) = π + ε(t) ⇒ ϕ̇(t) = ε̇(t); ϕ̈(t) = ε̈(t).
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Уврштавањем ових израза у jедначину (6.49) добиће се диференциjална
jедначина поремећаjа:

ε̈+ ω2 sin(π + ε) = 0. (6.53)

Линеаризована jедначина поремећаjа за мале вредности ε добиће се разви-
jањем у Теjлоров ред нелинеарног члана:

sin(π + ε) ≈ sinπ + cosπ ε = −ε,

одакле следи:
ε̈− ω2ε = 0. (6.54)

Опште решење ове jедначине гласи:

ε(t) = C1e
−ωt + C2e

ωt,

а решење коjе jе сагласно са почетним условима ε(0) = ε0 и ε̇(0) = ε̇0 има
облик:

ε(t) =
1

2

(
ε0 −

ε̇0
ω

)
e−ωt +

1

2

(
ε0 +

ε̇0
ω

)
eωt.

Одавде се види да jе решење описано линеарном комбинациjом експоненци-
jалних функциjа при чему jедна од њих, eωt, неограничено расте. То значи
да поремећаj током времена неће остати ограничен19, па зато кажемо да
jе положаj равнотеже ϕ2 = π нестабилан у односу на мале поремећаjе у
почетним условима.

Принцип минимума потенциjалне енергиjе
Испитивању стабилности положаjа равнотеже се може приступити и

на други начин. Идеjу за оваj поступак ћемо такође развити на примеру
математичког клатна. Приметимо да материjална тачка врши кретање само
под деjством потенциjалних сила—у овом случаjу силе тежине. Проjектуjу-
ћи други Њутнов закон ma = mg + S на правац тангенте пратећег диедра
добиjа се jедначина (в)1 из Примера 5.4:

mlϕ̈ = −mg sinϕ.

До аналогне jедначине се може доћи и применом закона о промени енергиjе
dEk/dt = P :

ml2ϕ̇ϕ̈ = −mglϕ̇ sinϕ,

уз претпоставку да jе ϕ̇ 6= 0. У Примеру 5.4 jе показано да снази доприноси
само сила тежине. Имаjући у виду да jе њена потенциjална енергиjа:

Π = −mgl cosϕ,

19Иако jе решење линеаризоване jедначине поремећаjа неограничено, то у општем
случаjу не можемо рећи и за решење тачне jедначине поремећаjа. Jедино се може
констатовати да мали почетни поремећаjи током времена неће остати мали, а о њиховом
понашању информациjу може дати само тачна jедначина поремећаjа.
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израз за снагу се може приказати у следећем облику:

P = mg · v = −dΠ

dt
= −∂Π

∂ϕ
ϕ̇. (6.55)

Одатле следи да се диференциjална jедначина кретања математичког клат-
на може записати на следећи начин:

ml2ϕ̈ = −mgl sinϕ = −∂Π

∂ϕ
. (6.56)

Сама дефинициjа стања мировања, односно положаjа равнотеже (6.6),
заjедно са jедначином кретања (6.56) даjе нам услов коjи у овом положаjу
мора бити задовољен:

∂Π

∂ϕ
(ϕ∗) = 0. (6.57)

Другим речима, ако координата ϕ∗ одређуjе положаj равнотеже, онда она
море бити стационарна тачка потенциjалне енергиjе. Оваj услов представља
само потребан услов екстремума и може нам послужити за одређивање
могућих положаjа равнотеже. У случаjу математичког клатна имамо:

∂Π

∂ϕ
= mgl sinϕ = 0,

одакле се добиjаjу оба положаjа равнотеже дата у jедначини (6.50).

0.0 2.0-2.0-4.0-6.0 4.0 6.0

0.0

mgl

-mgl

P

j
j

1

j
2-j

2

Слика 6.13: Потенциjална енергиjа и њен карактер у околини стационарне тачке

Суд о стабилности положаjа равнотеже се може донети на основу карак-
тера стационарне тачке потенциjалне енергиjе. За то нам служи други
извод:

∂2Π

∂ϕ2
= mgl cosϕ.

Лако се показуjе да jе у стабилном положаjу равнотеже ϕ1 = 0 други извод
потенциjалне енергиjе позитиван:

∂2Π

∂ϕ2
(ϕ1) = mgl cosϕ1 = mgl > 0, (6.58)
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одакле следи да потенциjална енергиjа у тоj тачки има локални минимум.
Са друге стране, у нестабилном положаjу равнотеже ϕ2 = π имамо:

∂2Π

∂ϕ2
(ϕ2) = mgl cosϕ2 = −mgl < 0,

што значи да у тоj тачки потенциjална енергиjа има локални максимум. У
општем случаjу, само се први део тврђења (6.58) може непосредно уопштити.
То jе наговестио jош италиjански физичар Торичели, а егзактaн доказ су
дали француски научници Дирихле и Лагранж у XVIII веку. Ово тврђење
jе у литератури познато као Лагранж-Дирихлеова теорема или принцип
минимума потенциjалне енергиjе:

Ако jе положаj равнотеже материjалног система изолован и ако у њему
потенциjална енергиjа има локални минимум, онда jе таj положаj равно-
теже стабилан.

Нестабилност положаjа равнотеже ниjе непосредно повезана са локалним
максимумом потенциjалне енергиjе, како би се на први поглед могло учини-
ти из претходне анализе. То се лако може утврдити код сложениjих меха-
ничких система чиjи jе положаj одређен са више од jедне координате20. За
доказивање нестабилности довољно jе показати да потенциjална енергиjа у
посматраном положаjу равнотеже нема минимум. Ово тврђење познато jе
као инверзна Лагранжева теорема.

Асимптотска стабилност. Положаj равнотеже, односно стање мировања
материjалне тачке jе стабилно ако мали почетни поремећаjи изазиваjу, то-
ком времена, мала одступања од овог стања. Тачниjе, поремећаjи равно-
тежног стања током времена остаjу ограничени.

Могуће jе, међутим, да поремећаjи током времена не буду само ограни-
чени, већ да ишчезаваjу, ε(t) → 0 када t → ∞. Тада се каже да jе положаj
равнотеже асимптотски стабилан. Типичан пример за то jе положаj рав-
нотеже опружног осцилатора коjи jе анализиран у Примеру 6.8. Приметимо
да jе пресудну улогу у асимптотскоj стабилности у том случаjу одиграла
сила вискозног трења.

Погледаjмо какав утицаj на стабилност положаjа равнотеже математич-
ког клатна има сила вискозног трења Fw = −mbv = −mblϕ̇ et. Диференци-
jална jедначина кретања се у том случаjу своди на:

ϕ̈ = −bϕ̇− ω2 sinϕ.

Уочимо да присуство вискозног трења не мења положаjе равнотеже (6.50).
Ако се уведу поремећаjи, као што jе то било учињено у претходноj анализи,
онда се после линеаризациjе у околини положаjа равнотеже ϕ1 = 0 добиjа
следећа линеаризована jедначина поремећаjа:

ε̈+ bε̇+ ω2ε = 0.

20За такве системе кажемо да имаjу више степени слободе.



6.7 Анализа система у простору стања 199

Да би се конструисало њено решење неопходно jе формирати карактерис-
тичну jедначину и одредити њене корене. У овом случаjу она гласи:

λ2 + bλ+ ω2 = 0,

одакле се добиjа:

λ1,2 = −1

2

(
b±

√
b2 − 4ω2

)
.

Асимптотско понашање поремећаjа током времена, у смислу њихове ограни-
чености, одређуjу реални делови корена карактеристичне jедначине21. Ако
jе b2 < 4ω2, корени карактеристичне jедначине су коњуговано-комплексни,
али jе Re(λ1,2) = −b/2 < 0, па ће положаj равнотеже бити асимптотски
стабилан. Када jе b2 ≥ 4ω2, корени карактеристичне jедначине ће бити
релани, али ће оба бити негативна, тако да ће и у овом случаjу положаj
равнотеже бити асимптотски стабилан.

P
0

P
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P
2P

3 P
4

P
5

e
0

Слика 6.14: Асимптотска стабилност равнотежног положаjа математичког
клатна

Ова анализа сугерише да jе за испитивање стабилности довољно испита-
ти корене карактеристичне jедначине. Тачниjе, за асимптотску стабилност
неког стања довољно jе показати да ће сви реални делови корена каракте-
ристичне jедначине бити негативни. Ако постоjи бар jедан корен са пози-
тивним реалним делом, онда ће непоремећено стање бити нестабилно. То jе
већ показано за положаj равнотеже ϕ2 = π математичког клатна, а може се
показати да се до истог резултата долази и када jе присутна сила вискозног
трења. Случаj у ком међу коренима карактеристичне jедначине нема оних
са позитивним реалним делом, али има оних чиjи jе реални део jеднак нули,
у теориjи стабилности се посебно испитуjе22.

6.7 Анализа система у простору стања

Понашање динамичких система може бити описано на jедан наизглед
апстрактан, али веома користан начин. Погледаjмо о чему се ради када су
у питању механички системи.

21Имагинарни делови корена карактеристичне jедначине генеришу периодичне
ограничене функциjе као делове општег решења.

22У ову категориjу спада испитивање стабилности доњег положаjа равнотеже
математичког клатна.
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Решено jе да jе стање кретања материjалне тачке у било ком тренутку
времена одређено вектором положаjа r(t) и вектором брзине v(t). Ако се
ограничимо на праволиниjско кретање, стање ће бити одређено координатом
x(t) брзином v(t). Пошто jе током кретања v(t) = ẋ(t), други Њутнов
закон mẍ = F (t, x, ẋ) може бити записан у виду система од две обичне
диференциjалне jедначине првог реда:

ẋ = v; v̇ =
1

m
F (t, x, v). (6.59)

Пошто jе стање система одређено величинама стања (x, v), каже се да о-
ваj систем представља математички модел механичког система у простору
стања23. Решење система (6.59), x = x(t) и v = v(t), одређуjе параметарску
jедначину криве линиjе у простору стања (x, v) коjа се зове фазна траjекто-
риjа или орбита динамичког система. Скуп свих фазних траjекториjа
добиjених за све допустиве почетне услове24 образуjе фазни портрет дина-
мичког система. Илуструjмо ова разматрања неким примерима.

Математичко клатно
Посматраjмо диференциjалну jедначину математичког клатна:

ϕ̈+ ω2 sinϕ = 0

и користећи ознаке ϕ = x и ϕ̇ = y запишимо их у виду система jедначина у
простору стања:

ẋ = y; ẏ = −ω2 sinx. (6.60)

Приметимо, наjпре, да положаjи равнотеже математичког клатна ϕ = x =
kπ, k = 0, 1, 2, . . ., ϕ̇ = y = 0, одређуjу стационарне тачке динамичког
система (6.60), jер су тада десне стране система jеднаке нули и важи ẋ = 0,
ẏ = 0.

Ако се динамички систем (6.60) подвргне детаљноj нумеричкоj анализи
решења, може се уочити да постоjе три категориjе фазних траjекториjа.
Прву чине затворене траjекториjе коjе описуjу периодична—осцилаторна
решења, било да се ради о малим или великим осцилациjама. Она су на
Слици 6.15 означена са Tosc. Другу класу образуjу отворене траjекториjе
коjе одговараjу прогресивном кретању математичког клатна током ког се
материjална тачка креће по кругу у вертикалноj равни без промене смера
кретања (Tprog). Трећа класа траjекториjа раздваjа прве две у равни (x, y)
и зато се називаjу сепаратрисе (Tsep). Оне описуjу асимптотска кретања
математичког клатна при коjима се тачка асимптотски, када t → ∞, при-
ближава наjвишем положаjу клатна. Ово кретање jе оствариво само при
тачно одређеном односу почетног положаjа и почетне брзине.

23Простор стања jе апстрактни, математички простор и не треба га поистоветити са
физичким, опажаjним простором у ком се посматра кретање.

24Овде се говори о допустивим почетним условима зато неки од њих, иако математички
могући, не мораjу имати никаквог физичког смисла.
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Слика 6.15: Фазни портрет математичког клатна

Математичко клатно поседуjе jедно погодно своjство—све његове фазне
траjекториjе су имплицитно описане законом одржања енергиjе:

1

2
y2 − ω2 cosx = E = const.

Оне се добиjаjу за различите вредности константе E. Згодно jе приметити
да се у случаjу малих осцилациjа може искористити развоj у Маклоренов
ред cosx ≈ 1−x2/2, па се добиjа да фазне траjекториjе представљаjу елипсе:

1

2
y2 +

1

2
ω2x2 = E + ω2.
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Слика 6.16: Фазни портрет пригушених осцилациjа математичког клатна

Уопштење проблема математичког клатна се може добити ако се прет-
постави да у систему постоjи пригушење и да се математички модел своди
на:

ϕ̈+ bϕ̇+ ω2 sinϕ = 0.
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Одговараjући модел у простору стања има облик:

ẋ = y; ẏ = −ω2 sinx− by. (6.61)

Структура стационарних тачака у овом моделу остаjе непромењена у односу
на (6.60), али jе зато измењена структура фазних траjекториjа. Наиме,
нумеричком анализом се може показати да се репрезентативна тачка у
простору стања увек креће тако да асимптотски тежи стационарноj тачки
(x, y) = (0, 0). Оваj резултат jе потпуноj сагласности са закључком о асимп-
тотскоj стабилности добиjеним у претходном одељку.

Лотка-Волтераов модел

Анализа у простору стања може бити веома погодна и код система коjи
нису механичког карактера. Овде ће бити проучен Лотка-Волтераов модел
коjи су, независно jедан од другог, предложили амерички физико-хемичар
Лотка 1925. и италиjански математичар Волтера 1926. године. Први га
jе применио за описивање хомогених хемиjских реакциjа, а други за опис
промене броjа jединки у две популациjе.

Означимо са x броj jединки популациjе биљоjеда коjа живи на неком
простору, а са y броj jединки популациjе месоjеда коjа живи на истом
простору и храни се популациjом биљоjеда. Основна претпоставка приликом
формирања математичког модела била jе да се ове две популациjе могу
третирати као честице хомогене мешавине гасова или течности коjе могу
ступити у хемиjску реакциjу. При томе се jош претпоставило да jе брзина
“реакциjе” између ових популациjа jеднака производу броjа jединки25 xy.
Лотка-Волтераов модел гласи:

ẋ = a x− b xy;

ẏ = −my + c b xy.
(6.62)

Константа a представља стопу рађања (наталитет) биљоjеда у одсуству
популациjе месоjеда, док jе m стопа смртности (морталитет) месоjеда у
одсуству популациjе биљоjеда. Константа b одређуjе брзину коjом месоjеди
“конзумираjу” биљоjеде, а c jе фактор пропорционалности између брзине
конзумирања биљоjеда и брзине пораста популациjе месоjеда. Све наведене
константе су позитивне.

Погледаjмо сада како се могу интерпретирати поjедини чланови у Лотка-
Волтераовом моделу:

1. a x jе брзина раста популациjе биљоjеда у одсуству месоjеда; под том
претпоставком се прва jедначина своди на jедначину раста популациjе
ẋ = a x, чиjе решење x(t) = x0e

at предвиђа експоненциjални раст
популациjе;

25Оваj закон се у проучавању хомогених хемиjских реакциjа зове закон масеног
деjства.
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2. b xy jе стопа смртности биљоjеда због присуства месоjеда коjи се њима
хране;

3. c b xy jе стопа рађања месоjеда коjа непосредно зависи од броjа конзу-
мираних биљоjеда;

4. my jе брзина опадања популациjе месоjеда у одсуству хране (попула-
циjе биљоjеда); под претпоставком да месоjеди немаjу чиме да се хране
jедначина раста (опадања) њихове популациjе се своди на ẏ = −my
коjа предвиђа њено експоненциjално опадање, y(t) = y0e

−mt.

Следећи корак у анализи jесте одређивање стационарних тачака26. За
њих jе крактеристично да се величине стања током времена неће мењати
ако су у почетном тренутку имале вредности коjе одговараjу стационарним
тачкама:

x(0) = xE

y(0) = yE
⇒ x(t) = xE

y(t) = yE
за t > 0.

Оне се одбиjаjу изjедначавањем десних страна jедначина (6.62) са нулом:

a x− b xy = 0;

−my + c b xy = 0,

одакле следе два независна решења:

(x0, y0) = (0, 0); (xE , yE) =
(m

c b
,
a

b

)
. (6.63)

Прво решење (x0, y0) се може одбацити jер jе за анализу од интереса само
ситуациjа у коjоj jе x, y > 0. Друго решење (xE , yE) описуjе стационарно
стање у погледу броjа jединки посматраних популациjа. То значи да се броj
jединки током времена не мења, али не значи да jединке нису у међусобноj
интеракциjи. У овом случаjу jе наталитет биљоjеда jеднак њиховоj стопи
смртности због присуства месоjеда, односно броj месоjеда остаjе непромењен
зато што jе њихова стопа смртности jеднака броjу новорођених jединки.

Поред одређивања стационарних тачака важно jе проучити динамику
система, односно његово понашање у случаjу да почетно стање одступа
од стационарног. Будући да jе модел (6.62) нелинеаран анализа се може
спровести на два начина:

а) може се проучити понашање система у малоj околини стационарне
тачке;

б) нумеричком интеграциjом jедначина (6.62) се могу анализирати фазне
траjекториjе система.

26Стационарне тачке у математичким моделима су еквивалентне положаjима
равнотеже механичког система.
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Оба приступа доводе до истоветног закључка: током времена се броj jединки
обе популациjе мења периодично, са истим периодом за биљоjеде и месоjеде,
осцилуjући између минималне и максималне вредности. Ова констатациjа
jе илустрована на Слици 6.17 где jе приказан фазни портрет система (6.62)
и jедан пример временске еволуциjе броjа jединки обе популациjе.
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Слика 6.17: Фазни портрет и графици решења Лотка-Волтераовог модела

На фазном портрету се могу уочити четири области—четири квадранта.
Када jе x > xE и y > yE броj месоjеда расте због увећаних извора хране—
биљоjеда x—док броj биљоjеда у исто време опада. У области у коjоj jе
x < xE , а y > yE , броj месоjеда почиње да опада смањене количине хране,
а броj биљоjеда наставља да опада jер jе броj месоjеда и даље већи од
равнотежног. У наставку, када jе x < xE и y < yE , броj месоjеда наставља
да опада због умањених извора хране, а броj биљоjеда почиње да расте
зато што jе броj месоjеда пао испод равнотежног. Наjзад, при x > xE и
y < yE броj месоjеда ће почети да расте због повећане количине хране—
броj биљоjеда jе постао већи од равнотежног—а броj биљоjеда наставља да
расте jер jе броj месоjеда jош увек мањи од равнотежног.

Задаци

6.1 Материjалноj тачки масе m, коjа се налази у наjвишоj тачки глатке
полукугласте куполе полупречника R, саопштена jе почетна брзина v0 у
хоризонталном правцу.

а) Одредити реакциjу куполе у зависности од положаjа тачке одређеног
углом ϕ.

б) На ком месту ће тачка напустити куполу?

в) Колика би требала да буде почетна брзина да тачка напусти куполу
у почетном тренутку?

г) Да ли тачка може стићи до подножjа куполе без одваjања?
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6.2 Терет масе m пао jе на плочу занемарљиве масе подупрту опругом
крутости c. Кретање jе започео без почетне брзине са висине H изнад
плоче.

а) Одредити наjвеће скраћење опруге h после пада терета и упоредити
га са статичким издужењем (скраћењем) опруге fst = mg/c.

б) Колико би било наjвеће скраћење опруге ако би терет био пуштен из
положаjа H = 0.

6.3 Показати да за кретање математичког клатна, анализираног у Примеру
5.4, важи закон одржања енергиjе. Применом закона одржања одредити
брзину клатна у функциjи положаjа, угла ϕ, и показати да се добиjа исти
резултат као у поменутом примеру (jедначина (ђ)).

6.4 Материjална тачка масе m креће по
унутрашњости глатке цилиндричне површи
полупречника R. Кретање jе започела из
положаjа A почетном брзином v0, како jе на
слици показано. У положаjу C напустила jе
цилиндричну површ и наставила да се креће
слободно.

а) Колика jе сила притиска тачке на
цилиндричну површ у наjнижем положаjу
B?

б) На коjу висину H ће тачка доспети после
напуштања цилиндра?

6.5 Roller coaster. Материjална тачка масе
m пуштена jе без почетне брзине да се
креће по глаткоj површи AB. Од положаjа
B наставља да се креће по унутрашњости
цилиндра полупречника r. Са коjе висине
h треба пустити куглицу да би могла прећи
цео обим цилиндра без одваjања?
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6.6 Клизач масе m пуштен jе из положаjа A без
почетне брзине да клизи дуж глатке вертикалне
шине. За клизач jе закачена опруга крутости c
и дужине l0 у ненапрегнутом стању. Други краj
опруге везан jе за тачку B. Одредити брзину
клизача и реакциjу шине (вођице) у зависности
од положаjа, координате x.

6.7 Материjална тачка (тело) масе m креће се у пољу деjства Земљине
гравитационе силе F = k/r2, r—растоjање тачке од центра Земље. Започела
jе кретање са површине Земље почетном брзином v0 коjа jе имала правац
одређен средиштем Земље и њеним почетним положаjем.

а) Применом закона одржања енергиjе одредити брзину тела у зависнос-
ти од положаjа r.

б) Колика треба да буде почетна брзина v0 да би се тело попело на висину
H изнад површине Земље?

в) Коришћењем добиjеног резултата одредити другу космичку брзину—
почетну брзину неопходну за напуштање поља деjства Земљине гра-
витационе силе.

г) Показати како се дуга космичка брзина може одредити помоћу енер-
гиjског диjаграма.

6.8 Терет масе m обешен jе помоћу нерастегљивог
конца дужине l за непокретну тачку O. Започео
jе кретање из положаjа A без почетне брзине.
Применом закона одржања енергиjе одредити
брзину терета у функциjи положаjа, угла ϕ.
Користећи добиjени резултат одредити силу
затезања ужета у наjнижем положаjу B.

6.9 Тело масе m пуштено jе да пада са висине
H без почетне брзине. Од положаjа A наставило
jе да се креће по унутрашњости глатког круга
полупречника R.

а) Одредити брзину тачке и реакциjу круга у
наjнижем положаjу B.

б) Коjом брзином ће тачка напустити круг у
положаjу B?
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6.10 Материjална тачка масе m креће
се по глаткоj жици, приказаноj на
слици, коjа се налази у вертикалноj
равни. На праволиниjском делу жице
тачка се креће константном брзином v0
(доказати!). Одредити реакциjу жице на
праволиниjском делу путање AB и на
криволиниjском делу путање полупречника
R. Упоредити реакциjу жице коjа се jавља
непосредно по преласку на криволиниjски
део путање (положаj B) са реакциjом на
праволиниjском делу.

6.11 Пакету масе m, коjи се налази на
глаткоj хоризонталноj платформи, саопштена
jе почетна брзина v0. Он ће у положаjу
A прећи на глатку полукружну површ
полупречника r, да би у положаjу C доспео
на горњу хоризонталну платформу. За
оба типа полукружних вођица, приказана на
слици, одредити наjмању потребну вредност
почетну брзине v0 да би пакет доспео у до
горње платформе (положаjа C). За тако
одређене почетне брзине одредити реакциjу
цилиндричне површи у положаjу B.

6.12 Материjална тачка масе m
започела jе кретање из положаjа A
почетном брзином v0. Креће се у
вертикалноj равни по унутрашњости
глатке цилиндричне површи радиjуса
r до положаjа B, а затим наставља
кретање по храпавоj стрмоj равни
угла нагиба 30◦. Коефициjент
динамичког трења између тачке и
стрме равни jе µ. Колика треба
да буде почетна брзина тачке да би
она по стрмоj равни до заустављања
прешла пут дужине l? Колики jе
губитак механичке енергиjе током
овог кретања?
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6.13 Материjална тачка масе m започела jе
кретање брзином v0 уз храпаву стрму раван угла
нагиба α. Коефициjент динамичког трења између
тачке и стрме равни jе µ. На тачку деjствуjе и
хоризонтална сила F константног интензитета.

а) Колики треба да буде интензитет силе F
да би се тачка уз стрму раван кретала
константном брзином?

б) Колики jе прираштаj механичке енергиjе
током кретања уз стрму раван на путу
дужине l? Колики ће прираштаj бити ако
сила F има вредност одређену под а)?

6.14 Тачка масе m пуштена jе из
положаjа A без почетне брзине да
се креће по глаткоj цилиндричноj
површи радиjуса R. У положаjу
B тачка напушта ову површ и
наставља да се креће по храпавоj
хоризонталноj равни. Коефициjент
динамичког трења између тачке и
равни jе µ. Одредити пут коjи
ће тачка прећи по стрмоj равни до
заустављања и губитак механичке
енергиjе током кретања од положаjа
A до зауставног положаjа C.

6.15 Материjална тачка масе m = 1kg започела jе
кретање по глаткоj хоризонталноj подлози брзином
v0 = 5m/s. Током кретања на тачку деjствуjе
сила отпора пропорционална првом степену брзине
Fw = −mβv, где jе β = 0.5s−1. Колика ће бити
брзина тачке после t1 = 10s од почетка кретања?
Колики ће бити губитак механичке енергиjе током
овог временског интервала?

6.16Материjална тачка масеm упућена jе навише
из подножjа храпаве стрме равни угла нагиба α
почетном брзином v0. Тачка jе до заустављања
прешла пут дужине l. Колики jе коефициjент
динамичког трења µ између тачке и стрме равни?
Одредити губитак механичке енергиjе током овог
кретања.
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6.17 Терет масе m окачен jе о вертикалну опругу крутости c и дужине l0 у
ненапрегнутом стању.

а) Анализирати силе коjе деjствуjу на терет.

б) Показати да важи закон одржања укупне механичке енергиjе.

в) Усваjаjући референтну тачку у положаjу терета у ком jе опруга ненап-
регнута одредити кретање терета коjе ће бити сагласно почетним ус-
ловима x(0) = x0 и ẋ(0) = v0.

г) Показати да ће терет вршити хармониjско осцилаторно кретање око
положаjа равнотеже x∗ = mg/c.

6.18 Принудне осцилациjе. Терет масе m коjи може да клизи по глаткоj
непокретноj подлози везан jе за непокретни зид опругом крутости c и дужине
l0 у ненапрегнутом стању. На терет у правцу кретања деjствуjе периодична
принудна сила Fp = F0 cosΩt.

а) Формирати диференциjалну jедначину кретања терета.

б) Одредити решење jедначине коjе jе сагласно са почетним условима
x(0) = x0 и ẋ(0) = v0.

в) Анализирати зависност амплитуде принудних осцилациjа од кружне
фреквенциjе принудне силе Ω.

г) Анализирати кретање терета у сличаjу резонанациjе Ω = ω, подрхтавања
Ω ≈ ω и виброизолациjе Ω À ω.

6.19 По глаткоj непокретноj кружноj жици
радиjуса R, коjа се налази у вертикалноj равни,
може да клизи материjална тачка масе m. Она
jе са наjвишом тачком жице повезана опругом
крутости c чиjа jе дужина у ненапрегнутом стању
jеднака l0. Положаj тачке на жици jе одређен
углом θ.

а) Анализом стационарних тачака
потенциjалне енергиjе одредити могуће
положаjе равнотеже тачке.

б) Применом принципа минимума
потенциjалне енергиjе испитати стабилност
тако одређених положаjа равнотеже.
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6.20 Материjална тачка масе m може да клизи
по глаткоj жици полупречника R коjа се у исто
време обрће константном угаоном брзином ω око
свог вертикалног пречника. Диференциjална
jедначина кретања тачке jе:

θ̈ +
( g

R
− ω2 cos θ

)
sin θ = 0.

а) Одредити могуће положаjе релативне
равнотеже коjи представљаjу решења
диференциjалне jедначине облика
θ(t) = const.

б) Увести поремећаjе, формирати
линеаризоване jедначине поремећаjа и
на основу њиховог решења дискутовати
стабилност положаjа релативне равнотеже.
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Динамика тачке:
количина кретања и

момент количине кретања

У овом делу текста ћемо се упознати са jош неким елементима вектор-
ског приступа у динамици. У његовоj основи лежи вектор количине крета-
ња, али ће овде бити речи и о моменту количине кретања и његовоj примени
у анализи неких посебних видова кретања материjалне тачке.

7.1 Закон о промени количине кретања

Већ jе напоменуто да количина кретања, K = mv, и кинетичка енергиjа,
Ek = mv2/2, представљаjу две равноправне динамичке величине стања,
односно мере механичког кретања. У том смислу се други Њутнов закон
K̇ = ma = F и закон о промени кинетичке енергиjе Ėk = P могу доживети
као, на известан начин, паралелни закони. До сада, међутим, нисмо видели
аналогон другог и трећег облика закона о промени енергиjе, dEk = dA и
∆Ek = A12. Да би се до њега дошло мора се увести jедна нови поjам коjи
ће бити аналоган раду силе.

Посматраjмо други Њутнов закон у облику K̇ = F и помоножимо га са
dt:

dK = F dt. (7.1)

Дефинишимо елементарни импулс силе F као:

dI = F dt. (7.2)

То jе величина коjа карактерише деjство силе на материjалну тачку током
бесконачно малог временског интервала dt. На оваj начин jедначина (7.1)
се може записати у облику:

dK = dI. (7.3)

211



212 Динамика тачке: количина и момент количине кретања

То jе уjедно први облик теореме о промени количине кретања коjи гласи:

Елементарни прираштаj количине кретања материjалне тачке jеднак jе
елементарном импулсу силе коjа деjствуjе на њу.

P

K v=m

v

F

d = dtI F

K K+d

Слика 7.1: Илустрациjа закона о промени количине кретања

Други облик закона се добиjа интеграциjом израза (7.3) у интервалу
t ∈ [t1, t2]. При томе треба имати на уму да између количине кретања и
импулса силе постоjи иста разлика као између кинетичке енергиjе и рада
силе: количина кретања зависи од стања кретања тачке, а импулс силе
jе величина коjа зависи од процеса кретања. Зато се у првом случаjу
интеграциjом добиjа:

∫ t2

t1

dK = K|t2t1 = K2 −K1 = ∆K.

У другом случаjу, међутим, интеграл зависи од начина кретања тачке током
посматраног интервала, па се добиjа:

∫ t2

t1

dI = I12.

Ова величина се зове импулс силе. Одатле следи други облик закона о
промени количине кретања:

∆K = K2 −K1 = I12, (7.4)

коjи се може исказати на следећи начин:

Прираштаj количине кретања током коначног временског интервала jед-
нак импулсу силе током кретања у истом интервалу.

Када се импулс силе може унапред израчунати? Као и закон о промени
енергиjе, закон о промени количине кретања може бити интересантан за
анализу кретања ако jе импулс силе могуће унапред израчунати. На жалост,
то се у општем случаjу не може извршити. Ипак, то jе могуће учинити у
два специjална случаjа:
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1. ако jе сила константна, F = const., тада се интеграциjом добиjа:

I12 =

∫ t2

t1

F dt = F(t2 − t1) = F∆t.

2. ако jе сила експлицитна функциjа времена, F = F(t), тада су и њене
проjекциjе функциjе времена, те се у принципу може извршити инте-
грациjа.

Закон о промени количине кретања ће посебно бити интересантан у
теориjи удара. Тада ће jедначина (7.4) представљати основну jедначину
коjа ће се користити у анализи.

7.2 Закон о промени момента
количине кретања

Као што се момент силе за тачку дефинише у векторском облику као:

MF
O = r× F, (7.5)

тако се и момент количине кретања материjалне тачке P за референтну
тачку O дефинише изразом:

LO = r×K = r×mv. (7.6)

O

P

r
F

mv

L
O

M
O

F

Слика 7.2: Момент силе и момент количине кретања

Погледаjмо чему ће бити jеднак извод момента количине кретања по вре-
мену1:

L̇0 =
d

dt
(r×mv) = ṙ×mv + r×mv̇

= v ×mv + r×ma = r×ma.

1Приликом диференцирања jе на векторски производ два двектора примењено
Лаjбницово правило о изводу производа.
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Векторски производ v ×mv jеднак jе нули због колинеарности вектора.
Ако сада са леве стране вектором положаjа векторски помножимо израз

за други Њутнов закон добићемо:

r×ma = r× F.

Имаjући у виду управо добиjене резултате можемо формулисати закон о
промени моемента количине кретања:

L̇O = MF
O. (7.7)

Речима се ово тврђење може исказати на следећи начин:

Извод момента количине кретања по времену jеднак jе моменту силе за
исту референтну тачку.

Пример 7.1 Материjална тачка масе m креће се под деjством централне
силе F = F (r)er, где jе r растоjање тачке од центра деjства силе, а
er = r/r jединични вектор радиjалног правца. Показати да за ово кретање
важи закон одржања момента количине кретања, LO = const. На основу
овог резултата показати следеће:

O

Pr

F( )r

e
r

а) тачка врши кретање у jедноj равни (Лапласова инвариjабилна раван);

б) тачка обилази центар деjства силе крећући се увек у истом смеру;

в) секторска брзина тачке 1
2 (xẏ − yẋ) jе константна (други Кеплеров

закон).

I Други Њутнов закон за кретање тачке у пољу деjства централне силе
гласи:

ma = F = F (r)er. (а)

Векторским множењем ове jедначине вектором положаjа r са леве стране
добиjа се закон о промени момента количине кретања (7.7). У овом случаjу
момент централне силе за референтну тачку O ће бити jеднак нули све
време кретања зато што правац силе пролази кроз њу. То се може доказати
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и коришћењем тврђења да jе векторски производ колинеарних вектора jед-
нак нули:

MF
O = r× F (r)er = r× F (r)

r

r
=

F (r)

f
(r× r) = 0. (б)

У сваком случаjу добиjа се да важи закон одржања момента количине
кретања за референтну тачку O:

L̇O = 0 ⇒ LO = const. (в)

Jедначина (в) представља векторски први интеграл диференциjалних
jедначина кретања, односно другогЊутновог закона. Стога вектор момента
количине кретања LO мора бити константан у свим аспектима коjи каракте-
ришу jедан вектор, а то су правац, смер и интензитет. Погледаjмо какве ће
нам информациjе то пружити.

P

ds

dS

LO

x

y

z

r

Ако jе правац вектора LO константан, онда компоненте векторског про-
извода коjе чине оваj вектор, а то су r и K = mv, мораjу све време
кретања припадати равни коjа jе нормална на таj правац. Другим речима,
материjална тачка се креће у равни нормалноj на вектор LO. Ту раван
зовемо Лапласова инвариjабилна раван.

Пошто се смер вектора момента количине кретања не мења, однос век-
тора r и v, односно K, мора бити такав да се посматрано из врха вектора
LO ротациjа првог вектора до поклапања са другим, наjкраћи путем, врши
увек у истом смеру. То значи да се смер обилажења материjалне тачке
око центра деjства силе не мења. Ако би се смер обилажења тачке око
центра деjства променио, онда би се променио и смер вектора LO, што jе у
контрадикциjи са векторским првим интегралом.

Претпоставимо да се кретање врши у Oxy−равни. Будући да jе тада
r = x i + y j и v = ẋ i + ẏ j, добиjа се следећи израз за момент количине
кретања:

LO = r×mv = m(xẏ − yẋ)k. (г)
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Пошто интензитет овог вектора мора бити константан, а знамо да jе m =
const., важиће:

xẏ − yẋ = const. (д)

Елементарна површ dS коjу вектор положаjа “пребрише” током бесконачно
малог временског интервала dt jеднака jе:

dS =
1

2
|r× dr| = 1

2
|r× v|dt,

одакле због резултата (д) следи да jе секторска брзина dS/dt константна:

dS

dt
=

1

2
|r× v| = 1

2
(xẏ − yẋ) = const.

Оваj резултат представља други Кеплеров закон коjи тврди да вектор по-
ложаjа у jеднаким временским интервалима пребрише jеднаке површине.

Анализа закона одржања момента количине кретања открила нам jе
општа своjства кретања материjалне тачке у пољу деjства централне силе.
Само кретање тачке, међутим, зависи од карактера централне силе. Може
се показати, што овде неће бити учињено, да се под деjством Њутнове
гравитационе силе F (r) = κ/r2, κ = const., материjална тачка може кретати
по траjекториjи коjа има облик конусног пресека2. J

Пример 7.2 Материjлна тачка P масе m везана jе
за тачку O помоћу нератегљивог ужета дужине l.
Тачка O се налази на вертикалноj осовини коjа се
обрће константном угаоном брзином ω. Положаj
тачке у односу на осовину jе одређен углом θ коjи
уже образуjе са осовином. Под претпоставком
да се угао θ током кретања не мења, одредити
његову стационарну вредност у зависности од
угаоне брзине ω.

P

O

w

q

l

I Иако нећемо улазити у детаљну анализу, може се показати да jе
претпостављено кретање, при ком jе угао θ константан, заиста могуће.
Оно се у динамици назива релативна равнотежа зато што угао θ описуjе
релативно кретање тачке P у вертикалноj равни коjа се у исто време обрће
константном угаоном брзином ω око вертикалне осе3. Ако jе он константан,
онда се тачка налази у стању релативног мировања у односу на осовину.

У стању релативне равнотеже траjекториjа тачке P jе круг коjи се налази
у равни нормалноj на осовину. Центар круга се налази у пресеку ове
равни са осовином, а полупречник му jе h = l sin θ. Пошто jе траjекториjа

2Конусни пресеци су круг, елипса, парабола и хипербола.
3У динамичком смислу њему jе потпуно еквивалентан Задатак 6.20, код ког су само

везе физички остварене на другачиjи начин.
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тачке позната, за даљу анализу jе погодно увести пратећи триедар. Он
представља уопштење пратећег диедра коjи су чинили jединични вектори
тангенте et и нормале en. У анализи кретања тачке у простору њима се
додаjе и jединични вектор бинормале eb, дефинисан изразом eb = et ×
en. Ова три вектора образуjу триедар ортонормираних вектора. У овом
проблему вектор eb ће бити нормалан на раван у коjоj се креће тачка,
односно биће паралелан са осом обртања.

P

O

w

q

l

e
t

e
b

e
n

a
F

in

mg

S

За решавање овог задатка ће бити примењен закон о промени момента
количине кретања (7.7). При томе ће се извод момента количине кретања
израчунати по обрасцу L̇O = r ×ma, док ће момент резултанте свих сила
коjе деjствуjу на материjалну тачку бити jеднак збиру момената њених
компонената4, MF

O =
∑

i M
Fi

O . За одређивање извода момента количине
кретања требаjу нам вектор положаjа тачке P и њено убрзање:

r = −l sin θ en − l cos θ eb; a = hω2 en = lω2 sin θ en.

На оваj начин се добиjа:

L̇O = r×ma(−l sin θ en − l cos θ eb)×mlω2 sin θ en

= −ml2ω2 sin θ cos θ(eb × en) = ml2ω2 sin θ cos θ et. (а)

Са друге стране, после ослобађања од веза на материjалну тачку, осим
активне силе тежине mg, деjствуjе сила затезања ужета S, па jе резултанта
F = mg + S. Пошто правац силе S пролази кроз тачку O, њен момент за
исту тачку ће бити jеднак нули, MS

O = 0. Одатле следи да ће момент сила
за тачку O бити:

MF
0 = r×mg = (−l sin θ en − l cos θ eb)× (−mg eb)

= mgl sin θ (en × eb) = mgl sin θ et. (б)

4Оваj став jе у механици познат као Варињонова теорема.
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Коришћењем релациjа (а) и (б) и проjектовањем jедначине (7.7) на правац
et добиjа се израз:

ml2ω2 sin θ cos θ = mgl sin θ,

одакле се груписањем чланова добиjа:

sin θ (gl − l2ω2 cos θ) = 0. (в)

Добиjена jедначина има два независна решења. Прво се добиjа из услова
sin θ = 0, одакле због карактера везе следи решење θ = 0 коjе представља
тривиjални положаj апсолутне равнотеже. Осим њега постоjи и решење:

cos θ =
g

lω2
, (г)

коjе одређуjе нетривиjални положаj равнотеже. Приметимо да ће он постоjати
само по условом g/lω2 < 1, jер у супротном неће постоjати решење jедначине
(г) jер jе скуп вредносто косинусне функциjе cos θ ∈ [−1, 1]. Из исте jедначине
се види да се са повећањем угаоне брзине ω смањуjе вредност израза cos θ, а
самим тим се повећава тражена вредност угла θ. Дакле, са порастом угаоне
брзине расте вредност равнотежног угла.

До истог се резултата могло доћи и на други начин. Наиме, ако се уведе
инерциjална сила:

Fin = −ma = −mlω2 sin θ en,

онда се сила тежинеmg, сила затезања ужета S и инерциjална сила налазе у
равнотежи и може се применити Даламберов принцип. Било да се формираjу
скаларне jедначине равнотеже, коjе следе из услова:

mg + S+ Fin = 0,

или формира одговараjућа моментна jедначина за тачку O, доћи ће се до
истог резултата. Ова интерпретациjа, међутим, пружа увид у узрок поjаве
“бочног” положаjа релативне равнотеже θ 6= 0: он се jавља због деjства
инерциjалне силе, односно ротационог кретања система око вертикалне осе.
Без ротационог кретања оваj положаj не би могао да постоjи. Штавише,
што jе већа угаона брзина, већи jе интензитет инерциjалне силе |Fin| =
mlω2 sin θ, услед чега ће бити већа и вредност равнотежног угла θ. J

Задаци

7.1 Материjална тачка масе m = 1kg креће се праволиниjски под деjством
силе F(t) = 10(1 − t)iN , где jе време t изражено у секундама. Ако се
зна да jе тачка започела кретање из положаjа x(0) = 0 почетном брзином
ẋ(0) = v0 = 20m/s, применом закона о промени количине кретања одредити
тренутак t1 у ком ће тачка променити смер кретања.
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7.2 У тренутку у ком jе возач почео да кочи аутомобил масе 1800kg кретао
се брзином 95km/h по путу коjи се налази под нагибом од 5◦. Константна
кочиона сила коjа jе деjствовала на аутомобил износила jе 6500N . Одредити
време коjе jе било потребно аутомобилу да се заустави.

7.3 Терет масе m пада са висине H на лаку плочу
подупрту опругом крутости c. Одредити наjвеће
скраћење h опруге после пада терета на плочу и
примоном закона о промени количине кретања одредити
импулс силе у опрузи.
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Динамика система материjалних
тачака

Систем материjалних тачка чини скуп материjалних тачака код ког
кретање сваке тачке система зависи од кретања осталих тачака коjе чине
таj систем. Другим речима, то значи да код материjалног система узимамо
у обзир узаjамна деjства коjа jављаjу између тачака.

Анализа понашања система материjалних тачака може, у принципу,
бити извршена на два начина. У првом случаjу се посматра кретање сваке
поjедине тачке система1, а у другом се посматраjу карактеристике кретања
коjе описуjу систем као целину и њихова промена нам онда пружа инфор-
мациjу о понашању система.

8.1 Карактеристике кретања система
материjалних тачака

Маса система и центар масе
Посматраjмо систем коjи чини N материjалних тачака P1, . . . , PN чиjе

су масе m1, . . . ,mN . Нека су положаjи тачака у произвољном тренутку t
одређени векторима положаjа:

r1 = r1(t), . . . , rN = rN (t),

а њихове брзине су:

v1(t) = ṙ1(t), . . . ,vN (t) = ṙN (t).

Као што jе речено, маса jе адитивна скаларна величина коjа, по прет-
поставци, за jедну материjалну тачку има константну вредност, mi = const.,

1Оваj поступак може бити изузетно сложен, нарочито када систем чини велики броj
тачака.

221
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i = 1, . . . , N . Укупна маса система се дефинише као збир маса свих тачака
коjе таj систем чине:

M = m1 + · · ·+mN =
N∑

i=1

mi. (8.1)

Ако jе систем непроменљив, то jест ако се његов састав не мења (нема тачака
коjе напуштаjу систем, нити му се нове придружуjу), онда jе укупна маса
система константна:

M = const. ⇒ Ṁ =
dM

dt
= 0. (8.2)

Ова релациjа представља закон одржања масе материjалног система. Jед-
начина (8.2) представља грубу верзиjу овог закона коjи jе jедан од наjзна-
чаjниjих закона у природи. На пример, у динамици нестишљивог флуида
он jе познат као jедначина континуитета.

r
1

rC

ri

rj

rn

P
1

Pi

Pj

Pn

C

P
1

Pi

Pj

Pn

CO O

v
1

vi

vj

vn

vC

Слика 8.1: Положаj и брзина центра масе система материjалних тачака

Маса система нам говори о укупноj маси система, али нам не пружа
информациjу о распореду маса у простору. Наиме, може се догодити да
током кретања наjвећи броj тачака буде груписан у jедноj области простора,
док их врло мало има ван ње. То имплицира специфичну структуру инер-
циjалних своjстава материjалног система. Да би се ипак добила одређена
информациjа о распореду маса увешће се поjам центра масе система мате-
риjалних тачака. То jе тачка простора чиjи jе положаj дефинисан следећом
релациjом:

rC =

∑N
i=1 miri
M

. (8.3)
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Количина кретања и кинетичка енергиjа

Две динамичке величине стања коjе су играле централну улогу у дина-
мици материjалне тачке, количина кретања и кинетичка енергиjа, на при-
родан начин се уопштаваjу код система материjалних тачака. Наиме, свакоj
тачки система се може придружити њена количина кретања, односно кине-
тичка енергиjа:

Ki = mivi; Eki =
1

2
miv

2
i ; i = 1, . . . , N.

Количина кретања материjалног система се тада дефинише као векторски
збир количина кретања свих тачака коjе образуjу систем:

K =

N∑

i=1

Ki =

N∑

i=1

mivi. (8.4)

Аналогно се дефинише укупна кинетичка енергиjа материjалног система
као збир кинетичких енергиjа тачака коjе чине систем:

Ek =

N∑

i=1

Eki =
1

2

N∑

i=1

miv
2
i . (8.5)

Количина кретања и кинетичка енергиjа материjалног система се на
jедноставан начин могу повезати са величинама коjе карактеришу кретање
центра масе. Ако се jедначина (8.3) запише у облику MrC =

∑N
i=1 miri,

онда се лако показуjе да важи:

MvC = M ṙC =

N∑

i=1

miṙi =

N∑

i=1

mivi = K,

односно, количина кретања система материjалних тачака jеднака производу
укупне масе система и брзине центра масе2.

За трансформациjу израза за кинетичку енергиjу (8.5) неопходно jе де-
финисати релативну брзину тачака система у односу на центар масе. Пос-
матраjмо положаj произвољне тачке Pi и изразимо њен вектор положаjа ri
посредно—помоћу вектора положаjа центра масе rC и релативног вектора
положаjа тачке ρi у односу на центар масе:

ri = rC + ρi.

Диференциарањем овог израза добиjа се:

vi = vC + vir ⇒ vir = vi − vC , (8.6)

2Ова величина се често назива количина кретања центра масе.
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Слика 8.2: Релативни положаj и релативна брзина тачке у односу на центар масе

где jе vir = ρ̇i тражена релативна брзина. Тада се кинетичка енергиjа
система (8.5) може трансформисати на следећи начин:

Ek =
1

2

N∑

i=1

mi(vC + vir) · (vC + vir)

=
1

2

N∑

i=1

miv
2
C +

1

2

N∑

i=1

miv
2
ir +

1

2

N∑

i=1

mivC · vir.

=
1

2
v2C

N∑

i=1

mi +
1

2

N∑

i=1

miv
2
ir +

1

2
vC ·

N∑

i=1

mivir.

Лако се може показати да ће сума у последњем сабирку бити jеднака нули,
jер jе:

N∑

i=1

mivir =

N∑

i=1

mi(vi − vC) =
N∑

i=1

mivi − vC

N∑

i=1

mi

=

N∑

i=1

mivi −MvC = 0.

Одатле следи да важи:

Ek =
1

2
Mv2C +

1

2

N∑

i=1

miv
2
ir, (8.7)

односно, кинетичка енергиjа материjалног система jеднака jе збиру кине-
тичке енергиjе центра маса и кинетичке енергиjе релативног кретања у
односу на центар масе.

Момент количине кретања
Момент количине кретања материjалног система може бити дефинисан

на два еквивалентна и подjеднако корисна начина. У првом случаjу дефи-
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нише се момент количине кретања сваке материjалне тачке у односу на
референтну тачку O:

LOi = ri ×Ki = ri ×mivi,

а укупни момент количине кретања материjалног система представља суму
момената количина кретања тачака коjе образуjу систем:

LO =
N∑

i=1

LOi =
N∑

i=1

ri ×mivi. (8.8)

Са друге стране може се дефинисати и момент количине кретања сваке
тачке у односу на центар масе C. При томе се узима у обзир релативна
количина кретања одређена производом масе и релативне брзине тачке у
односу на центар масе mivir:

LCi = ρi ×mivir.

Укупни момент количине кретања система у односу на центар масе се тада
дефинише као сума момената количина кретања свих тачака система:

LC =

N∑

i=1

LCi =

N∑

i=1

ρi ×mivir. (8.9)

Може се показати, што нећемо доказивати, да важи следећа веза између
момената количина кретања материjалног система:

LO = rC ×MvC + LC .

Класификациjа сила
Код система материjалних тачака неопходно jе извршити jедну специ-

фичну класификациjу сила. Наиме, овде се разликуjу две врсте сила:

1. спољашње и

2. унутрашње.

Спољашње силе настаjу као резултат интеракциjа тачака система са обjек-
тима коjи се налазе ивзан њега. Унутрашње силе представљаjу узаjамна
деjства коjа се остваруjу међу тачкама коjе образуjу систем. Претпоста-
вићемо да се ове силе jављаjу у паровима сила сагласно закону акциjе и
реакциjе. И jедне, и друге силе могу у себи садржати и активне силе, и
реакциjе веза.

Ако са Fs
i означимо резултанту спољашњих сила коjе деjствуjу на i−ту

тачку, а са Fu
i резултанту унутрашњих сила коjе деjствуjу на исту тачку,

онда ће она бити изложена деjству силе:

Fi = Fs
i + Fu

i . (8.10)
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Слика 8.3: Спољашње и унутрашње силе код система материjалних тачака

Због претпоставке да унутрашње силе остваруjу деjство сагласно трећем
Њутновом закону, резултуjућа унутрашња сила за цео материjални систем
ће бити jеднака нули:

Fu =

N∑

i=1

Fu
i = 0. (8.11)

Уjедно ће и резултуjући спрег бити jеднак нули, било да се рачуна за
непокретну референтну тачку или центар масе:

Mu
O =

N∑

i=1

ri × Fu
i =

N∑

i=1

M
Fu

i

O = 0;

Mu
C =

N∑

i=1

ρi × Fu
i =

N∑

i=1

M
Fu

i

C = 0.

(8.12)

Унутрашње силе су веома значаjне jер одређуjу унутрашњи механизам
понашања система. Оне могу бити наjразличитиjе природе: могу бити силе
коjе постоjе све време кретања, а могу се jавити и само приликом контакта
тачака система3. Ове силе наjчешће зависе од међусобног растоjања између
тачака. Jедан од типичних примера jеЊутнова гравитациона сила. Међутим,
понашање честица на молекуларном нивоу може бити описано и силама коjе
имаjу другачиjи аналитички облик. Типичан пример jе сила коjа jе описана
Ленард-Џонсовим потенциjалом:

Π(r) = 4e0

[(a
r

)12

−
(a
r

)6
]
,

3У ову категориjу сила осим реакциjа веза спадаjу и ударне силе.
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Слика 8.4: Њутнов и Ленард-Џонсов потенциjал

где jе са r означено међусобно растоjање између честица. Ниjе тешко уочити
разлику између овог потенциjала и потенциjалаЊутнове гравитационе силе
Π = −γ/r: Њутнов потенциjал jе монотоно растући, а сила монотоно
опадаjућа; Ленард-Џонсов потенциjал има локални минимум за r0 = 6

√
2a,

Π(r0) = −e0, па jе за r < r0 монотоно опадаjући, што значи да jе сила
одбоjна, док jе за r > r0 монотоно растући при чему jе сила привлачна.

8.2 Jедначине кретања система материjалних
тачака

Кретање система материjалних тачака може бити описано на два суш-
тински различита начина. Први начин се заснива на анализи кретања сваке
тачке система. На први поглед jе jасно да оваj приступ може бити изузетно
сложен ако систем чини велики броj материjалних тачака.

Други начин се заснива на формирању jедначина коjе описуjу промену
карактеристика кретања система, као што су центар масе, количина кре-
тања, кинетичка енергиjа и момент количине кретања. У овом приступу
систем материjалних тачака се третира у глобалном смислу—са становишта
величина коjе описуjу стање система као целине. У проблемима класичне
механике оваj приступ jе знатно заступљениjи.

Диференциjалне jедначине кретања материjалног система

Посматраjмо систем коjи се састоjи од N материjалних тачака. Кретање
сваке тачке система описано jе другим Њутновим законом (ma = F). При
томе треба имати на уму да су током кретања тачке изложене деjству
спољашњих и унутрашњих сила, како jе описано jедначином (8.10). То
значи да jе кретање материjалног система описано следећим системом jед-
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начина:

m1a1 = F1 = Fs
1 + Fu

1 ;

m2a2 = F2 = Fs
2 + Fu

2 ;

... (8.13)
mNaN = FN = Fs

N + Fu
N .

Задавењем почетног стања кретања свих материjалних тачака, ri(0) = ri0
и ṙi(0) = vi0, у потпуности jе формулисан проблем кретања материjалног
система.

Приметимо да jедначине (8.13) у општем случаjу, када се материjални
систем креће у простору, образуjу систем од 3N скаларних диференциjалних
jедначина другог реда, коjи треба решавати заjедно са 6N почетних услова.
То довољно дочарава сложеност формулисаног проблема већ и за N = 2.

Закон о кретању центра масе

Ако се све jедначине (8.13) саберу добиће се следећа релациjа:

N∑

i=1

miai =

n∑

i=1

Fs
i +

n∑

i=1

Fu
i . (8.14)

Ако се jедначина центра масе (8.3), MrC =
∑N

i=1 miri, диференцира два
пута добиjа се:

MaC =

N∑

i=1

miai.

Са друге стране знака jеднакости се налазе резултуjућа спољашња сила,
Fs =

∑N
i=1 F

s
i и резултуjућа унутрашња сила за коjу jе констатовано да jе

jеднака нули (jедначина (8.11)). Са овим резултатима долази се до закона
кретања центра масе:

MaC = Fs. (8.15)

коjи се речима може исказати на следећи начин:

Центар масе се креће као материjална тачка чиjа jе маса jеднака укупноj
маси система, а под деjством резултуjуће спољашње силе.

Треба уочити да на кретање центра масе не утичу унутрашње силе.

Закон о промени количине кретања

Посматраjмо опет jедначину (8.14), али сада обратимо пажњу на израз
за количину кретања материjалног система, K =

∑N
i=1 mivi. Његовим
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диференцирањем се добиjа промена количине кретања у облику:

K̇ =

N∑

i=1

miai.

Одатле, уз истоветну анализу сила, следи закон о промени количине кре-
тања:

K̇ = Fs, (8.16)

коjи гласи:

Промена (извод) количине кретања материjалног система jеднака jе ре-
зултуjућоj спољашњоj сили.

Оваj закон jе у извесном смислу аналоган закону о кретању центра масе,
што се може закључити и из релациjе K̇ =

∑N
i=1 miai = MaC , а види се

и да на промену количине кретања унутрашње силе такође немаjу никакав
утицаj.

Закон о промени енергиjе

За закон о промени енергиjе неопходно jе видети чему jе jеднак извод
по времену укупне кинетичке енергиjе (8.5) материjалног система:

dEk

dt
=

N∑

i=1

Ėki =

N∑

i=1

mivi · v̇i =

N∑

i=1

mivi · ai.

Са друге стране, снагу сила коjе деjствуjу на материjалне тачке чине снага
спољашњих P s и снага унутрашњих сила Pu:

P s =

N∑

i=1

P s
i =

N∑

i=1

Fs
i · vi; P s =

N∑

i=1

Pu
i =

N∑

i=1

Fu
i · vi.

Ако се сада свака jедначина кретања (8.13) скаларно помножи одговараjу-
ћим вектором брзине:

m1a1 · v1 = Fs
1 · v1 + Fu

1 · v1;

m2a2 · v2 = Fs
2 · v2 + Fu

2 · v2;

...
mNaN · vN = Fs

N · vN + Fu
N · vN ,

а потом се све jедначине саберу добиће се:

N∑

i=1

mivi · ai =
N∑

i=1

Fs
i · vi +

N∑

i=1

Fu
i · vi.
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Коришћењен претходно добиjених израза за извод кинетичке енергиjе и
снагу свих сила коjе деjствуjу на материjални систем добиjамо први облик
закона о промени енергиjе:

dEk

dt
= P s + Pu, (8.17)

коjие речима може исказати:

Извод кинетичке енергиjе по времену jеднак jе снази свих сила, и спољаш-
њих и унутрашњих, коjе деjствуjу на материjални систем.

У вези са овим законом мораjу се дати неке напомене. Ово jе jедини
закон динамике система у ком фигурише мера деjства унутрашњих сила.
У овом случаjу то jе снага, односно рад унутрашњих сила. Она jе у општем
случаjу различита од нуле:

P s 6= 0.

Иако ово тврђење нећемо доказивати, навешћемо његове кључне елементе.
Наjпре, унутрашње силе се jављаjу у паровима супротних сила сагласно
закону акциjе и реакциjе. При томе оне имаjу правац коjи jе одређен
тачкама чиjе узаjамно деjство описуjу. Због тога снага било ког оваквог
пара унутрашњих сила зависи од релативне брзине посматраних тачака.
Уколико она са правцем унутрашњих сила образуjе угао коjи jе различит
од 90◦, онда ће снага посматраног пара унутрашњих сила бити различита
од нуле. Ово се може догодити у системима у коjима се растоjање између
тачака може мењати. Ако jе оно непроменљиво, онда ће и снага унутрашњих
сила бити jеднака нули4.

Из jедначине (8.17) лако се могу извести други и трећи облик закона о
промени енергиjе. У другом облику се тврди да jе елементарни прираштаj
кинетичке енергиjе материjалног система jеднак збиру елементарних радова
спољашњих и унутрашњих сила:

dEk = dAs + dAu. (8.18)

Трећи облик закона, такозвани интегрални облик, говори да jе прираштаj
кинетичке енергиjе система током померања из почетне у краjњу конфигу-
рациjу jеднак укупном раду спољашњих и унутрашњих сила:

∆Ek = Ek2 − Ek1 = As
12 +Au

12. (8.19)

Закон одржања енергиjе

Ако су све силе коjе врше рад потенциjалне, било да су спољашње
или унтрашње, онда ће важити закон одржања укупне механичке енергиjе.
Тада, наиме, имамо:

dAs + dAu = −dΠs − dΠu = −dΠ,

4Такав jе случаj, на пример, са крутим телима.
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односно,

P s + Pu = −dΠs

dt
− dΠu

dt
= −dΠ

dt
,

где jе Π = Πs+Πu укупна потенциjална енергиjа спољашњих и унутрашњих
сила. Ако дефинишемо укупну механичку енергиjу као E = Ek + Π, онда
из jедначина (8.17)-(8.18) следи:

dE

dt
=

dEk

dt
+

dΠ

dt
= 0; dE = dEk + dΠ = 0.

Тада важи:
E = Ek +Π = const. (8.20)

што потврђуjе констатациjу о одржању укупне механичке енергиjе.

Пример 8.1 Две материjалне тачке P1 i P2, маса m1 и m2 респективно,
налазе се на глатком хоризонталном столу и међусобно су повезане опру-
гом крутости c чиjа jе дужина у ненапрегнутом стању l0. Претпостав-
љаjући да jе сила у опзи пропорционална њеном издужењу формирати
диференциjалне jедначине кретања овог система и анализирати кретање
применом општих закона динамике система.

x

c l, 0

y

m2
m1

I На материjалне тачке коjе образуjу систем деjствуjу силе тежина
m1g и m2g и реакциjе глатког стола N1 i N2 као спољашње силе. Jедина
унутрашња сила jе сила коjа потиче од еластичне опруге. Ако усвоjимо
непокретни координатни систем везан за сто, код ког jе y оса вертикална,
онда ће на тачку P1 деjствовати сила F

(u)
1 = c (x2 − x1 − l0) i, док ће на

тачку P2 деjствовати сила F
(u)
2 = −F

(u)
1 . Пошто jе y1 = y2 = const.,

диференциjалне jедначине кретања ће гласити:

m1ẍ1 = c (x2 − x1 − l0);

0 = −m1g +N1; (а)
m2ẍ2 = −c (x2 − x1 − l0);

0 = −m2g +N2.

Jасно jе да jедначине (а)2 и (а)4 служе за одређивање реакциjа веза, док
(а)1 и (а)3 описуjу динамику проблема.

Приметимо да спољашње силе деjствуjу само у правцу нормалном на
сто, што значи да jе њихова проjекциjа на правац x−осе jеднака нули, а
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x

y N
2

m
2
gm

1
g

N
1

F
2

u

F
1

u

самим тим ће и проjекциjа извода вектора количине кретања материjалног
система на исти правац бити jеднака нули, K̇x = 0. Стога из jедначине (8.16)
следи закон одржања количине кретања материjалног система за x−osu:

Kx = m1ẋ1 +m2ẋ2 = const. (б)

Овом закону одржања еквивалентан jе први интеграл коjи следи из jедна-
чине (8.15). Како jе F s

x = 0, важиће:

aCx = v̇Cx = 0 ⇒ vCx = const. (в)

Другим речима, центар масе се креће jеднолико праволиниjски у правцу
x−осе.

Са друге стране, може се уочити да су све силе коjе врше рад потен-
циjалне. При томе jе потенциjал гравитационих сила константан, због
чега потенциjалну енергиjу чини само потенциjал еластичне силе. Како
jе издужење опруге ∆l = l − l0 = x2 − x1 − l0, добиjа се:

Π =
1

2
c(∆l)2 =

1

2
c (x2 − x1 − l0)

2. (г)

Стога за кретање овог материjалног система важи закон одржања енергиjе
у облику:

E =
1

2
m1ẋ

2
1 +

1

2
m2ẋ

2
2 +

1

2
c (x2 − x1 − l0)

2 = const. (д)

J

Закон о промени момента количине кретања
Закон о промени момента количине кретања се jавља у два подjеднако

значаjна и корисна облика. Први се односи на промену момента количине
кретања за непокретну референтну тачку O и гласи:

L̇O = Ms
O, (8.21)

где jе Ms
O резултуjући спрег спољашњих сила за тачку O:

Ms
O =

N∑

i=1

M
Fs

i

O =
N∑

i=1

ri × Fs
i .
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То значи да извод момента количине кретања за непокретну референтну
тачку jеднак резултуjућем спрегу спољашњих сила за исту тачку.

Други облик закона као моментну тачку користи центар масе C мате-
риjалног система и тврди:

L̇C = Ms
C , (8.22)

где jе Ms
C резултуjући спрег спољашњих сила за тачку C:

Ms
C =

N∑

i=1

M
Fs

i

C =
N∑

i=1

ρi × Fs
i .

Исказано речима:

Извод момента количине кретања материjалног система за центар масе
jеднак jе резултуjућем спрегу спољашњих сила за исту тачку.

Доказ ових тврђења ће бити изостављен. Само ћемо напоменути да се
он ослања на своjства извода момента количине кретања система, закон о
кретању центра масе и своjства унутрашњих сила изражена jедначинама
(8.12).

8.3 Основи теориjе удара

t

F

F

F

ud

ud

ob

ob

I

I

0 t

Слика 8.5: Ударне и обичне
силе

Удар jе физичко-механички процес при ком
материjални обjекти остваруjу краткотраjни
узаjамни контакт. Главна одлика овог процеса
jесте поjава ударних сила. Њихов jе интензитет
jе веома велики, знатно већи од интензитета
уобичаjених сила попут силе тежине. Са друге
стране, њихово деjство се остваруjе само током
процеса удара—ни пре, ни после њега оне не
утичу на кретање материjалних обjеката између
коjих jе остварен удар.

Претпоставимо да jе процес удара траjао
током временског интервала t ∈ [0, τ ] и одредимо
импулсе ударних и обичних сила:

Iud =

∫ τ

0

Fud(t) dt; Iob =

∫ τ

0

Fob(t) dt.

Основна последица велике разлике у интензите-
тима ударних и обичних сила:

max
t∈[0,τ ]

|Fob(t)| ¿ max
t∈[0,τ ]

|Fud(t)|,

jесте велика разлика у интезитетима њихових импулса током процеса удара:

|Iob| ¿ |Iud|. (8.23)
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Због тога се задовољаваjућа тачност резултата у анализи процеса удара
може постићи и ако се импулси обичних сила занемаре:

Iob ≈ 0. (8.24)

Jедначине (8.23)-(8.24) представљаjу основу приближне теориjе удара коjа
се може користити као прва апроксимациjа за његово даље проучавање.

Основне jедначине теориjе удара
Посматраjмо, наjпре, удар код материjалне тачке. Пошто jе удар процес

коjи траjе веома кратко, разумно jе кретање тачке поделити на интервале у
коjима се оно одвиjа без удара и интервале коjи одговараjу процесу удара.
Aнализираjмо два интервала кретања без удара, t ∈ [0, t1] и t ∈ [t2, t3],
коjи су радвоjени ударом у интервалу t ∈ [t1, t2], t2− t1 = τ . Стање кретања
тачке (r1,v1) на краjу првог интервала jесте почетно стање за процес удара,
а стање кретања тачке на краjу процеса удара (r2,v2) представља почетно
стање за други интервал кретања. Проучавање процеса удара jе показало
да теориjска анализа даjе добре резултате ако се претпостави да тачка током
процеса удара врши занемарљиво померање:

∆r = r2 − r1 ≈ 0. (8.25)

Са друге стране, главна последица процеса удара, односно постоjања у-
дарних сила, jесте коначна промена брзине материjалне тачке у кратком
временском интервалу:

∆v = v2 − v1 6= 0

Зато се као основна jедначине теориjе удара користи закон о промени ко-
личине кретања:

∆K = K2 −K1 = I12 = Iob12 + Iud12 .

Имаjући у виду претпоставку (8.24), ова jедначина ће се свести на:

∆K = m(v2 − v1) = Iud12 . (8.26)

Иако jе (8.26) основна jедначина теориjе судара показало да она ниjе
довољна за одређивање свих непознатих величина коjе се jављаjу у овом
опису феномена судара. Неопходно jе, наиме, узети у обзир информациjе
коjе се односе на понашање материjала од коjих су сачињена тела коjа се
судараjу. Покажимо ово на jедном примеру.

Удар материjалне тачке у масивну глатку преграду
Посматраjмо материjалну тачку масеm коjа jе у неком тренутку ударила

у масивну преграду5. Претпоставимо да jе у тренутку ступања у контакт
5Атрибут масивна сугерише да процес удара не утиче на промену стања овог тела—

оно ће остати у стању мировања и после судара.
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са преградом брзина тачке била v1 и да jе вектор брзине образовао угао
α са правцем нормале на преграду у тачки додира. Потребно jе одредити
брзину тачке v2 после судара, угао β коjи вектор ове брзине образуjе са
правцем нормале на преграду и вредност ударног импулса коjи деjствуjе на
материjалну тачку.

x

y

v
1

v
2

a b

IN

Слика 8.6: Удар тачке у масивну глатку преграду

Брзина тачке пре судара, изражена у односу на координатни систем
приказан на слици, гласи:

v1 = v1 sinα i− v1 cosα j,

док jе брзина тачке после судара:

v2 = v2 sinβ i+ v2 cosβ j.

Пошто се масивна преграда за време судара може третирати као веза,
њено деjство на тачку се описуjе одговараjућом ударном силом6. Због
претпоставке да jе преграда глатка ударна сила ће бити нормална на површ
у тачки додира, Fud

N = Fud
N j, па ће и одговараjући импулс ударне силе имати

исту структуру, IN = IN j. Основна jедначина теориjе судара (8.26) тада
гласи:

∆K = m(v2 − v1) = IN ,

а одговараjуће скаларне jедначине имаjу облик:

m(v2 sinβ − v1 sinα) = 0;

m(v2 cosβ + v1 cosα) = IN .
(8.27)

Приметимо да овде имамо две скаларне jедначине, а да треба одредити три
величине: v2, β и IN . Зато jе неопходно увести допунску jедначину коjа
би требало да садржи додатне информациjе о механизму интеракциjе тела
коjа остваруjу контакт.

6Приметимо да jе ударна сила коjа представља реакциjу везе и jедина ударна сила
у овом проблему. Пошто се импулс силе тежине у овоj апроксимациjи занемаруjе, за
анализу удара jе ирелевантно да ли се процес одвиjа у вертикалноj или хоризонталноj
равни.
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Испитивања су показала да груба, али у многим случаjевима сасвим
задовољаваjућа информациjа о интеракциjи два тела током судара добиjа
коришћењем jедног нумеричког податка—коефициjента успостављања k.
То jе неименован броj коjи у нашем конкретном примеру представља однос
апсолутних вредности проjекциjа брзина после и пре судара на правац
нормале на преграду:

k =

∣∣∣∣
v2y
v1y

∣∣∣∣ =
v2 cosβ

v1 cosα
. (8.28)

Ова величина на посредан начин пружа информациjу о материjалима од
коjих су сачињена тела коjа се судараjу, као и о њиховим динамичким
своjствима7. Иако се ради о релативно грубоj информациjи, она се може
третирати као прва апроксимациjа стварне ситуациjе са коjом се суочавамо
у проблему. Вредности коефициjента успостављања су ограничене:

0 ≤ k ≤ 1.

Екстремне вредности се односе на две идеализациjе коjе се jављаjу у теориjи
судара: када jе k = 0 каже се да jе удар идеално нееластичан или пласти-
чан, а када jе k = 1 удар jе идеално еластичан.

Jедначине (8.27)-(8.28) образуjу сада затворен систем jедначина коjи
служи за решавање нашег проблема. Из jедначине (8.28) следи:

v2 cosβ = kv1 cosα,

а уврштавањем овог резултата у (8.27)2 добиjамо вредност ударног импулса
IN :

IN = m(1 + k)v1 cosα.

Решавањем jедначине (8.27)1 долази се до релациjе:

v2 sinβ = v1 sinα.

Оваj резултат нам заjедно са jедначином (8.28) омогућуjе да одредимо бр-
зину после удара v2 и одбоjни угао β:

v2 = v1
√
sin2 α+ k2 cos2 α;

tanβ =
1

k
tanα.

Пошто jе за реалне процесе k < 1 биће и sin2 α+ k2 cos2 α < 1, па jе v2 < v1.
Дакле, брзина после судара има мањи интензитет од брзине пре судара.
Осим тога важиће tanβ > tanα, па ће бити8 β > α. То значи да jе одбоjни
угао већи од упадног.

7Материjали се у општем случаjу не понашаjу на исти начин подеjством статичког и
динамичког оптерећења. Неки модели деформабилних тела, на пример Хуков закон, ово
не узимаjу у обзир, али постоjе и модели коjи предвиђаjу различите одзиве материjала
на различите врсте оптерећења.

8Ова неjеднакост jе последица монотоности функциjе y = tanx.
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Удар система материjалних тачака
Посматраjмо систем коjи чини N материjалних тачака чиjе су масе mi,

i = 1, . . . , N . Већ jе показано да jе у анализи његовог кретања погодно
извршити класификациjу сила на спољашње и унутрашње. Исто важи и
за проблеме у коjима се jавља судар у систему. У даљоj анализи ћемо
стога посматрати само импулсе ударних сила, било да су оне спољашње
или унутрашње.

Удар код материjалног система се може jавити услед краткотраjног
контакта са обjектима коjи се налазе изван система. Тада су ударне силе
спољашње. Међутим, удар се може jавити и услед узаjамног контакта
тачака коjе образуjу систем. У том случаjу су ударне силе унутрашње. У
наставку ћемо се ослонити на релациjе (8.23) и (8.24) и занемарити импулсе
спољашњих и унутрашњих обичних сила. Приметимо jош да се унутрашње
ударне силе jављаjу у паровима сагласно закону акциjе и реакциjе, Fud

ij =

−Fud
ji . Исто ће важити и за одговараjуће импулсе, Iij = −Iji, па ће резул-

туjући импулс унутрашњих ударних сила бити jеднак нули:

Iu =

N∑

i=1

Iui = 0; Iui =

N∑

j=1

Iuij . (8.29)

Основне jедначине. Jедначине коjе описуjу удар система материjалних
тачака биће исте као код jедне тачке—закони о промени количине кретања.
При томе се мора узети у обзир да промена количине кретања сваке тачке
система настаjе услед деjства спољашњих и унутрашњих импулса:

∆K1 = m1v1(2) −m1v1(1) = I1 = Is1 + Iu1 ;

∆K2 = m2v2(2) −m2v2(1) = I2 = Is2 + Iu2 ;

... (8.30)
∆KN = mNvN(2) −mNvN(1) = IN = IsN + IuN .

Промена количине кретања центра масе и система. Сабирањем jед-
начина (8.30) и узимањем у обзир релациjа (8.4) и MvC = K, долази
се до закона о промени количине кретања приликом судара материjалног
система:

∆K = K(2) −K(1) = Is =

N∑

i=1

Isi , (8.31)

односно закона о промени количине кретања центра масе:

M∆vC = M(vC(2) − vC(1)) = Is.

Овде видимо да jе промена количине кретања материjалног система прили-
ком удара jеднака резултуjућем импулсу спољашњих ударних сила. Такође
jе и промена количине кретања центра масе система приликом удара jеднака
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резултуjућем импулсу спољашњих ударних сила. Може се уочити паралели-
зам са основним законима динамике система материjалних тачака: у њима
нису фигурисале резултуjуће унутрашње силе, а у jедначинама теориjе
удара за систем као целину не фигуришу резултуjћи импулси унутрашњих
ударних сила.

Моделирање хемиjских реакциjа помоћу теориjе судара

Jедна од интересантних примена теориjе удара се jавља у моделирању
хемиjских реакциjа. Претпоставимо да у хемиjскоj реакциjи учествуjу три
врсте молекула коjе ће бити представљене материjалним тачкама A, B и C.
Тада се модел хемиjске реакциjе, током коjе се врши рекомбинациjа атома
реактаната уз одржање укупне масе, може описати следећом jедначином:

A+BC → B +AC.

То значи да су пре судара атоми B и C образовали jедан молекул коjи
учествуjе у судару, а да се током реакциjе, односно после судара, атоми A
и C спаjаjу у молекул AC.

Претпоставићемо да су током судара импулси спољашњих сила занемар-
љиво мали, у поређељу са ударним импулсом унутрашње силе Iu, као и да
се ради о иделано еластичном судару. Тада из jедначине (8.31) следи да ће
количина кретања система пре и после судара остати непромењена:

∆K = K(2) −K(1) = 0 ⇒ K(1) = K(2).

Оваj резултат се у равиjеном облику може записати на следећи начин:

mAVA + (mB +mC)VBC = mBvB + (mA +mC)vAC ,

где су са VA и VBC означене брзине молекула пре судара, а са vB и vAC

брзине молекула после судара.

A

B

C

A

C

B

V
A

V
BC v

AC

v
B

Слика 8.7: Моделирање хемиjске реакциjе помоћу теориjе удара
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Енергиjска анализа, у чиjе детаље нећемо улазити, показуjе да ће важити
следећа релациjа између механичких енергиjа реактаната и продуката ре-
акциjе (пре и после судара):

1

2
mAV

2
A +

1

2
(mB +mC)V

2
BC =

1

2
mBv

2
B +

1

2
(mA +mC)v

2
AC +∆ε.

Ова релациjа jе наизглед некоректна, jер се при иделано еластичном судару
очекуjе одржање механичке (кинетичке) енергиjе. Међутим, члан ∆ε ниjе
механичке природе: он описуjе прираштаj енергиjе током судара услед про-
мене енергиjе везе у молекулима коjи учествуjу у судару. Када jе ∆ε > 0
енергиjа међумолекуларних веза реактаната (пре судара) jе већа од енергиjе
веза продуката реакциjе (после судара), што значи да се током судара
ослобађа одређена количина енергиjе. Такве хемиjске реакциjе се зову
егзотермне реакциjе. Ако jе ∆ε < 0, енергиjа везе реактаната jе мања од
енергиjе везе продуката. Да би се овакве реакциjе могле одвиjати систему
jе неопходно довести одређену количину енергиjе, због чега се и зову ендо-
термне реакциjе.

8.4 Основне jедначине динамике
непрекидних средина

Досадашња анализа jе била посвећена динамици дискретног система
материjалних тачака. Подразумевало да jе броj тачака коначан и непро-
менљив—тачке нису напуштале систем, нити су му се нове придруживале.

Замислимо сада област простора коjа jе непрекидно испуњена материjом.
Такву смо област у Уводу назвали телом. Таj jе назив, међутим, уобичаjен
када се ради о обjекту коjи заузима коначну и ограничену област простора.
Како jе наша намера да анализу усмеримо и на деформабилна тела коjа
попут флуида испуњаваjу велике области простора, овде ће се користити
назив непрекидна средина или континуум коjи су уобичаjени и прикладан
за ову класу проблема.

Густина и кретање

Природно jе поставити питање коjе величине ће и на коjи начин опи-
сивати непрекидну средину? Пођимо од тога да се свакоj елементарноj
запремини ∆V непрекидне средине може придружити одговараjућа еле-
ментарна маса ∆m. Тада густина непрекидне средине представља масу по
jединици запремине и дефинише се изразом:

ρ(x, y, z, t) = lim
∆V→0

∆m

∆V
. (8.32)

Jединица мере за густину jе kg/m3. Приметимо да густина зависи од тачке у
коjоj jе посматрамо, дакле од положаjа, и од времена. Ово jе нова ситуациjа
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коjа се ниjе поjављивала код дискретних система. Зато се каже да густина
представља скаларно поље, зато што jе функциjа положаjа, коjе у општем
случаjу ниjе стационарно, jер jе и функциjа времена.

Уочимо сада област простора коjа jе у почетном тренутку t0 = 0 зау-
зимала запремину V0. За ову област се каже да представља референтну
конфигурациjу B0 чиjе ћемо даље кретање проучавати. Координате тачака
у референтноj конфигурациjи се означаваjу са (X,Y, Z).

B0

B( )t

( )X,Y,Z

( )x,y,z

Слика 8.8: Опис кретања непрекидне средине: референтна и тренутна конфигурациjа

Током кретања тачке из референтне конфигурациjе прелазе у неку нову,
тренутну конфигурациjу B(t) коjа испуњава запремину V (t). Координате
тачака у тренутноj конфигурациjи биће означене са (x, y, z). При томе
се полази од претпоставке да материjа током кретања не пролази кроз
рубне тачке области V (t). Другим речима, количина материjе садржана
у областима V0 и V (t) jе иста9.

Кретање сваке тачке непрекидне средине се, у принципу, може описати
параметарским jедначинама следећег облика:

x = x(X,Y, Z, t); y = y(X,Y, Z, t); z = z(X,Y, Z, t). (8.33)

Оне описуjу промену положаjа тачке коjа се у референтноj конфигурациjи
налазила на месту чиjе координате биле (X,Y, Z). Овакав опис кретања
непрекидне средина се назива Лагранжевим.

Други опис кретања непрекидне средине, коjи jе са аспекта механике
флуида погодниjи, jесте Оjлеров. Он се састоjи у уочавању фиксиране
области простора запремине V кроз чиjи руб ∂V може пролазити материjа10.
Тада се понашање непрекидне средине прати кроз промену физичких поља
у посматраноj области. За проблеме механичког карактера довољно jе
посматрати поље густине ρ(x, y, z, t) и поље брзине v(x, y, z, t)11. За поље
брзине jе карактеристично да пада у правац тангенте на траjекториjу тачке
коjа се у посматраном тренутку налази у положаjу одређеном координатама

9Област простора коjа испуњава наведене услове зове се материjална запремина, а
њен руб се зове материjална површ.

10Област простора коjа испуњава ове услове зове се контролна запремина, а њен руб
контролна површ

11У случаjу анализе феномена у коjима су изражени топлотни ефекти, пољима густине
и брзине додаjе и поље температуре T (x, y, z, t).
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(x, y, z)12.
Основне jедначине динамике непрекидних средина су закон одржања

масе и закон о промени количине кретања. Њима се могу додати закон о
промени момента количине кретања и закон о промени енергиjе, али њих
нећемо анализирати у овом кратком прегледу.

Закон одржања масе

у Лагранжевом опису кретања непрекидне средине закон одржања масе
се описуjе изразом:

m =

∫

V (t)

ρ(x, y, z, t)dV =

∫

V0

ρ0(X,Y, Z)dV0, (8.34)

где су са dV = dx dy dz и ρ, односно dV0 = dX dY dZ и ρ0 означене еле-
ментарне запремине и густине у тренутноj и референтноj конфигурациjи,
респективно.

У Оjлеровом опису, међутим, маса материjе у контролноj запремини
не мора бити константна током времена због протока материjе кроз руб
области ∂V . Тада ће маса у фиксираноj запремини V бити одређена рела-
циjом:

m(t) =

∫

V

ρ(x, y, z, t)dV, (8.35)

док ће брзина њене промене масе бити:

dm(t)

dt
=

∫

V

∂ρ(x, y, z, t)

∂t
dV. (8.36)

Да бисмо одредили чему ће бити jеднак прираштаj масе у контролноj
запремини ограничићемо се на jедан специjални случаj. Иако ће ова анализа
бити краjње упрошћена, омогућиће нам да сагледамо кључне идеjе коjе се
jављаjу у овом проблему.

Посматраjмо хоризонталну цилиндричну цев, константног попречног пре-
сека A, коjа jе непрекидно испуњена материjом. Нека jе са x означена
координата мерена дуж осе цеви. Уочимо у цеви jедну фиксирану запремину
V чиjи jе руб одређен површином цеви и равнима x = x0 и x = x1. Прет-
поставићемо да густина и брзина материjе и запремини V представљаjу
функциjе само координате x и времена t, као и да се кретање врши само у
правцу осе цеви:

ρ = ρ(x, t); v(x, t) = v(x, t) i.

Тада ће, сагласно jедначинама (8.35) и (8.36), маса и брзина њене промене

12Приметимо да се у различтим временским тренуцима на истом месту могу начи тачке
коjе су референтноj конфигурациjи заузимале различите положаjе.
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у запремини V бити:

m(t) =

∫

V

ρ(x, t)dV =

∫ x1

x0

ρ(x, t)Adx;

dm(t)

dt
=

∫ x1

x0

∂ρ(x, t)

∂t
Adx.

V
x0

Dx0

x1

Dx1

v x ,t( )0
v x ,t( )1

A

Dmul
Dmizl

Слика 8.9: Анализа закона одржања масе

Одредимо сада прираштаj масе због протока материjе кроз руб области
∂V . Током временског интервала ∆t он ће бити jеднак разлици количине
материjе ∆mul коjа jе ушла у област и количине материjе ∆mizl коjа jе
изашла из ње:

∆m = ∆mul −∆mizl.

Ове величине ће приближно бити jеднаке:

∆mul ≈ ρ(x0, t)A∆x0; ∆mizl ≈ ρ(x1, t)A∆x1,

где су са ∆x0 и ∆x1 означена померања тачака на рубу обласи током
интервала ∆t. Пошто се ове величине приближно могу изразити преко
брзине у пресецима x0 и x1:

∆x0 ≈ v(x0, t)∆t; ∆x1 ≈ v(x1, t)∆t,

прираштаj масе током временсокг интервала ∆t ће приближно бити jеднак:

∆m = ρ(x0, t)Av(x0, t)∆t− ρ(x1, t)Av(x1, t)∆t.

Када се пређе на гранични процес ∆t → 0 добиће се брзина промене масе
због протока (флукса) материjе:

(
dm(t)

dt

)

flux

= −{ρ(x1, t)v(x1, t)− ρ(x0, t)v(x0, t)}A.
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Пошто представља разлику функциjа у рубним тачкама области, последњи
израз се може трансформисати у одређени интеграл:

(
dm(t)

dt

)

flux

= −ρ(x, t)v(x, t)A
∣∣x1

x0
= −

∫ x1

x0

∂

∂x
(ρ(x, t)v(x, t))Adx.

Како промена масе у фиксираноj запремини настаjе само због протока
материjе кроз руб области, важиће:

dm(t)

dt
=

(
dm(t)

dt

)

flux

,

односно: ∫ x1

x0

∂ρ

∂t
Adx = −

∫ x1

x0

∂(ρv)

∂x
Adx.

Будући да добиjена релациjа важи у сваком тренутку времена и у свакоj
тачки контролне запремине, биће задовољена ако су подинтегралне функ-
циjе jеднаке, односно ако важи:

∂ρ

∂t
+

∂(ρv)

∂x
= 0. (8.37)

Последња jедначина представља закон одржања масе у Оjлеровом облику.

Закон о промени количине кретања

Свака елементарна запремина ∆V , чиjа jе маса ∆m, коjа се налази у
стању кретања поседуjе количину кретања ∆K = v∆m коjа у граничном
процесу постаjе:

dK = v dm = vρ dV.

Укупна количина кретања материjе коjа испуњава фиксирану контролну
запремину V добиjа се интеграциjом овог израза:

K(t) =

∫

V

ρ(x, y, z, t)v(x, y, z, t) dV, (8.38)

а њена промена током времена jе:

dK(t)

dt
=

∫

V

∂

∂t

(
ρ(x, y, z, t)v(x, y, z, t)

)
dV, (8.39)

У складу са претпоставкама уведеним приликом анализе закона одржања
масе ограничићемо се на кретање коjе се врши само у правцу осе цеви, па
ћемо имати:

K(t) = K(t) i,
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односно,

K(t) =

∫ x1

x0

ρ(x, t)v(x, t)Adx;

dK(t)

dt
=

∫ x1

x0

∂

∂t

(
ρ(x, t)v(x, t)

)
Adx

Промена количине кретања током времена ће, за разлику од промене
масе, имати двоjак узрок. Са jедне стране она настаjе због протока материjе
кроз руб области ∂V , а са друге због деjства сила на њу. Анализираjмо
сваки од ових утицаjа посебно.

Vx
0

Dx
0

x
1

Dx
1

p
0

p
1f

A

Слика 8.10: Анализа закона о промени количине кретања

Прираштаj количине кретања ∆K током временског интервала ∆t, нас-
тао због протока масе кроз руб области може се одредити по аналогиjи са
одговараjућим прираштаjем масе:

∆K = ∆Kul −∆Kizl,

где су количине кретања материjе коjа jе ушла, односно изашла из контрол-
не запремине приближно jеднаке:

∆Kul ≈ ρ(x0, t)v(x0, t)A∆x0; ∆Kizl ≈ ρ(x1, t)v(x1, t)A∆x1.

Применом истог поступка као код одређивања прираштаjа масе долази се
до релациjе:

∆K = ρ(x0, t)v
2(x0, t)A∆t− ρ(x1, t)v

2(x1, t)A∆t.

У граничном случаjу ∆t → 0 добиће се да jе промена количине кретања
услед протока материjе jеднака:

(
dK(t)

dt

)

flux

= −
{
ρ(x1, t)v

2(x1, t)− ρ(x0, t)v
2(x0, t)

}
A,
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што се може трансформисати у одређени интеграл:
(
dK(t)

dt

)

flux

= −ρ(x, t)v2(x, t)A
∣∣x1

x0
= −

∫ x1

x0

∂

∂x

(
ρ(x, t)v2(x, t)

)
Adx.

Силе коjе утичу на промену количине кретања се могу поделити на
запреминске, коjе деjствуjу на сваку тачку непрекидне средине у запремини
V , и површинске коjе деjствуjу у рубним тачкама области ∂V . Запремиске
силе се изражаваjу посредством специфичне силе по jединици масе f , коjа
се у овом случаjу своди на f = f i. Тада на сваки делић непрекидне средине
деjствуjе елементарна запреминска сила:

dFV = f dm = fρ dV,

па ће укупна деjство запреминских сила бити jеднако:

FV =

∫

V

ρf dV =

∫ x1

x0

ρf Adx.

Деjство површинских сила на руб области ∂V описано jе векторима напона
у одговараjућим тачкама. У овоj анализи ограничићемо се на случаj када
у рубним тачкама имамо само притисни напон p равномерно распоређен по
површини попречног пресека A. Пошто jе напон по претпоставци функциjа
положаjа, p = p(x), резултуjућа површинска сила се може описати на сле-
дећи начин:

F∂V = p0A− p1A = −
(
p(x1)− p(x0)

)
A

= −p(x)
∣∣x1

x0
A = −

∫ x1

x0

∂p(x)

∂x
Adx.

Сада се закон о промени количине кретања може записати у облику:

dK(t)

dt
=

(
dK(t)

dt

)

flux

+ FV + F∂V ,

или у развиjеном облику:
∫ x1

x0

∂

∂t

(
ρv

)
Adx = −

∫ x1

x0

∂

∂x

(
ρv2

)
Adx+

∫ x1

x0

ρf Adx−
∫ x1

x0

∂p

∂x
Adx.

Како добиjена релациjа важи у сваком тренутку времена и у свакоj тачки
контролне запремине, биће задовољена ако важи:

∂

∂t

(
ρv

)
+

∂

∂x

(
ρv2 + p

)
= ρf. (8.40)

Ова jедначина представља закон о промени количине кретања у Оjлеровом
опису кретања.
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Дифузиjа

Као прву илустрациjу примене основних jедначина динамике непрекид-
них средина извешћемо jедначину дифузиjе. Она се заснива на закону
одржања масе (8.37), али се уместо густине ρ поjављуjе концентрациjа хе-
миjске супстанце c изражена у mol/m3, а уместо протока масе ρv флукс
хемиjске супстанце q изражен у mol/s. На таj начин основна jедначина
дифузиjе гласи:

∂c

∂t
+

∂q

∂x
= 0. (8.41)

Њоj се мора придружити jедначина коjа успоставља везу између протока q
и прираштаjа концентрациjе c. Ова релациjа, коjа jе у литератури позната
као Фиков закон, гласи:

q = −D
∂c

∂x
, (8.42)

и тврди да ће флукс бити усмерен у смеру опадања концентрациjе супстанце,
односно да ће супстанца тежити да се креће из области веће концентрациjе
ка области мање концентрациjе. Константа пропорционалности D > 0
зове се коефициjент дифузиjе. Комбиновањем ове две jедначине добиjа
се jедначина дифузиjе:

∂c

∂t
=

∂

∂x

(
D

∂c

∂x

)
. (8.43)

У општем случаjу коефициjент дифузиjе може зависити од концентрациjе,
D = D(c), па jе jедначина (8.43) нелинеарна парциjална диференциjална
jедначина другог реда. Када jе коефициjент дифузиjе константан она се
своди на линеарну jедначину дифузиjе:

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
. (8.44)

Jедначином дифузиjе (8.43), или (8.44), се моделираjу процеси преношења
материjе кроз непрекидну средину. Због тога jе нашла широку примену у
анализи проблема загађења ваздуха. Поред тога, исти математички модел
описуjе и проблеме провођења топлоте.

Струjање флуида кроз порозну средину

За непрекидну средину у чврстом агрегатном стању се каже да jе порозна
ако сеу њоj налази и “празан” простор кроз коjи може струjати флуид у
течном или гасовитом стању. Наравно, да би струjање било могуће ове
поре мораjу бити повезане, а не изоловане. Овде ћемо, без улажења у сву
сложеност ове проблематике, приказати основну jедначину за ламинарно
струjање флуида кроз хомогену порозну средину.

Jедначину коjа описуjе струjање флуида кроз порозну средину први
jе извео Дарси 1856. године на основу резултата експеримената. Он jе
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посматрао кретање нестишљивог флуида кроз хомогену порозну средину—
филтер—висине h. При томе jе помоћу отворених манометара мерио прити-
сак течности на горњоj и доњоj граници филтра. Мерећи нивое течности у
манометрима утврдио jе да jе запремински проток Q директно пропорцио-
налан разлици измерених висина h2−h1, а обрнуто пропорционалан висини
филтра h:

Q = −KA
h2 − h1

h
. (8.45)

Са A jе означена константна хоризонтална површина пресека филтра, а
K jе константа коjа зависи од своjстава флуида и порозне средине. Ова
релациjа jе у литератури позната као Дарсиjев закон.

Q

Q

h

z
1

z
2

h
1

h
2

h -h
2 1

A

ïîðîçíà
ñðåäèíà

Слика 8.11: Дарсиjев експеримент

Дарсиjев закон се може изразити и у функциjи притиска p и густине ρ
флуида. Користећи релациjе:

p1 = ρg(h1 − z1); p2 = ρg(h2 − z2),

и чињеницу да jе z2 − z1 = h, може се показати да важи:

Q = −K ′A
p2 − p1 + ρgh

h
, (8.46)

где jе K ′ = K/(ρg). Нова константа пропорционалности успоставља непо-
средну везу између своjстава флуида и порозне средине jер jе K ′ = k/µ, где
jе µ вискозност флуида, а k специфична пермеабилност порозне средине.
Због тога се Дарсиjев закон (8.46) често записуjе у облику:

q =
Q

A
= −k

µ

p2 − p1 + ρgh

h
. (8.47)
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где q представља запремински проток по jединици површине филтра13.
Jедначине (8.45) и (8.47) се могу применити само за филтер коначне

дебљине h и стога су ограниченог домета. Њихов диференциjални еквива-
лент, коjи има много ширу примену, има следећу форму:

q = −k

µ

∂h

∂z
= −k

µ

(
∂p

∂z
+ ρg

)
, (8.48)

коjа се у случаjу струjања кроз филтер у хоризонталном правцу своди на:

q = −k

µ

∂h

∂z
= −k

µ

(
∂p

∂z

)
,

Међутим, оваj облик Дарсиjевог закона ниjе довољан за опис струjања
кроз непрекидну средину jер садржи три непознате величине: q, p и ρ.
За коначну формулациjу проблема неопходно jе познавати релациjу између
ρ и p—конститутивну jедначину ρ = ρ(p). Наjзад, jедначина коjа описуjе
проток флуида и коjа “затвара” наш систем jесте закон одржања масе:

P
∂ρ

∂t
= − ∂

∂z
(ρq), (8.49)

коjи jе модификован увођењем константе P коjа се зове порозност средине
и предтавља однос запремине “празног” простора у контролноj запремини и
саме контролне запремине. Jедначине (8.48) и (8.49) нас доводе до коначног
облика jедначине струjања флуида кроз хомогену порозну средину:

P
∂ρ

∂t
=

∂

∂z

{
ρ
k

µ

(
∂p

∂z
+ ρg

)}
(8.50)

Математичко моделирање струjања флуида кроз порозну средину нашло
jе своjу примену у анализи кретања подземних вода. Оваj проблем jе
од изузетног значаjа jер се подземним токовима може ширити загађење
земљишта. Осим тога, ови феномени су присутни и у проблемима филтрациjе—
пречишћавања воде коjе врши у уређаjима предвиђеним за ту намену.

Простирање звучних таласа
Звучни таласи представљаjу поремећаjе мале амплитуде коjи се прости-

ру кроз непрекидну средину. Овде ћемо посматрати простирање звука кроз
цев испуњену ваздухом и занемарићемо утицаj запреминских сила, f = 0.
Математички модел овог проблема ће чинити закон одржања масе (8.37) и
закон о промени количине кретања (8.40):

∂ρ

∂t
+

∂(ρv)

∂x
= 0;

∂

∂t

(
ρv

)
+

∂

∂x

(
ρv2 + p

)
= 0

(8.51)

13Иако има димензиjу брзине, проток q не представља брзину струjања флуида кроз
поре.
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Jедначине (8.51) образуjу систем од две jедначине чиjим решавањем
треба одредити поље густине ρ(x, t) и поље брзине v(x, t). Да би се систем
могао “затворити” притисак p се мора описати у функциjи ових величина
стања. Може се показати да он зависи само од густине:

p = p(ρ). (8.52)

Ова врста релациjа се у механици непрекидних средина назива конститу-
тивним jедначинама. Док закон одржања масе и закон о промени количине
кретања представљаjу законе понашања свих непрекидних средина, конс-
титутивним jедначинама се прецизира понашање сваке поjедине средине.

Уочимо наjпре да jедначине (8.51 поседуjу стационарно решење:

ρ = ρ0 = const.; v = v0 = const.; p = p0 = p(ρ0) = const.

За анализу простирања звучних таласа jе неопходно увести мале поремећаjе
стационарног решења, као код испитивања стабилности положаjа равноте-
же:

ρ(x, t) = ρ0 + ρ̃(x, t); v(x, t) = v0 + ṽ(x, t), (8.53)

док ће мали поремећаj притиска бити одређен са тачношћу до малих вели-
чина првог реда:

p(ρ0 + ρ̃) ≈ p(ρ0) +
dp(ρ0)

dρ
ρ̃. (8.54)

Уврштавањем израза (8.53)-(8.54) у jедначине (8.51) добиће се jедначине
коjе описуjу промену поремећаjа ρ̃(x, t) и ṽ(x, t). Пошто су они мали по
претпоставци, прва информациjа о њиховом понашању се може добити
анализом линеаризованих jедначина. То значи да се задржавамо на члано-
вима првог степена у односу на поремећаjе. Другим речима, добиће се:

∂ρ

∂t
=

∂

∂t
(ρ0 + ρ̃) =

∂ρ̃

∂t
;

∂

∂x
(ρv) =

∂

∂x

(
(ρ0 + ρ̃)(v0 + ṽ)

)
≈ v0

∂ρ̃

∂x
+ ρ0

∂ṽ

∂x
;

∂

∂t
(ρv) ≈ v0

∂ρ̃

∂x
+ ρ0

∂ṽ

∂x
;

∂

∂x
(ρv2 + p) ≈ ∂

∂x

(
(ρ0 + ρ̃)(v0 + ṽ)2 + p0 +

dp(ρ0)

dρ
ρ̃

)

≈ v20
∂ρ̃

∂x
+ 2ρ0v0

∂ṽ

∂x
+

dp(ρ0)

dρ

∂ρ̃

∂x
;

Друга важна претпоставка коjа се уводи jесте претпоставка да се звучни
таласи простиру као путуjући таласи брзином c. Путуjући таласи су
таласи коjи простиру кроз непрекидну средину не мењаjући при томе своj
облик. Математичка последица ове претпоставке jесте да се поремећаjи ρ̃
и ṽ могу приказати као функциjе jедне независно променљиве ξ = x− ct. У
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том случаjу се сви парциjални изводи претвараjу о обичне изводе по новоj
променљивоj:

∂ρ̃

∂t
=

dρ̃

dξ

∂ξ

∂t
= −c ρ̃′(ξ);

∂ρ̃

∂x
=

dρ̃

dξ

∂ξ

∂x
= ρ̃′(ξ);

∂ṽ

∂t
=

dṽ

dξ

∂ξ

∂t
= −c ṽ′(ξ);

∂ṽ

∂x
=

dṽ

dξ

∂ξ

∂x
= ṽ′(ξ).

Коришћењем добиjених резултата линеаризоване jедначине поремећаjа,
изведене из система (8.51), могу се свести на следећи облик:

(v0 − c)ρ̃′(ξ) + ρ0ṽ
′(ξ) = 0;

(
v20 − cv0 +

dp(ρ0)

dρ

)
ρ̃′(ξ) +

(
2ρ0v0 − cρ0

)
ṽ′(ξ) = 0.

(8.55)

Добиjене jедначине се могу третирати као хомогени систем линеарних ал-
гебарских jедначина по непознатим променљивим ρ̃′(ξ) и ṽ′(ξ). Као што jе
познато, оваj систем увек има тривиjално решење, ρ̃′(ξ) = 0, ṽ′(ξ) = 0, коjе
са становишта простирања путуjућих таласа ниjе интересантно. Са друге
стране, услов егзистенциjе нетривиjалног решења се своди на изjедначавање
детерминанте система са нулом:

∣∣∣∣∣
v0 − c ρ0

v20 − cv0 +
dp(ρ0)

dρ 2ρ0v0 − cρ0

∣∣∣∣∣ = 0,

чиjим се развиjањем добиjа карактеристична jедначина коjа се своди на
облик:

(v0 − c)2 − dp(ρ0)

dρ
= 0. (8.56)

Њеним решавањем се одређуjе брзина простирања путуjућег таласа:

c = v0 ±
√

dp(ρ0)

dρ
. (8.57)

Оваj резултат говори да постоjе два путуjућа таласа (поремећаjа)—jедан
коjи се простире испред тачака непрекидне средине, а други иза њих. Бр-
зина простирања звука jе заправо релативна брзина простирања поремећаjа
у односу на средину:

vzv =

√
dp(ρ0)

dρ
. (8.58)

Колика jе брзина звука у ваздуху? Мерења показуjу да она у уоби-
чаjеним условима износи vzv ≈ 340m/s. Да ли се резултат (8.58) слаже са
измереном вредношћу? Да би се ово проверило мора се познавати структура
конститутивне jедначине p = p(ρ), као и врста процеса—промене стања гаса
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коjа се одвиjа током простирања звука. Претпоставимо да jе стање гаса
одређено jедначином идеалног гаса:

p =
R

m
ρT, (8.59)

где jе R ≈ 8.3J/K универзална гасна константа, а m молекуларна маса.
Ако jе процес изотерман, T = const., онда важи p/ρ = p0/ρ0, па jе брзина
звука vzv =

√
p0/ρ0. За ваздух на собноj температури се тада добиjа vzv ≈

290m/s. Оваj резултат ниjе коректан зато што претпоставка о врсти процеса
ниjе била исправна. Наиме, током процеса простирања звука вариjациjе
притиска су сувише брзе да би температура могла остати непромењена.
Међутим, сабиjање и ширење гаса су такви да нема топлотних губитака—
процес jе адиjабатан. За такве процесе важи p/ργ = const., где jе γ однос
специфичних топлота гаса при константном притиску и константноj запре-
мини. За ваздух jе он приближно γ ≈ 1.4. У том случаjу jе брзина звука
vzv =

√
γp0/ρ0, што на собноj температури даjе очекивану вредност vzv ≈

340m/s.

Задаци

8.1 Материjална тачка масе m пуштена jе са висине h1 без почетне брзине.
После удара у подлогу се одбила и доспела на висину h2, h2 < h1. Одредити
коефициjент успостављања k између тачке и подлоге и губитак механичке
енергиjе током процеса судара.

8.2 Материjална тачка масе m избачена
jе брзином v0 у хоризонталном правцу
са висине h. Одредити домет хица d
под претпоставком да су отпори кретању
занемарљиви и упоредити са дометом хица
D када на тачку током кретања осим силе
тежине деjствуjе и сила отпора R = −mkv.
Напомена. Ова идеjа се примењуjе код
наjjедноставниjих комора за пречишћавање
ваздуха у коjима се врши сепарациjа честица
нечистоће од честица гаса захваљуjући деjству
гравитационе силе.
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8.3 Две материjалне тачке различитих маса m
и M (M > m) крећу се брзинама jеднаких
интензитета v0 по кружним жицама полупречника
R. Жице се налазе у хоризонталноj равни.
Одредити инерциjалне силе тачака током кретања
(центрифугалне силе) и упоредити их.
Напомена. Инерциjалне силе се користе
за сепарациjу честица нечистоће приликом
пречишћавања гаса у инерциjалним уређаjима -
циклонима.
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8.4 Материjална тачка масе M креће се праволиниjски
брзином v0. У неком тренутку она jе ударила у
материjалну тачку масе m коjа се налазила у стању
мировања. Претпостављаjући да jе судар био идеално
пластичан (k = 0) одредити брзину v1 система, коjи чине
ове две тачке, после судара.
Напомена. Оваj механизам се користи у влажним
коморама за пречишћавање ваздуха у коjима капљице
воде у ваздушноj струjи скупљаjу честице нечистоће.





9

Елементи динамике крутог тела

Под крутим телом се у механици подразумева материjални систем (дис-
кретан или непрекидан) код ког се растоjање између било коjе две тачке
не мења, константно jе, без обзира на деjства коjима jе тело изложено.
Иако круто тело представља апстрактан поjам—реална тела нису крута
него деформабилна у мањоj или већоj мери—оно може послужити као веома
добар модел приликом проучавања одређених видова кретања.

У овом делу текста ће бити изложени само основни елементи динамике
крутих тела. Они ће се односити на два основна вида кретања: трансла-
торно кретање и обртање око непокретне осе (ротационо кретање). Основне
jедначине динамике крутих тела ће бити изведене из општих закона дина-
мике материjалних система, а потом ће бити примењене у анализи неких
елементарних примера.

9.1 Транслаторно кретање

Транслаторно кретање jе наjjедноставниj вид кретања крутог тела. Оно
у многим своjим аспектима подсећа на кретање материjалне тачке. Његова
основна карактеристика jе да било коjа дуж уочена у телу током кретања не
мења своj правац. Ово своjство ће нам омогућити да многе карактеристике
транслаторног кретања опишемо на врло jедноставан начин.

Кинематика транслаторног кретања

Посматраjмо круто тело B коjе се слободно креће у простору. Нека
jе почетни положаj тела у тренутку t0 означен са B0 = B(t0). Кључне
кинематичке карактеристике транслаторног кретања могу се исказати на
следећи начин:

При транслаторном кретању све тачке тела описуjу истоветне траjек-
ториjе (коjе се могу довести до поклапања) и у сваком тренутку времена

255
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имаjу jеднаке брзине и убрзања (по правцу, смеру и интензитету).

Да бисмо ово показали уочимо у телу две тачке, A и B, и одговараjући
вектор ρAB коjи одређуjе релативни положаj тачке B у односу на тачку A.
Положаj ових тачака у односу на референтну тачку O током кретања jе
одређен следећом релациjом:

rB(t) = rA(t) + ρAB . (9.1)

Пошто jе вектор ρAB по претпоставци константан, из ове релациjе следи да
су траjекториjе тачака A и B истог облика, али транслаторно померене у
простору управо за вектор ρAB . Овим jе доказан први део тврђења.

A
0

B
0

A
1

B
1
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Диференцирањем jедначине (9.1) добиjа се следећа релациjа:

ṙB(t) = ṙA(t) + ρ̇AB .

Међутим, због константности вектора ρAB имамо:

ρAB = const. ⇒ ρ̇AB ≡ 0,

одакле следи веза између брзина тачака при транслаторном кретању:

vB(t) = vA(t). (9.2)

Ако добиjену jедначину диференцирамо jош jеданпут, добићемо везу између
убрзања тачака при транслаторном кретању:

v̇B(t) = v̇A(t) ⇒ aB(t) = aA(t). (9.3)

Jедначинама (9.2)-(9.3) доказуjе се други део тврђења.
Чињеница да све тачке крутог тела имаjу jеднаке брзине значаjно олак-

шава динамичку анализу. Довољно jе, наиме, уочити jедну репрезентативну
тачку тела. Описивањем њеног кретања биће у исто време описано и кре-
тање свих тачака тела коjе врши транслаторно кретање.

Динамика транслаторног кретања
Основне jедначине динамике транслаторног кретања биће изведене из

закона о кретању центра масе (8.15) и закона о промени момента количине
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кретања за центар масе (8.22). Прва jедначина представља непосредну
примену закона о кретању центра масе:

MaC = Fs. (9.4)

Jедина напомена се односи на одређивање масе и положаjа центра масе
код тела са непрекидно распоређеном материjом. Укупна маса, изражена
сумом (8.1), у случаjу крутог тела односи се на елементарне делове тела у
околини тачака Pi, чиjе су масе ∆mi:

M =
∑

B
∆mi,

а сумирање се односи на целу запремину тела. Финиjом поделом тела на
елементарне делове добиjа се ∆mi → dm, а сума постаjе интеграл по целоj
области коjу заузима тело:

M =

∫

B
dm.

Сличним поступком вектор положаjа центра масе (8.3) се тада одређуjе по
следећем обрасцу:

rC =
1

M

∑

B
ri∆mi →

1

M

∫

B
rdm.

Када jе у питању закон о промени момента количине кретања неопходно
jе наjпре израчунати укупан момент количине кретања тела у односу на
центар масе. Уочимо било коjу тачку крутог тела коjе врши транслаторно
кретање, на пример A. При транслаторном кретању она ће бити jеднака
брзини центра масе, vA = vC . То значи да jе, према jедначини (8.6),
релативна брзина тачке A у односу на центар масе C:

vAr = vA − vC = 0.

Одатле следи и да ће елементарни момент количине кретања у односу на
центар масе бити:

∆LC = ρA ×∆mvA = 0.

Како ово важи за све тачке крутог тела коjе врши транслаторно кретање,
укупни момент количине кретања ће бити идентички jеднак нули, као и
његов извод:

LC ≡ 0 ⇒ L̇C ≡ 0. (9.5)

Због тога се закон о промени момента количине кретања (8.22) у случаjу
транслаторног кретања своди на статичку jедначину:

Ms
C = 0. (9.6)

Уз истоветну аргументациjу коjа се односи на релативно кретање тачака
тела у односу на центар масе, може се показати да се кинетичка енергиjа
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материjалног система (8.7) при транслаторном кретању крутог тела своди
на:

Ek =
1

2
Mv2C . (9.7)

До истог резултата се може доћи и анализом основног израза за кинетичку
енергиjу материjалног система (8.5). Он ће се свести на:

Ek =
1

2

∑

B
∆miv

2
i =

1

2
v2C

∑

B
∆mi →

1

2
v2C

∫

B
dm =

1

2
Mv2C

при чему jе искоришћена чињеница да све брзине свих тачака тела при
транслаторном кретању jеднаке, а брзина центра масе jе усвоjена као њихов
репрезент.

Пример 9.1 Хомогени штап масе m положен jе на два кружна ваљка,
jеднаких полупречника, коjи се обрћу око паралелних оса у супротним сме-
ровима, као што jе на слици показано. Осе O1 и O2 ваљака налазе се у
хоризонталноj равни на растоjању 2l. Услед деjства сила трења, коjе се
jављаjу на местима додира штапа и ваљака, штап се креће. Одредити:

а) кретање штапа ако га на ваљке положимо тако да jе за x0 померен
у односу на симетрични положаj у односу на ваљке, а v0 = 0;

б) коефициjент трења µ ако jе познато да jе период осциловања штапа
T = 2s при l = 25cm.

Претпоставити да су силе трења пропроционалне силама притиска шта-
па на ваљак, а да jе константа пропорционалности—коефициjент трења
µ.

x

l l

mg

N
A

N
B

T
B

T
A

I На основу геометриjе тела (штапа) чиjе кретање посматрамо и карак-
тера веза коjе ограничаваjу његово кретање (ваљци са паралелним хоризон-
талним осама) може се унапред закључити да ће штап вршити транслаторно
праволиниjско кретање1. Због тога ћемо у вертикалноj равни, у коjоj се

1Да би се овакво кретање вршило мораjу бити испуњена два услова: оса штапа током
кретања мора бити нормална на осе ваљака (мора се налазити у равни нормалноj на осе
ваљака) и штап све време мора бити у додиру са ваљцима (не сме се одвоjити од веза).



9.1 Транслаторно кретање 259

штап креће, уочити Декартов координатни систем чиjа се оса x поклапа
са осом штапа, а оса y jе постављена симетрично у односу на осе ваљака.
Тада jе положаj центра масе штапа одређен вектором положаjа rC = x i,
jер jе y = 0 = const. током кретања. Отуда ће убрзање центра масе и
одговараjући почетни услови бити одређени следећим релациjама:

aC = ẍ i; (а)
r(0) = x0 i; v(0) = v0 i = 0. (б)

Jедина активна сила коjа деjствуjе на штап jесте сила тежине mg =
−mg j. Међутим, после ослобађања штапа од веза (ваљака) мораjу се увести
реакциjе веза. У овом случаjу то су нормалне реакциjе ваљака у тачкама
додира NA = NA j и NB = NB j и силе трења TA = TA i и TB = −TB i.
Пошто су нормалне реакциjе истих интензитета као силе притиска, по прет-
поставци задатка важиће следеће релациjе:

TA = µNA; TB = µNB . (в)

Основне jедначине динамике транслаторног кретања су закон о кретању
центра масе (9.4) и закон о промени момента количине кретања за центар
масе, коjи се своди на (9.6). У овом проблему jедначина (9.4) постаjе:

maC = mg +NA +NB +TA +TB ,

чему одговараjу две скаларне jедначине:

mẍ = TA − TB ; (г)
0 = −mg +NA +NB . (д)

Jедначини (9.6) одговара само jедна скаларна jедначина коjа гласи:

Ms
C = −NA(l + x) +NB(l − x) = 0. (ђ)

Сада (а), (в), (г), (д) и (ђ) чине затворен систем jедначина за одређивање
кретања x(t) и реакциjа веза NA, NB , TA и TB .

Ако се jедначина (ђ) реши по jедноj од непознатих сила, на пример NB :

NB = NA
l + x

l − x
, (е)

и таj резултат уврсти у jедначину (д), може се одредити реакциjа NA у
функциjи положаjа центра масе:

NA = mg
l − x

2l
. (ж)

Коришћењем ове релациjе, из jедначине (е) добиjамо:

NB = mg
l + x

2l
. (з)
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Уврштавањем ових резултата у Кулонове законе (в) добиjаjу се силе трења
у функциjи положаjа центра масе:

TA = µmg
l − x

2l
; TB = µmg

l + x

2l
. (и)

Jедначина (и) нам сада омогућуjе да, полазећи од диференциjалне jедначине
кретања (а), формирамо jедначину у коjоj ће jедина непозната величина
бити x(t):

mẍ = µmg
l − x

2l
− µmg

l + x

2l
= −µmg

x

l
,

односно:
ẍ+

µg

l
x = 0. (j)

Опште решење jедначине (j) гласи:

x(t) = C1 cos

(√
µg

l
t

)
+ C2 sin

(√
µg

l
t

)
.

Интеграционе константе одређуjемо коришћењем почетних услова (б), x(0) =
x0, v(0) = ẋ(0) = 0, одакле следи:

x(t) = x0 cos

(√
µg

l
t

)
,

чиме jе одређено кретање штапа.
Период осциловања штапа T jе одређен релациjом:

T =
2π√
µg/l

,

одакле се може изразити коефициjент трења µ:

µ =
l

g

(
2π

T

)2

.

На основу података датих у тексту задатка може израчунати приближна
вредност коефициjента трења µ ≈ 0.25. J

9.2 Обртање око непокретне осе

За круто тело кажемо да се обрће око непокретне осе ако постоjи правац
у телу коjи током кретања тела мируjе2. Таj правац се назива оса обртања.
Услов непокретности неког правца наjчешће се физички остваруjе помоћу
веза—аксиjалног и радиjалног лежишта3.

2Може се показати да jе за констатовање обртања око непокретне осе довољно уочити
две тачке тела коjе током кретања мируjу. Тада ће мировати и све тачке коjе се налазе
на правоj одређеноj уоченим тачкама.

3Аксиjално лежиште не допушта померање везане тачке ни у jедном правцу, док
радиjално спречава померање тачке у било ком правцу нормалном на осу обртања.
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Кинематика обртања око непокретне осе

Означимо непокретну осу око коjе се тело обрће са z и уведимо друге
две осе непокретног Декартовог координатног система Oxyz. Уочимо и
други, покретни координатни системOx1y1z1 коjи се креће заjедно са телом,
причему се оса z1 поклапа са осом z. Jасно jе да ће положаj покретног
координатног система у односу на непокретни бити одређен углом ϕ коjи
покретне осе образуjу са непокретним4. Угао ϕ се зове угао обртања крутог
тела.

Пошто угао обртања на jединствен начин одређуjе положаj крутог тела,
параметарска jедначина обртања крутог тела око непокретне осе jе:

ϕ = ϕ(t). (9.8)

Први извод угла обртања по времену jесте угаона брзина крутог тела:

ω(t) = ϕ̇(t) =
dϕ

dt
(t). (9.9)

Смер угаоне брзине одговара смеру обртања крутог тела у посматраном
тренутку времена t. Jединица мере за угаону брзину jе rad/s, односно s−1.
Ова кинематичка карактеристика се може описати помоћу вектора коjи има
правац осе обртања и усмерен jе у ону страну из коjе се обртање види као
обртање у позитивном математичком смеру:

ω = ω(t)k. (9.10)

Други извод угла обртања по времену, односно први извод угаоне брзине,
jесте угаоно убрзање крутог тела:

ε(t) = ω̇(t) =
dω

dt
(t) = ϕ̈(t) =

d2ϕ

dt2
(t). (9.11)

И њему се се може придружити одговараjући вектор коjи има правац осе
обртања:

ε = ω̇ = ω̇(t)k = ϕ̈(t)k. (9.12)

Смер вектора угаоног убрзања зависи од карактера промене угаоне брзине:
ако jе извод угаоне брзине (9.11) истог знака као угаона брзина (9.9), онда
ће смерови вектора угаоне брзине и угаоног убрзања бити исти; ако су
различитог знака, смерови вектора угаоне брзине и угаоног убрзања ће
бити различити5.

Угаона брзина и угаоно убрзање представљаjу глобалне карактеристике
обртања крутог тела око непокретне осе. То значи да оне важе за круто

4Угао ϕ се мери од непокретне осе ка одговараjућоj покретноj, на пример од осе Ox
до осе Ox1, у позитивном математичком смеру посматрано из врха осе обртања Oz. Он
уjедно представља угао коjи покретна раван Ox1y1 образуjе са непокретном равни Oxy.

5Ако су смерови вектора ω и ε исти, тело врши убрзану ротациjу, а ако су различити,
успорену.
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тело као целину, независно од тачака тела у коjима ћемо их посматрати.
Поред тога, стање кретања тела у било ком тренутку времена t одређено jе
тренутним вредностима угла обртања ϕ(t) и угаоне брзине ω(t).

Све тачке крутог тела коjе се обрће око непокретне осе, осим оних
коjе се налазе на самоj оси обртања, описуjу кружне траjекториjе у равни
нормалноj на осу обртања. Центар круга коjи ове тачке описуjу налази се на
оси обртања, а полупречник h му jе jеднак нормалном растоjању поматране
тачке од осе. Кинематичке карактеристике кретања тачке по кругу су
анализиране у Примеру 4.4. Добиjени резултати се могу непосредно при-
менити за одређивање брзине и убрзања тачке P коjа припада телу коjе се
обрће око непокретне осе. Брзина тачке ће бити:

v(t) = v(t)et = h ϕ̇(t)et = hω(t)et, (9.13)

док ће убрзање бити разложено на тангентну и нормалну компоненту:

a = atet + anen = h ϕ̈(t)et + h ϕ̇2(t)en = h ε(t)et + hω2(t)en. (9.14)
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Слика 9.2: Обртање крутог тела око непокретне осе

Jедначине (9.13) и (9.14) показуjу да брзина и убрзање сваке тачке крутог
тела зависе од њеног положаjа—односно растоjања тачке од осе обртања.
Због тога се за њих каже да представљаjу локалне карактеристике обртања
око непокретне осе. Ипак, постоjи величина везана за ове карактеристике
коjа не зависи од положаjа—угао θ коjи вектор убрзања образуjе са правцем
нормале на траjекториjу, а коjи jе одређен следећом релациjом:

tan θ =
at
an

=
ε

ω2
.

Веза између глобалних и локалних карактеристика кретања jе у jедначи-
нама (9.13)-(9.14) исказана у скаларном облику. Она може бити изражена
и у векторском облику применом Оjлерове теореме. Ако се положаj тачке
P тела коjе се обрће око непокретне осе одреди вектором положаjа r =
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x1i1+y1j1+z1k1, при чему jе k ≡ k1, онда jе тренутна брзина тачке одређена
jедначином:

v = ω × r = −y1ω i1 + x1ω j1. (9.15)

Убрзање тачке P се добиjа диференцирањем Оjлеровог обрасца (9.15) по
времену:

a = ε× r+ ω × v. (9.16)

Први члан у jедначини (9.16), ε × r, представља тангентно убрзање, док
други члан, ω × v, представља нормално убрзање тачке P . Лако се може
показати да ће интензитети брзине и убрзања бити истоветни као у jедна-
чинама (9.13)-(9.14) ако се узме у обзир да важи h2 = x2

1 + y21 .

Динамика обртања око непокретне осе
За описивање динамике ротационог кретања користе се, као и код транс-

латорног, закони о кретању центра масе (8.15) и о промени момента количине
кретања, али овога пута за непокретну тачку (8.21). Међутим, за извођење
диференциjалне jедначине кретања довољно jе искористити проjекциjу jед-
начине (8.21), L̇O = Ms

O, на осу обртања тела, чиме се добиjа:

L̇z = Ms
z . (9.17)

Изведимо наjпре, на jедан упрошћени начин, израз за момент количине
кретања крутог тела у односу на осу Oz. Посматраjмо елементарни део
крутог тела масе ∆mi у околини тачке Pi коjа се налази на растоjању hi

од осе обртања. Вектор количине кретања ∆Ki = ∆mivi нормалан jе на
полупречник круга коjи посматрана тачка описиjе током ротационог крета-
ња тела, па се момент количине кретања ∆Lzi може израчунати као момент
вектора количине кретања за центар круга—траjекториjе тачке Pi:

∆Lzi = hi∆Ki = hi(∆mihiω) = ∆mih
2
iω,

при чему jе искоришћена jедначина (9.13) за брзину тачке. Укупан момент
количине кретања за z−осу се добиjа сабирањем момената количина крета-
ња свих елементарних делова/footnoteПриметимо да се растоjање hi мења
од тачке до тачке крутог тела коjе посматрамо.:

Lz =
∑

B
∆Lzi = ω

∑

B
h2
i∆mi.

Са финиjом поделом тела на елементарне делове добиjамо ∆mi → dm, а
сума постаjе интеграл рачунат по целоj запремини тела:

Lz = ω

∫

B
h2dm.

Овде се уводи jедна нова величина—момент инерциjе Jz крутог тела за осу
обртања—коjи представља меру за инерциjу тела при ротационом кретању:

Jz =

∫

B
h2dm. (9.18)
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На таj начин момент количине кретања крутог тела може бити записан као
производ момента инерциjе и тренутне угаоне брзине:

Lz = Jzω = Jzϕ̇. (9.19)

Уочимо да постоjи потпуна аналогиjа између израза за количину кретања
тела при транслаторном кретању и момента количине кретања при рота-
ционом кретању: маса као мера за инерциjу при транслациjи замењена
jе моментом инерциjе при ротациjи, док jе брзина транслаторног кретања
замењена угаоном брзином крутог тела.

Диференциjална jедначина (9.20) обртања тела око непокретне осе може
се коришћењем израза (9.19) записати у облику:

Jzε = Jzϕ̈ = Ms
z . (9.20)

И код ње се може успоставити аналигоjи са jедначином ѕа транслаторно
кретање: убрзање центра масе замењено jе угаоним убрзањем тела, а ре-
зултуjућа спољашња сила резултуjућим спрегом за осу обртања.

Кинетичка енергиjа елементарног дела крутог тела има следећи облик:

∆Eki =
1

2
∆miv

2
i =

1

2
∆mih

2
iω

2,

Укупна кинетичка енергиjа се одређуjе применом израза (8.7) за кинетичку
енергиjу материjалног система:

Ek =
∑

B
∆Eki =

1

2
ω2

∑

B
h2
i∆mi.

Као у случаjу момента количине кретања и овде ће сума прећи у интеграл
рачунат по целоj запремини, тако да ће се добити:

Ek =
1

2
ω2

∫

B
h2dm =

1

2
Jzω

2. (9.21)

Овде jе поново згодно уочити аналогиjу између ове jедначине и израза
(9.7) за кинетичку енергиjу транслаторног кретања крутог тела. Постоjи
директна кореспонденциjа између мера за инерциjу—масе M и момента
инерциjа Jz—као и између величина стања кретања—брзине центра масе
vC и угаоне брзине ω.

Задаци
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9.1 Терет P , коjи може да се креће у вертикалном
правцу, окачен jе о нерастегљиво уже намотано на
добош полупречника r = 0.2m. Добош jе коаксиjално
круто споjен са диском полупречника R = 0.4m коjи
се обрће око непокретне осе. Параметарска jедначина
кретања терета гласи: x(t) = 2(t2+ t). Одредити угаону
брзину и угаоно убрзање диска, као и брзину и убрзање
тачке коjа се налази на ободу диска у тренутку t1 = 1s
од почетка кретања. P

r

R

x

1

2

r
1

r
2

R

j
1

9.2 Зупчаник 1 полупречника r1 = 15cm, коjи
се обрће око непокретне осе по закону ϕ1(t) =
t2−2t, спрегнут jе са зупчаником 2 полупречника
r2 = 10cm. Оваj зупчаник jе коаксиjално споjен
са добошем полупречника R = 30cm. Одредити
угаону брзину и угаоно убрзање добоша и брзину
и убрзање тачке на ободу добоша у тренутку t1 =
1s од почетка кретања.

9.3 Зупчаници 1 и 2 са спољашњим спрезањем,
пречника D1 = 7cm и D2 = 28cm респективно,
обрћу се око непокретних оса. Зупчаник 1 се
обрће jеднолико са n1 = 800o/min. Одредити
угаоне брзине зупчаника, брзине и убрзања
тачака додира два зупчаника и броj обртаjа n2

зупчаника 2. Колико jе преносни однос i = ω2/ω1

овог зупчастог пара.
D

1

D
2

n
1

1

2

D
1 D

2

d

P

1

2
n

1

9.4 Ремени преносник чине два диска
повезана бесконачним ременом, како jе
наслици приказано. Диск 1, пречника
D1 = 30cm, обрће се jеднолико са
n1 = 250o/min. За диск 2, пречника
D2 = 75cm, коаксиjално jе заварен
добош пречника d = 25cm. На добош
jе намотано лако нерастегљиво уже о
чиjи jе слободан краj окачен терет P .
Одредити кретање терета.
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9.5 Два зупчаника са спољашњим спрезањем,
полупречника r1 = 12cm и R = 60cm, обрћу
се око непокретних оса како jе на слици
показано. Зупчаник 2 jе круто споjен са
добошем полупречника r2 = 30cm на коjи
jе намотано нерастегљиво уже на чиjем се
краjу налази терет P . Ако се зупчаник
обрће jеднолико угаоном брзином ω1 = 5s−1

одредити кретање терета.

1

2

r
1

R

P

r
2

w
1

O

C

m J,

b

j

9.6 Физичко клатно. Круто тело масе m и момента
инерциjе J за осу коjа пролази кроз центар масе C
може да се обрће око непокретне хоризонталне осе O.
Веза у тачки O jе остварена помоћу цилиндричног
зглоба, а растоjање центра масе од осе обртања jе OC =
b. Користећи закон о кретању центра масе и закон
о промени момента количине кретања за непокретну
тачку формирати диференциjалне jедначине кретања
овог тела и одредити реакциjе цилиндричног зглоба у
функциjи угла обртања ϕ.

9.7 Терет P масе m окачен jе о лако нерастегљиво уже
коjе jе намотано на лаки добош полупречника r. Добош
jе коаксиjално заварен за диск полупречника R и масе
M коjи може да се обрће око непокретне хоризонталне
осе коjа се поклапа са осом диска. Користећи закон
одржања укупне механичке енергиjе одредити брзину
и убрзање терета у зависности од његовог положаjа.
Претпоставити да jе систем започео кретање из стања
мировања. P

r

M R,
x

m
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x

1

2

P

m r,

M R,

b
M

9.8 Ремени преносник сачињен jе
од дискова 1 и 2, полопречника r и
R и маса m и M респективно. За
диск 2 коаксиjално jе заварен лаки
добош полупречника b. На добош jе
намотано лако нерастегљиво уже о
чиjи jе слободни краj окачен терет
P масе mP коjи се спушта. На
диск 1 деjствуjе кочиони момент M
константног интензитета у смеру
приказаном на слици. Применом
закона о промени енергиjе одредити
брзину терета у зависности од његовог
положаjа, претпостављаjући да jе
брзина терета у почетном тренутку
била v0. Колики би требало да буде
кочиони момент да би се терет спуштао
константном брзином?

9.9 На цилиндар масе M и полупречника R,
коjи може да се обрће око хоризонталне осе
коjа се поклапа са осом цилиндра, намотано
jе лако нерастегљиво уже. О слободни краj
ужета окачен jе терет P масе m. На цилиндар
деjствуjе погонски момент (спрег сила) M коjи
омогућиjе подизање терета. Ако jе терет започео
кретање почетном брзином v0, применом закона
о промени енергиjе одредити брзину терета у
зависности од положаjа. Колики би требало да
буде погонски момент да би се терет подизао
константном брзином?

x

P

O

M R,m

M

x

1

2
m  R1 1,

m  R2 2,

P
M

r

9.10 Систем крутих тела образуjу зупчаници
1 и 2, полупречника R1 и R2 и маса m1 и
m2 са спољашњим спрезањем. На диск 2 jе
коаксиjално заварен лаки добош полупречника
r. На добош jе намотано лако нерастегљиво
уже о чиjи jе слободни краj окачен терет
P масе M . Систем jе започео кретање из
стања мировања. Применом закона одржања
енергиjе одредити угаону брзину и угаоно
убрзање зупчаника 1 у зависности од положаjа
терета.
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9.11 На диск масе M и полупречника R, коjи
може да се обрће око совjе непокретне хоризонталне
осе симетриjе, коаксиjално jе заварен лаки добош
полупречника r. На добош jе намотано лако
нерастегљиво уже о чиjи jе слободни краj окачен
терет масе m коjи се спушта. На диск деjствуjе
кочиони момент (спрег сила) M константног
интензитета у смеру приказаном на слици. Терет
jе започео кретање брзином v0 усмереном на доле.
Одредити брзину терета у зависности од положаjа
применом закона о промени енергиjе. Одредити
пут коjи ће терет прећи од почетка кретања до
заустављања.

P

r

M R,
x

m

M
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