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NMpearosop

Kmura koja je mpes Bama nncana je 3a cTynaeHTte ojiceka 3a VHKeHmHEpCTBO
3amture XKUBOTHe cpeqimHe Pakysrrera Texundkux Hayka y Hosom Casy. Hben
caapxkaj je yckaaben ca macraBHuM mporpamom mpegmera OCHOBe MeXaHUKe
KOjU CTYJIEHTH OBOT' oficeKa mpare TokoM I cemecrpa crynuja ca dhomom yacoBa
3+ 2. On je mpuiarohen n 09eKMBAHOM 3HAIGY CTYAEHATA U3 JPYTUX MPEIMETA
KOJH C€ MOI'Yy CBPCTATH y OCHOBHE TEXHHUYKE JIMCIUIUIMHE, Ka0 HITO Cy MaTeMa-
tuka n dusnka. llopen Tora, Hamepa ayTopa je Owia Ja CTYAEHTHMA MPYIKe
OCHOBE U yKaKy Ha IIPaBIle Jajber ycaBpIlaBarba KOju he UM OHTH 0J] KOPUCTH
y JAPYTUM IIpeiMeTuMa Koje he MpaTuTu TOKOM CTY/Hja, IPBEHCTBEHO MMajyhu
na ymy OcnoBe mexanuke diuymnma, OcHoBe TepMoguHamMuKe U Pacrnpoctuparme
ropemehaja. YBOJHO IOTJIABJbE U IIPBU JIE0 KIbUTE, KOJU Ce OJHOCH HA CTATHUKY,
nanucao je npod. Parko Maperuh, a apyru meo Kibure, KOju ce OJHOCH HA
JUHAMUKY, Hamnucao je npod. Cpbomsyd Cumuh.

OBa Kbura mpezcTaBiba IUIOJ [ETArOIIKOr AHIAXKOBAha ayTopa ¥ PaIy ca
crynenTuMa VHKemepeTBa 3allITUTE 2KUBOTHE cpejuHe. Bumeronumimu paj ca
IBbUMA je TIOMOTIao JIa Ce IpeMeT 000raTu Caip:KajiuMa KOju MOTY IIPEJICTaB/baTh
MOCT Ka IIPObJIeMUMa KOjU Cy OJf HHTEpeca y OBOj CTPYIIH.

IIporiec pedopMy HacTaBHUX IJIAHOBA M IPOrpaMa Ha YHUBEP3UTETUMA Yy
Cpbuju yanmamno je TpaHchOpPMAIMjy TpPEIMeTa MEXaHHKe HYKHOM U TO Y pe-
JIATUBHO KPDATKOM BPEMEHCKOM DOKY. ¥ IIOCTH3ay BHUCOKHX CTaHJapia KOju
ce y OBOM IIPOIIECY 3aXTEBAjy BEJUKH IIOJICTPEK HAIIUM HAIOpUMa YHUHUIA je
oJIpIKa JJooujena kKpo3 npojekar y okpupy CDP+ mporpama koju je moapao
WUS Austria. AyTopu Kopucre 0By NPUINKY Ja N3pa3e 3aXBAJHOCT U HATJIACE
3Ha4aj OBOT BHJIA CApaJIfbe.

WNako je 3mavyajaH HAIIOD YJIOXKEH y OCMHUIIL/BABAILE CAJIPXKAja OBE KIbUTE,
CUT'YPHO je Jia y 0] HOCTOje IPOIyCTH Koju O6u ce y Oyayhum n3jamumMa MOTIIN
n36ehu. Ayrtopm he crora 6urtu 3axBainn cBuMa Koju he cBOjuM mpuMeabaMa m
cyrecTrjaMa YYUHUTH JIa Ce YOUeHe I'DEIKe UCIIPaBE.

Cpbospy6 C. Cumuh

Hosu Can, dbebpyap 2007. Parko B. Maperuh
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1

VBog,

Mexanuka je HayKa Koja IpoydaBa KpeTarhe Tesa, Kao u Mmehycobna jejcrsa
u3Mehy Tesia Koja 3a IOCJIEIUIly MMajy KpeTaibe Tejia. LTOKOM CBOI' pa3Boja
MexaHHKa ce I10/Ie/InjIa Ha Bulle 3acebHux neianna. Kiacudana Mexanuka ce 6aBu
rojaBaMa y KOjuMa je Op3nHa KpeTama Tejla Majia y OJJHOCY Ha OP3UHY CBETJIOCTH
Koja m3ocu oko 3 x 10° km/s. IlojaBaMa npm KojuMa je 6p3uHa KpeTama Teja
yIOpeuBa ca OP3MHOM CBETJIOCTH OABH CE PEJATHBUCTUYKA MEXAHUKA, JTOK CE
nojaBama Koje Cy Be3aHe 33 MUKPOCTPYKTYDPy Marepuje (aromu) GaBu KBAHTHA
MEeXaHUKa.

Y oBoMm Kypcy he Ouru pedn camo o KiacudHoj mexaHuim. Vako mocroje
OrpaHMYeba 3a MPUMEHY KJIACHYHE MeXaHWKe, UIAK je OHA Ca OJJIMIHOM Tad-
Horthy npuMmernuBa 3a BehuHy mporeca ca Kojuma ce cycpehieMo y cBakoIHEBHOM
JKUBOTY U MHKEHEPCKO] IIPAKCH.

YHyTap MeXaHUKe IOCTOjHU I0JIeIa U Ha CTATUKY, KHHEMATHKY U JINHAMHUKY.
CraTuka mpoydaBa Teja KOja Cy y CTaiby MHDPOBAIba, OJHOCHO YCJIOBE KOJU CY
IIpU TOMe HCHyIbeHHn. Kumemarnka ce Ha I€OMETPHjCKM HAdWH, 0e3 3ayaKkerba
V y3pOKe, 6aBu KperameM Tesa. 1IpoydyaBameM KpeTama Teja, Kao U y3pOIMa,
KpeTama 0aBU ce JMHAMUKA.

1.1 OcHoBHM NOjMOBN MexaHUKe:
KpeTarbe, NPOCTOpP, BPeMe U maca

Ilonm xperamem Tesa ce HmoJpa3yMeBa IIPOMEHA II0JIOXKaja Tesa y IPOCTOPY
ToKOM BpeMeHna. Jla Ou ce MOrJIO mpOyvIaBaTH KpeTame HEKOT Teja, Koje he ce
3BaTH MIOCMATPAHO TEJIO, TIOTPEOHO je UMATH JOII jeJIHO TeJIO Y OJHOCY Ha KOora
ce TO KpeTame ocMarpa. Taja ce moji KpeTameM II0/Ipa3yMeBa MoMeparhe Tela,
4qnje ce KpeTame II0CMaTPa, y OJIHOCY Ha TEJIO KOje Ce IIPOTJIAIaBa 38 HEIIOKPETHO
TeJIO. YKOJIMKO Ce MOCMAaTpa KpeTarhe Ha HOBPIINHU, WA y OJIU3UHU 3eMIbe
Hajyenihe ce ynmpaBo OHa ycBaja Kao HeloKpeTHO Teso. Mehyrum, Oyayhu ma
ce u 3emsba kpehe, mpu mpoyvaBamy KpeTamba Tenaa yaytap CyHueBoOr cucrema,
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Ka0 HEMOKPETHO Tejio ce 0budHo KopucTu CyHIlE MM TAKO3BAHE HEIOKPETHE
3Be3/1e, TO jecT 3Be3jie Koje cy BeoMa yaasbene ox CyHUeBOr cucreMa U 4mje je
KpeTame Ha HeOy 3aHEMapJbUBO y TOKY Da3/00/ba MEPEHOI' PEIUMO JIyKHHOM
JbY/ICKOT JKMBOTHOT BEKa. 3a MHOTO Jy2Ka BPEMEHCKa pa3fob/ba HE OBE 3BE3/e
ce He MOI'y yCBOjUTH KaO HeIOKpeTHe. PejlaTmBHCTHYKa MEXaHHKa CMaTpa Ja
aIICOJIyTHO HEIIOKPETHO TeJIO He IIOCTOjH.

Y mpakTUYHUM U TEOPUjCKUM TpobeMuMa OOUYHO U He MOCTOjH KOHKPETHO
HEIIOKPETHO TeJjIo Beh 1heroBy y/iory nmpeysnMa HeITOKPEeTHI KOOP/IMHATHU CUCTEM.
V MexaHUIM ce KpeTaibe rmocmarpa y EyKimiIckoM mpocTopy. 3a Mepeme pac-
TOjaba e KOPUCTH jeUHUNA MeTap (m).

Bpeme y KIaCHYHO] MEXaHWIM CMATPAMO AICOJYTHUM W HE3ABMCHUM O]
mporieca KpeTtama Tesia. BpeMe je peasina HeHEraTUBHA CKAJapHA BEJIUYINHA KOja
HEIIPEKW/IHO PACTE U MCTO je y CBUM JieJioBuMa mpoctopa. OHo ce y jeHadnHaMa,
MexaHuKe (YKOJIMKO TIOCTOjU KpeTambe) jaBba Kao HE3aBUCHO IIPOMEH/bUBA Be-
JMYMHA. JeJMHUIA 38 BpeMe je CekyHI (S).

Y MexaHHIH, OJHOCHO y I-EHOM JIeJIy KOjU ce Ha3WBa, JUHAMHUKA, C€ TeJy
npUIpYXKyje n mojam mace. Maca Teja MpeICcTaB/ba HEHETATUBHY CKAJIAPHY
BesimanHy unja je jeqmauna xkusorpam (kg). Maca je mepa mHEpTHOCTH Tea,
OJIHOCHO OHA je 3a HeKO TeJsio Beha YKOJIMKO je TO Teso, y yCcJIoBIUMa 0e3 OTIopa,
TexKe NOKPEHYTH U3 CTaba MUPOBamba, WM T'a 3ayCTABUTH YKOJHMKO ce Kpehe.
Ha nosprmmnn 3emibe Maca Tesa je MpOmOPIMOHAIHA FHer0BOj TEYKIHU.

O6jekTn nNpoy4aBarba y MexaHULUM

O6jexTH KOju ce TIPOydaBajy y MEXaHUIM Cy MaTEePHjaJTHA TeJIa U MaTepu)jaJ-
He Ta4dKe, Kao U CUCTEMU KOjI/I CaIpzKe BUuIlle rejia u (I/I.]'II/I) I\JaTepI/IjaJIHI/IX TadaKa.
Ilox MaTepujaHIM TEJIOM Ce TOAPa3yMeBa JIe0 IPOCTOPA KOJH je UCIIYIHEeH MaTe-
pujoM. Y ciydajy Ja auMensuje (BeJInduHa) Tesia He YTUIy Ha HerOBO KPETarhe
YBOJIU Ce II0jaM MaTepHujaJiHa TadKa, IPU YeMy ce JuMeH3uje 3anemapyjy. Ha to,
Ja ju he ce TeIo cMaTpaTH TAYKOM IO IIPABUJIY He YTHYe caMa BeJIMYMHA TeJla,
Beh 0 KakBOM ce Kperamy paan. Tako, Ha IpUMep, IPU KPETamy 3eMJbEe OKO
Cyuna, wim CyHIia 1o HaIoj rajgakcuju Mitednu myT oBu ce o6jekTu 6e3 003upa
Ha CBOjy BEJIMYMHY IIOCMaTpajy Kao marepujajHe tadke. C apyre crpase Ipu
KpeTamy aToMa U MOJIEKYJIa, U KOTPJbakkby KJIMKEPa I10 CTOJIy BOJIU CE PadyHa
7 0 00JIUKY OBHX ODOjeKaTra, OJHOCHO OHH Ce IOCMATPajy Kao MaTepujasiHa TeJa.

Tpeba HamoMeHyTH 18 ¥ HOjeJUHAM IPOOIEMIMa MEXAHUKE, IOTOTOBY OHUM
KOjU ce IIPOoyvaBajy y JejIy MeXaHuKe I10/1 HA3NBOM KMHEMATHUKA, MOTY KOPUCTUTH
TeJla U TadKe, KOJU HEMajy aTpuOyTe MaTepujajiHo. Tako ce, Ha IPHUMED, MOTy
npoyuasaru GUrype u Taduke Koje HACTAjy Ha eKpaHy (3UJLy U CJIUIHO) OCBET/ba-
BaIbEM HEKUM IOKPETHUM U3BOPOM CBETIOCTH (pedIeKTOPOM, JIACEPOM UT/L.), &
3a Koje ce He MOxKe pehn 1a cy y MEXaHHYKOM CMUCJYy MaTepujasiHe IPUPOJE.
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1.2 MexaHu4ko aejcTBo

Marepujasaa Tela 1 MaTepHjaJHe TadKe MOI'Y Ha Pa3InduTe HAYUHE JIeJI0-
Batu u3Mely cebe. Ha mpumep, jesiHO Teslo MOXKe 3arpeBaTH WJIM OCBETJbaBaTH
ocraja Tejla, ajJd TaKaB YTHIAj ce He CBPCTaBa y MeXaHHYKO JejcTso. [a
OU IMOCTOjAJI0O MEXaHHIKO JejCTBO m3MeDy MaTepujajHuX Tejia MOpa ce, IO,
yTHIIajeM TOT JEejCTBa, KAO IOCIEIUIA jJaBUTU IIPOMEHA HAYUHA KpeTarmbha WJIN
MUpOBama Tesa. MeXaHndKo JIejCTBO ce MOXKe OCTBAPHUTH KAKO Y HEIIOCPEIHOM
JIOAUPY TeJla, TAKO U Ha JabuHy (6e3 qoaupa). Penumo, yKOIMKO Ha XKeJIe3HUIKA
BaroH KOjU Ce HaJIa3W y CTamy MUPOBamba Ha IPY3U HAJIETH JIOKOMOTHBA OHA
he, npu TakBOM JOAMDY, IIPOMEHHUTH FHETOBO CTahe MHDPOBaibha U IOKPEHYTH
ra. Ha cimyan HauwH, NIpHWIMKOM MaHeBpucama U dhopMupama KOMIO3UIHjE,
BaroH ce MOXKe TYPHYTH TaKO Ja Ce N3BECHO BpeMe CaMOCTaJIHO Kpehe. YKOJIMKO
HA Bera y TOM CJIydajy HaJeTd JIOKOMOTUBa (OleT y HeHOCPEeJIHOM IOJupy )
ona he IPOMEHUTH HEroB HAYMH KpeTama (6p3uny). Kao npumep MexaHHIKOr
JlejCTBA Ha JIAJBIHY MOXKe Ce HABECTH yTHIaj eJeKTpoMartera (y dmje HaMoTaje
je IymITeHa eJeKTPpUYHA CTPyja) Ha [apye MeTaja Koje HUje y JIOJUPY ca eJeK-
tpomarHeToM. IIpu Tome hie eleKTOMArHeT NOKPEHyTH Iapye MeTasa U IpuByhu
ra ka cebu, a TakBo JiejcTBO he OuTn 00aB/bEHO HA MabUHYy O€3 IOoaupa.

Kao cnenmjanna mocieauna MeXaHUYKOr JlejCTBa II0jaBJbyje Ce U IIPOMEHa
obuinka Tesia. MehyTuMm u npomena o0IuKa Tejia IpeJCTaB/ba je/IaH BU KPeTabha
JIeJIOBa, TeJa, 0J1 KOjUX je IOCMATPAHO TEJIO CACTABJHEHO.

Cuna

Kao mepa mexanmukor jejcrBa yBogu ce mojam cuiie. Cuiia ce 1ojaBibyje
[P MEXAHUYIKOM JI€JCTBY U JIOBOJM JIO IIPOMEHE KpeTarba MU MUPOBakba TeJla.
Cuita je BEKTOPCKa BeJIMYNHA KOja je ompeljeHa cBOjUM MHTEH3UTETOM, PABIEM
u cmepoMm. Cryie MOTY BPINATH JIjCTBO HA jeIHY TAUKY KOja ce HA3WBa HAIIAIHA
Tadka, a TaKBa CHUJIA je KOHIleHTpucaHa cmia. MelyTuMm, cuiia Moxke BpIIUTH
JIEjCTBO U 110 M3BECHOj OTPAHUYICHO] ITOBPIIUHN U Y TOM CJIy4ajy je Cujia Helpe-
kuH0 pactopehena. Jequnuia 3a unrensurer cuite je wyTH (N).

Ykonuko u3amehy aBa Tejia IOCTOjU MeXa-

HUYKO JIejCTBO Ta a he Ha CBaKO OJf Ta JBa TeJa F
JIEJIOBATH TI0 jeJIHa CHJIa KOja je ITOCJIe/UIa Me-

Dycobuor yrumaja, Kao mTO je IPUKA3aHO Ha,

Cnumu 1.1, Te cue ¢y wcTor mHTEH3WTETA M

MpaBIfa, a CympoTHOr cMepa. IIpema Tome, ako

Ha TeJsio 1 menyje cuna F' ycien nejersa tena 2, Caura 1.1: Axyuja u peaxyuja

tasa he Ha Teno 2 yciuen aejersa Tena 1 genosatu cusa F' npu yemy he 6utn

F/

38/I0BOJBEHO:
F=-F.

OBO €BOjCTBO MelyCcOOHOI MEXaHMYKOr JIejCTBA, J[Ba TeJIa, MPEJICTaB/ba, IPUHITHII
aknuje u peakiuje. O mwemy he 6urn Burie peun y JuHamunm.
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Knacudmkauymja cuna

Cuite Koje IOTHTY 01 JIejCTBa HEKOT JPYTOr Tejia Ha MOCMATPAHO TEJIO Cy 3a
TTOCMATPAHO TEJIO crosbalibe cuie. CIo/ballibe CUle ce IPeMa MeCTy MPUMEHe
Jlejle Ha TIOBPIIMHCKE W 3alpeMHUHCKe cujle. I[loBprmHCKe cuie nenyjy camo
10 TIOBPIIIMHA TeJIa M OCTBAPYjy C€ y HEIOCPETHOM moaupy Tena. Ha mpmmep,
KIBbUTA KOja je IMOoCTaB/beHa Ha CTO onrepeliyje ra y JUPEKTHOM JIOJUDY CBOjOM
TEXKUHOM. 3allpeMHUHCKE CHUJIe JIeJIyjy II0 IeJI0j 3alpeMUHH Teja, JaKje Ha
CBaKy Tadky Tora Teja. Kao IpuMep 3alpeMHUHCKHX CUJIa MOTY Ce HaBECTH
IPABUTAIMOHA U €JIEKTPOMAarHeTHa CHJIa. ['paBUTAIOHA CUJIa KOJOM 3eMJba
MpPUBJIAYH TeJia Ha CBOjOj MOBPINWHU, MIPEICTaB/ba TexKuHy Tena. OBa rpaBu-
TaIFOHa CUJIa JleJIyje Ha CBaKU JleJuh Teja, JaKJe I0 I1eJI0j 3alpeMUHA Tella,
aJI| ce BeOMa TeCTO, IIPH PEIIaBaIby 33/IaTaka, CMATPA Ja je CHJIa TeXKUHE IeJI0T
Tesia TPUIPYKEHA caMoO je/IHOj TadK! TeJia, KOja ce Ha3MBa TEXKUIIITE.

Yecruie yHyTap Tesa (aTOMH W MOJIEKYJH) Jenyjy Mehy cofom cmimama
KOje ce ImpoydvaBajy y IToceOHUM rpaHaMa (pu3nke u xemuje. VIHTEH3UTET OBUX
cuJIa 3aBHCH OJ1 pacTojama udMehy dectuna. Kama Teno nuje onrtepeheno ose
ce Cujle Haja3e y DABHOTEXKU U JIpyKe aToOMe M MOJIEKYJle Ha OKyIy. YcJies
JlejCTBa CIIOJhAIIBUX OnTepeliema /10/1a3u J0 IpoMeHe 00JIMKa TeJsia U IIPU TOMe
ce Toje/InHe TEeCTHIle Tesla [MOMepe jefHa Yy OTHOCY Ha JPYTY, IITO JOBOIU M
710 mpoMmere cuita n3Mmehy oBmx wectniia. OBe mMpoMeHe y MHTEH3WTETY CHUIIA,
[IpeJICTaB/bajy jeJlaH OJ ToKa3aresba M Mepe onrepehema Tesa u HA3UBajy ce
YHYyTpAaIIbe CHAJIe.

Caura 1.2: Onpyotcru modes Ymuyaja Cnobaurbux cusa Ha deopmayuje meaa u nojasy
YHYMPAWUT cuaa: a) nedepopmucaro meao; 6) depopmucaro meno

Jla 6u ce Jslaxine pa3yMesd OBU IIPOLECH NIPUOEraBa Ce OIPYKHOM MOJEIIY
MaTepHje, KOju IPeJ/ICTaB/ba BPJIO yIIponTheH IPpUKa3 CTBapHUX mporeca. [Ipema
TOM MOJEJIy MaTepuja ce IpHUKa3yje Kao CKyI KyIJIuIa Koje cy MelycobHo mose-
3ame ompyrama. Ompyre cy Koj HemnedOpMUCAHOT Tesla HEHAIPErHyTe, KAO IIITO
je npukasano Ha Cunnu 1.2 a). Ipu fejcTBY CIIO/bAITBUX CUIIA HA TEJIO, J0JIA3H
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JI0 IPOMeEHe TI0JI0XKaja KYIUINIA OJHOCHO, OHE Ce TIOMePajy Y OTHOCY Ha IIO0JI0XKaj
KOje cy mMaje Kaza je resio 6usio Hemedbopmucano, koju je wa Commu 1.2 6)
TIPUKA3AH TATIKACTOM JHHAjoM. [loMepare KyTiuia JOBOIH 10 TPOMEHE [Ty 2KUHe
ompyra, ITO U3a3UBa HUXOBY JAedOpPMAIjy U MOjaBy CHJIA, KOje IIPEJICTABIbA]Y
VHYTDAIIIbE CHTIE.

O ederTrMa 7iejcTBa CIOBAITIHLAX CHJIA HA AeOPMAIIN]y TeJIa N NHTCH3UTETE
VHyTpaIIbux cuia 0aBu ce mocebaH /€0 CTATUKE KOjU Ce Ha3UBa OTIOPHOCT
MarepujaJa.

1.3 [OedopmabunHa n kpyTa Tena

Kon cBux peannux Tesa, ycien iej-
CTBa CIIOJbAIIBIX CUJIA, JOJIA3HU JI0 IPO-
MeHe ODJIMKA OBUX TeJIa, OJHOCHO JI0
BUXOBe fedopMarimje. Ycjem Tora cBa
Tesla MOXKEMO CBpPCTaTh y Jedopma-
OmIHa Tesa. YKOJHMKO Ce IIPe JIejCTBa
CITOJBAIIILUX CHJIA yOUue OMJIo Koje JiBe
npou3BosbHEe Taduke A u B koje ¢y y
cacrasy resa (Commka 1.3 a)), npu nej-
CTBY CIIOJbAIIILUX CHJIa he OBe Taduke
npehn nose nonoxaje Ar w Bre IIpi ¢ 1.9 odena mena: a) dedpopmabunrio
Tome he mohim 110 mpoMeHe pacTojama  meao; 6) kpymo meao
u3Mmehy Tux Tadaka, To ject gy AB
wehe mMmaTn mcry Jay:kuHy Kao u gy A1B;. Hapasao, Mory mocrojaru Tadke
n3Mehy KOjuX ce He Mema pPacTojare, aji TO He BayKW 3a CBe Tadyke Teja. Y

BeJINKOM OpOjy cily4ajeBa, KOjU Cy Ba)XHH 3a NPUMEHY, jedopMalija Teaa je
BpJIO MaJjia Y OJHOCY Ha BEJIMYMHY TeJa, TaKO Jia je CKOpo 0e3 yruiaja Ha
mnporiece Koju ce npoydanajy. majyhu na ymy oBakBe ciiydajeBe y MEXaHUIH
ce yBOJHU U I0jaM KpyTor Tesa. KpyTo Teso je mueasmsaluja Koja OJIAKIIABa
peraBame MHOTUX IpobsieMa Mexanuke. V3melhy 6uio Koje aBe Tatike OBOT Teja
je pacrojame UCTO IIpe n HAKOH HaHomema onrepehema (Cimxka 1.3 6)).
Marepujanu on Kojux cy uspabena jedopmabuina Tejaa ce y 3aBUCHOCTH
OJT IbUXOBUX CBOjCTaBa MPU O/ipeljeHNM eKCIIepUMEeHTATHIM TECTOBUMA JIejie Ha:
eJIACTUYHE, IIJIACTHYIHE, BUCKOCTACTHIHE U MATEPUjAJIe CA MEMOPUjOM.
TTocmaTpahe ce 06sink HEeKOr Teja mpe HaHomema onrepehema. Ha mpumep,
HEeKa je TO KOH30JIa TO jeCT MPaBOJMHUJCKM IIMTAIl KOju je KpajemM A ysumam y
sy (Comka 1.4 a)). O6smk mrana fie ce IPOMEHUTH YKOJIHMKO Ce OH OITePeTH
cuwiioM F' Ha Kpajy B Kao mro je To npukasano Ha Courm 1.4 6). YKoumko ce
HAKOH TOra U3BPHIN pacTepehemse mramna MOry HACTYINTH JABa OUTHO PA3IUTIATA
caydaja. IIpBu ciaydaj je ma ce mrram BpaTy y NPBOOUTHU IIPABOJIMHUJCKU OOJIMK
(Cnnka 1.4 B)) u Taza je MaTepujas Tesa eaactudad. Y apyrom ciay4dajy (Comka
1.4 r)) ce mran He Bpahia y npBoGUTHH OGJIUK, OJHOCHO KOJ| Ihera he m jame
MTOCTOjaTH OJICTYMAE Of MPBOOUTHOr MpaBoOMHUjCKOr obiauka. Tama y Tery
HacTajy TpajHe Jedopmanuje, a 3a MarTepujaJ OBaKBOI Tejla Ce KaxKe Ja je
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0) B) r)

Coaura 1.4: Tecm eaacmuunocrnu meana: a) neonmepeheno meno; 6) onmepeheno; 6)
EAACTNUYNHO TENO; 2) NAACTNUYHO TNENO

mwiacTudad. Yesuk, Kao jeJlaH OJ HajBaXKHUJUX MaTepHjaJsia 3a KOHCTPYKIHje
je TAIImYaH IPEJICTABHUK €JACTHYHAX MaTepHhjaia, a MOpel Bbera Ty CIaajy
QJIyMUHUjyM U Pa3HU JIPYI'HM METaJU, pa3He IUIACTUYHe Mace, rymMa HTa. Y
IJIACTHYHE MaTepHujajie ce yopajajy cMosie, pasHe MaTepuje U3 YKUBE IPUPOJIE
AT/I.

3a ejlacTUYHE U IJIACTUYHE MaTEPHUjaJIe je KADAKTEePUCTUYIHO Jia ce Jiehopma-
[yje He Memajy ca BPEMEHOM, OJIHOCHO BpeMe m3jiararba onrepehermy He yrude
na gedpopmanuje. OcuM HUX, MOCTOje MATEPHjaan KOJ KOJUX TO HUje CIIydaj U
Ja OM ce OHM yOUMJIM MOTY Ce KOPHUCTUTHU pasamiuTu TecroBu. Oxe he 6utn
HaBeJIeH TECT Ha IIy3arbe.

a) 6) B)

Coauxa 1.5: Tecm na nysare: a) neonmepeheno meno; 6) cmare 00MAT HAKOH HAHOWLEHA
cuse; 8) cmaroe HAKOH U3BECHO2 BPEMEHA

Younhe ce meonrepelienn mram kxoju je kpajem A yusprmhen 3a momjory
(Cmuka 1.5 a)). Illran he ce onreperntn cuom F' mHa npyrom kpajy B (Cauka
1.5 6)). Ilocmemnua osaksor ontepeherma je Ja IITall Memba CBOjy JIyKUHY,
TO jecT Ja ce m3IyXKyje u ja Tadyka B npenasu y nojoxkaj Bi. Wsmepuhe ce
U3y Kerbe IITala OJMaxX HAKOH HAHOIIEHha onTepenema 1 HAKOH [ITO IIPOTEKHE
n3secHo Bpeme (Cunka 1.5 B)), Kajga tauka B upelje y mosoxaj Ba. YKOIHMKO ce
U3y2Kere NITalla TOKOM BpeMeHa 1oBehiaBa, MaTepujajl 0BOI TeJjia je BUCKOe ac-
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TH4aH. BuckoesacTHYHE MaTepHjaJii UMajy HeKa CBOjCTBA KOja MX MPUOJIMZKAa-
Bajy TEYHOCTHMA, OJHOCHO MMa Ce YTHCAK Kao Jla OHU TEKY, UJIH JIa Ce Pa3JINBajy,
aJIl y JIyr'OM BPEMEHCKOM Paz/io0sby. Y BHCKOEJIACTHYHE MaTepHjaJjie ce CBPCTa-
Bajy acdanr, GeToH, CTaKJI0, pa3He IIACTUYHE Mace, CMoJie WT. | paHura
n3Mehy eacTUIHUX M BHUCKOEJACTHMYHUX MaTepujaja HHUje jaKo CTpora jep u
MaTepHjaJii KOjU Ce CBPCTaBajy y eJIaCTHYHE MOTY II0JI OJipeheHuM YCJIOBHMA
GuTu BuckoesacTHYHU. Takap je HA HPUMED 3arpejaHu 4dejuk (IITO je CIIydaj
Ha IpUMep KOJi KOTJIOBa), KOJ KOra ce MOXKe 3alla3uTH Iysame. Jla 6u ce oHo
CIIPEYMIIO, PA3BUjEHH Cy CIEIHjaIHu JIEFUPAaHU YeJIUIH KO/ KOjuX je oBaj edeKar
IIy3ama 3HAYajHO yMakb€eH.

Ilocroje u cienujasinn MaTepujaIn ca MEMOPHjOM, KOJ KOjUX IpH J1eopMu-
camy JI0J1a31 JI0 TPajHUX IIPOMEHA y aTOMCKOj cTpyKTypu. Hakon ykiamara
onrepehena ca Tejia HAYUILEHUX OJf OBUX MarTepujasia, oHa ce Bpahajy y mpBo-
6uTHU 00JINK, aJin “mTamTe”’ Kako cy bmira onrepehena, ycies1 dyera mpu IOHOBHOM
ontepehemwy nMajy npyradnja CBOjCTBA.
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CraTuka
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CrtaTtuka

3a MarepujasHa TejIa U TavdKe KOjU Cy M3JI0KEHH JIejCTBY pa3Hux onrepehema
MOT'Y HACTYIIUTH JIBa OUTHO PA3IMYUTa CTakha: OHU Ce IO/ JIejCTBOM onrTepeliema
MOT'Y KPeTaTH, UJIM OCTaTH HeloKpeTHH. Tako Ha IpHMep MOCT, 3rpaJjie, pa3Ha
ocTpojera, Hocelie KOHCTPYKIje UT/. ce 1o yTuiajeM onrepehema He mome-
pajy. a 6u ce 3a10BO/BUIIO Ja Ce TEJIO MJIM Tadka He MoMepajy, omrepeherma
MODajy 3aJ0BO/bUTU u3BecHe ycyioBe. CrTarwka ce ynpaBo 0aBU THM YCJIOBHMA
KOju MOpajy OWTH HCIYH-EHU Jia ce HeKu objekarT He OM KpeTao, Jakie ma Ou
ocrao cratuyad. llopen Tora, crarmka npoydasa u MOryhHOCT 3aMeHe HEKOT
cucreMa onrepeliema apyrum (eKBHBAJEHTHHAM) CHCTEMOM onrepeliema Koju 6u
MMao MCTO MEXaHUYKO JIEjCTBO.

CraTtuka, 3a pa3iuKy OJf JAPYTUX JEJ0Ba MEXAHUKE, KOPUCTH PEJATHBHO
jemHocTaBaH MaTemMarndku arnapar. [lopex Tora, craTuka je Ha M3BeCTaH HAYMH
HUCKYCTBEHO M MHTYUTHBHO ycaDeHa Jby/nMa, Jakie Jbyan moceayjy “ocehaj” 3a
wy. BepoBarHO je 300r Tora cTaTHKa, y M0jeIMHUM (DparMeHTUMa, OuJIa Mo3HATa,
¥ CTAPUM [UBUJIN3AIAjaMa, IITO je OYUTJIeTHO UMajyhin y BUly HUX0OBA U3y3€THA
apXUTEKTOHCKA JIoCTUrHY ha.

2.1 Cratuka maTtepunjanHe Tauke

Youuhe ce marepujagHa Tadyka Ha KOjy

Jeityje camo cuia F') Kao mITo je To IPHKa3aHo F
na Comr 2.1. OBa MaTepujana Tadka he 6utn M,
rnocmaTpann objekat um Hehe ce BOAUTH padyHa, M /,/’

0 TOME Ha KOju Ha4WH je ocTBapeHa cuia. Heka o

je Tadka Tpe JejCTBa CUJie MUPOBaJa. YCJe

nejersa cute gohn hie o momepama Tauke Koje — Cwuka 2.1: Jejemeo jedne cuae na
lie 6urn y mpasiy cue. Jlakie, Tauka he ce ~M*MEPWMY manty

[MOMEPUTH y TIOJI0XKaj 1 U HACTABUTH jajbe ja ce Kpehe. IIpema Tome, marepu-
janaHa Tadka (a MCTO BaskKW U 3a TeJIO), IPHU JIEJCTBY CAMO jeJlHe CHJIe He MOXKe

11
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a)

Cauka 2.2: [ejcmeo dee cune Ha MAMEPUIAAHY MAYKY—NPLEUAO NAPANEAOLDAMA

OUTH y PABHOTEXKU.

ITocmarpahe ce marepujasina Tadka Koja je H3JI02KEHa JIEJCTBY JBE CHUJIE,
Koje cy osnadene ca Iy u Fy (Ciuka 2.2 a)). ExcnepumenTtn moka3dyjy jga he
KpeTame Tadke M Outn y npasiy cuie F,. Koja ce Ha3uBa pe3ysITaHTa, a KOja ce
1001ja BEKTOPCKIM cabuparbeM 3aaTHX CHJIa IpeMa IPABUIY MapaJjeorpama
(Cnuka 2.2 6)). dakie, ymecto ma ce nocmarpajy cuse Fy u Fy, MOXKe ce BIXOBO
3ajeTHUIKO JICjCTBO HA TAYKY 3aMEHUTH PE3yJITAHTOM 3a KOjy BaXKH Jia je

F.=F +F,

YV mexanuru ce cMaTpa jJa je pesynrtaraa F,. ekBuBajieHTHa cucteMy cuja Fy u
F5, ogHOCHO J1a MMa UCTO MEXAHWYIKO JI€jCTBO.
YKOJUKO je, y CHEeIUjajHOM CJIy4ajy, MaTe-
Fy  pujanna tauka wnssoxkeHa nejctBy cmia Fi n
F5 Koje mMajy mCTH TpaBal] M WHTEH3UTET a
cynporan cmep (Ciomka 2.3), tauka ce nelie
nomeputu. Pe3synranTta oBux cuiia je jemHaka
HyJIZ TIa Cce TadKa IOHAINA Kao Ja YOIIITe HUje
MU3JIOKEHA JIEJCTBY Cujia. 3a OBaj CIIelujaiaH
cJIydaj ce Kake Jia ce TadKa HaJIa3U y paBHOTe-
KU.

M

£

Cauxa 2.3: Pasnomeosica mamepu-
jaare mavwxe

MarepujaaHa Tadka MOXKe OUTH WM3JIOYKEHA U JI€jCTBY BUIIE O JIBE CUJIE
(Cimka 2.4 a)). Y ToM ciydajy ce MOry cabparTu IpBe JiBe Cuie, na nobujeHa
pesyiaTanTa cabparu ca TpehoM CHJIOM U TaKoO Jasbe JI0 nocienme cuie. Jlakie,
YKOJIMKO Ha TA4dKy JIeJIyje BHIIE CUJIa HbUXOBO JE€jCTBO HA TAYKY CE MOXKE 3aMe-
HUTH Ca CaMO jJeJHOM CUJIOM KOja IpeJCcTaB/ba buxoBy pesyiranty (Ciauka 2.4
6)), mTO Cce 3ammcyje Kao:

=0

Ose cuiie, unju ce npaBnu ceKy (CydesbaBajy) y jeJlHO] TaYKU, 30By Ce CydesbHe
cuse. IIpu ogpehuBamy pe3ynTanTe BUIlle CHIa, 9Y€CTO Ce KOPUCTH aHAJTUTHIKA
MeToJla IIpA KOjOj ce CHJIe IPOjeKTY]jy Ha Ooce yBeJeHOI KOODAWHATHOT CHCTEMA.
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Cauxa 2.4: Jlejcmeo suwe cuaa Ha Mamepujasty mawky

VY Tom cayuajy ce BekTopeku m3pas (2.1) cBogm Ha ckasapHe m3pase:

X, =iXi; K:ann; Z,:anzi, (2.2)
=0 1=0 =0

upu yemy cy X,, Y, u Z, upojexiuje pesyiarante Ha oce JlekapToBor Koopau-
HATHOI cUCTeMa, JOK cy X;, Y; u Z; npojeknuje cuia Koje Tpeba cabpaTu.

YcnoBu paBHOTexe MaTepujasiHe Tayke

Kopucrehn nperxonna samakama Moxke ce (GOPMYIHCATH YCIOB KOjU MOPa
OuTn uCIymeH ma 6u Tadka KOja je M3JIOXKEHA JIejCTBY BHINNE cuiia Owmia y pas-
HOTEXKHU, TO jecT ja Om ocrajia y cTamby MupoBama. lIpema ToMm ycioBy Tadxa
he 6uTn y paBHOTEXKU YKOJIMKO je Pe3yJITAaHTa CBUX CHJIA KOje JIeJIyjy Ha TadKy
jeqHaKa HYJH, MMITO Ce MOXKE 3aIUCATA U KAO:

n
F,=Y F;=0. (2.3)
=0

Ha ocnoBy oBe BekTOpPCKe jeHaunHe paBHOTEXKE, MOTY Ce y 3aBUCHOCTHU OJ TOTa
Ja JI1 cy CcHuJjIe KOje Jeyjy Ha TadKy Y je/IHO] PaBHH, UM Y ITPOCTOPY, HAITICATH
7 JIBe OJJHOCHO TPU CKaJIapHe je/IHaYMHe PaBHOTEXKe. Y DPABaHCKOM CJIydajy Te

jenHadmHe cy:
D Xi=0; ) Yi=0, (2.4)
i=1 i=1

JOK Ce y CJIydajy IPOCTOPHOI CHUCTEMa CHJIa, IIPETXOTHUM CKaJapHUM jeTHatIu-
HaMa PaBHOTEXKe MPUI0/Iaje U jeTHAUNHA

IIpunukom permaBama 3a/1aTaka ce O3HAKA 33 CyMy IeCTO KOPHUCTHU 6e3 moCeOHmX
o3Haka ¢ = 1 u n, nonpasymenajyhu mga Tpeba Ha onrosapajyhu nauwn cabparn
CBe CcHJIe OIHOCHO HbUXOBE IpOjeKIiinje. ¥ TOM CJIydajy ce CKaJlapHe je/IHadnHe
pPaBHOTEKe MOI'Y HAIINCATH U KAO

dXi=0; > Yi=0; > Zi=0. (2.5)
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VY nmamem Tekcry hie ce 360r jeHOCTABHU]Er IIHCAHA, O3HAKA 3a CyMy Hajuerlie
KODHUCTHUTH Kao y uspasy (2.5).

Mpumep 2.1 Mamepujarna mauka A ussoocena je
dejemey cuaa wuju je pacnoped Yy paguy 0am Ha CAUUU.
Hrmenzumem osux cunsa je Fy = 300 N, Fy = 300 N u 6
F3 = 100N. Odpedumu pesyamanmy damux cusa. Xohe
AU mavka mawka A 6umu y pasromestcu?

¥

» Pesynranra 3ajarux cuia jgobuja ce
EUXOBUM BEKTOPCKUM cabupameM. JeaHa
on MoryhuocTu oapebhusama pesysTante
je IMpeKTHa MPUMEeHa MMPABUJIA [TapaJIesio-
rpama. Ilpema ToMm mpaBmity ce cabupajy
110 JIBEe CHJIe, TaKo Ja he ce pBo cabparu
cuite By u Fy unme ce 1o0uja mUXoBa pe-
gyaranta Ry (cimka a)). 3arum tpeba cabparu cusie Ry u Fj, Ha ocHOBY vera
ce j1o6uja KoHauHa pesyiranTa F,. (ciauka 6)). OBa Meroza je reoMeTpujcKa 1a
mojIpasyMeBa Jia ce Jy’KUHEe BEKTOpa IpTajy y ojapeheHoj pasmepu, a Ja ce 1o
Jobujary pe3ysiTaHTe FheHa JIy’KWHA U3MEpPH W Ha OCHOBY pasMepe IpepadyHa
el nHTeH3uTer. OUYHIyIe HO je JIa je OBa MeTOJ[a He3roJ[Ha 3a IPUMEHY, MOro-
TOBO y ciiy4dajy Beher 6poja cua.

Yy

i“\‘Fz YZ
v N

E Y, “\ Y

F :60 K X X5 x
A X X X, A \\j:;()c
VA SN\
a) 0) B) T)

Caura 2.5: Anasusa cuaa

IIpu pemaBamby 3aJaTaka je 3HATHO epUKACHUje PE3YATAHTY OJPEIUTU aHa-
JIMTUYKUM TIOCTYIIKOM. Y TOM ciiydajy he ce mpema (2.1) HammcaTn BEKTOPCKH
u3pas:

F,=F +F;+F3,

Koju ce, uMajyhu y Buiy Jia je y IUTamy PaBaHCKH IPOOJIEM, MOXKE CBECTH Ha
JiBa CKaJIapHa u3pasa

Xr:X1+X2+X3;
Y=Y +Y+7Y5
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npu 4emy je ysejeH koopauuarHu cucreM xAy. Ha Crwmkama 2.5 a), 6) u
B) je IpHKA3aHO KAKO Ce 3a CBaKy OJ] 3aJIaTUX CHJIA MOI'Y OJPEJUTH U EheHe
npojeknuje. Ha Taj nauwun ce mobuja

X, = F) = 300N; Y, =0N;
Xy = —Fycos60° = —150N; Y, = F5sin60° = 150v/3N;
X3 = F5c0830° = 150N; Y3 = —F3sin 30° = —50v/3N.

CabupareM TPOjeKInja 3aIaTHX CUJIa J00uja ce Ja Cy MPOjeKIinje pe3yITanTe
X, =300N; Y, =100V3N.

Ha ocuoBy npojexnuja pe3ysITante ce cala MOXKe HAIPTATH U CaMa Pe3yITaHTa
Koja je mpukazana #a Comrum 2.5 r). Uarensurer pesysirante je:

F.=+/X2+7Y2=,/300%+ (100v/3)2 = 200v/3N,

JIOK ce yrao « ofipehyje Ha OCHOBY:

Y, 100v3 V3

tanazz— 300 3

o = arctan ? = 30°.

Jennaunne paBHoTekKe (2.4) HUCY 33/I0BOJbEHE TAKO JIa HEMA T'OBOPA O PABHOTE-
JKU Tadke A, OJJHOCHO OBa Tavka lie ce I10J JIejCTBOM IMPOYyJYeHOT CUCTEMA CHJIA,
KperaTu. <

2.2 Cratuka maTtepujasHor tena

YkoJsmko je tesio onrepeheno ca-
MO jeHOM cmitoM oHo Hehe octaTn y
cramy MUpoBama, Beh he ce kperartu.
ok ce y TaKBOM cJIydajy MaTepuja-
Ha TadKa IIOMepaJsa y IPAaBILy JejCTBA
cujle, HAYMH Kperama Tejia he 3aBu- .
CUTH OJI TOTa TJIe Ce Ha TeJIy Haja3u iHoqemHu nonoosicaj I IHottemHu nonooicaj
Hamazapa Tadka cuie. ITocmarpahe ce a) 6)
TeJI0 y O0/INKY TIPaBOYTAOHE TII0Ye KO-
je je y mpBoM ciyuajy onrepeheno cu-  Cauxa 2.6: Kpemare mena nod dejemsom
noM F y HpaBIly KOjH HpOJIasH Kpo3 jeone cune: a) npasay cune NPoAA3U KpPO3

cpeduwme mena; 6) npasay cuae He NPOAAU
cpenuny tena (tauka C ma Cowmrm 2.6 Kpos cpedume meaa
a)), IMITO NPEJICTaB/ba jeJIaH Clenuja-
san ciaydaj onrepehema. Ilom nmejerBom cumite johm he 10 momepama Testa u
TO TAKBOI Jia je jeqHa n3abpaHa WBHIA TeJla CBE BpeMe IapaJsielHa TOYeTHOM
moJtozkajy. MehyTum, yKOJMKO ce UCTO TEJI0 ONTEPETH CUIOM UCTOT MHTEH3UTETA,

IpH TeMy je HamajHa Tadka A, Tajga he ce TeJ0 moMepaTn y MpaBIly CUje, aju
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he mohu u 1o o6prama Tena (Cauka 2.6 6)). axie, cuia Koja jejyje Ha HEKY
TAYKy TeJla, U KOja Ce MAapaJIeIHO IPEMECTH TAKO J1a JeTyje Ha HEKY JAPYTY TadKy
Tesa, HeMa UCTH yUnHAK Ha Teao. [Ipema ToMe, CHta y TPBOM U IPYTOM CJIyTIajy
nwehe umaTu ekBUBaJIeHTHO JiejcTBo. Oumrienno je ja he 36or moryher obprama
YCJIOBU PaBHOTEXKE 33 TEJIO OUTHU CJIOKEHUJU HETO IITO Cy OWJIN 3a TAUKY.

VpaBHOTeerm cuncrtemMm cuna

Marepujaiao teso je onrepeheno cunama F)
u F, ucror mpasna u mHTeH3uTeTa F', a cymporHor
cmepa (Crmka 2.7). JeIHOCTABHU €KCTIEPUMEHTH TMO-
Ka3yjy da he Imoj JejCTBOM OBAKBOI CHCTEMA CHJIA
Tesio 6utn y paBHOTeXH. (BakaB cHCTEM CHJIA je
HajjeHOCTABHUJU YPABHOTEXKEHHU CUCTEM CUJIA. Y KO-
JINKO TeJIO Koje je OWJIo y cTarby MHUPOBamba OITepe-
THMO Ca OBHUM CHCTEMOM CHJIA, CTarbe Tejla ce Hehe

npomenuTH. AKo ca Teja Koje je onrepehieno oBum
Cauxa 2.7: Ypasromeoice-

CHUCTEMOM CUJIa YKJIOHUMO IIOMEHYTHU CUCTEM CHUJIa HEe-
HE cune

he mohu 710 TpoMeHe y KpeTamy, WiIn MUPOBamby TeJa.

Cuna kao knusehu BekTop

a) 0) B)

Cauxa 2.8: Cuaa xao xausehu eexmop: a) nowemno cmarwe; 6) dodasaree YypasHOMEHCEHO2
cucmema cuaa; 6) Kpajroe cmaroe

Heka je teno y Tauku A onrepeheno cuitom F'; Kao ITO je TO IPUKA3aHO HA,
Comi 2.8 a). Cagia he ce TakBOM Tesly J0JaTH yPABHOTEKEHU cUCTeM cuiia Fy
u Fy (Camka 2.8 6)) Takas ja je 3aj1080/beH0 ja je Fy = Fy = F. Ilpu Tome je A
HamaaHa Tadka cuie Fy, a B mamagna tauka cuae Fy. Ilomrro cama u cune F' u
F2 npesicraBibajy ypaBHOTEXKEHN CHCTEM CHUJIA, OHE Ce MOTY YKJIOHUTH Ca TeJIa.
Kao mocienuna ce nobuja na je resno onrepeheno camo cmiom Fy (Crwmka 2.8
B)). Kako npun momasamy n ykiamary ypaBHOTEXKEHOT CHCTEMa CHJIa HUje GUIIo
IIpOMEeHEe MEXaHWIKOTI' JIejCTBa, 3aKJby4dyje ce ma cy cusie F' u F) ekBuBajieHTHE,
OJIHOCHO I3 Ce jeJlHa MOXKE 3aMEHWTH JPYyroM. Paju ce o cujiama ca UCTHM
IpaBIeM, CMEPOM U MHTEH3UTETOM, Ca PA3IMUUTUM HalaJJHuM Tadkama. Jlaxie,
Moxke ce pehu ja ce cuna F' “orkinzasna’ Ha CBOM IIPABILy W HAIlaJa APYTY TadKy
tena. Ilpema Tome, cmita je kiau3elim BEKTOD jep je MOXKEMO TIOMEDHUTH JIyK
EHOD IPaBIa, a Jla ceé IIPU TOM He IpoMeHu weHo jejcrBo. Cue F u Fy he
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WMAaTH UCTO JIEjCTBO HA TEJIO, OJHOCHO OHO he ce y 0ba caydajy KperaTu Ha UCTH
HAYUH.

Ha npumep, yKOIHKO ce HEKM CaH/IYK KOjU Ce HaJla3W Ha IOy T'ypa, TO jecT
JeJIyje Ha Ibera CHUJIOM KOja je ImapaJielHa, ca [TOJJIOrOM, a 3aTUM IOBJIaIU IIOMONY
y2KeTa CUJIOM UCTOI MHTeH3uTeTa, edpekar he 6utu mcTtu, 0IHOCHO caHIyK he ce
Ha UCTU HAYHUH TIOMEPATH.

2.3 MomeHT cnne 3a Tauky

Beh je mamomenyro ma mejcTBo jemme
CHUJIe HA TEJO, OCUM Y CIIEIHjaTHOM CJIy-
gajy, UMa 3a MOCTIEeIUIly O0pTambe Tesa,
ma he ce oOpTHO MejcTBO cmjie HA TEJIO
mocebHO pa3MoTpuTH. Youuhe ce jeJIHO
Tes10 Koje je onrepeheno cusiom F'y Tauku
A, kao u Tauka O koja hie ce 3BaTm Mo-
menTHa tadka (Couka 2.9). Tosnagemem
nopmasie u3 Tauke O ma mpasar cuie F
nobmja ce tauka B. Heka je pacrojame
n3mehy tauaka O u B, koje he 3Baru kpax
cune F 3a rauky O, o3nadgeno ca h. Cana
ce MoMeHT cuiie F' 3a tauxky O jgedununiine Kao Mponu3Boj HHTEH3UTeTa cuite F' u
Kpaka cuie h, To ject:

cmep dejcmea
Momenma cune

Kpak cune

MOMEHMHA
mauka

Caura 2.9: Momenwm cune F 3a mauxy O

ML = Fh. (2.6)

Jemuanna 3a MomeHT cuute je myTH Metap [Nm].
IIpu Tome ce MOpa BOAUTH padyHa O IPe/I3HA-
Ky OBE BeJIMYMHE, 114 Ce KOHBEHIINjOM YyCBaja
Ja je MoMeHT cmiie 3a Tadky O mosuTuBaH
YKOJIMKO je cMep OOPTHOTr JIejCTBa CHJIe Y O/I-
HOCy Ha Tauky O CympoTaH KpeTamy Ka3abKe
ma cary. Ha Comnum 2.10 cy matm mpumepn
onpehuBama MoMeHTa cuie 3a Tadky O. Tako
ja he moment cune Py ogaocy Ha Tadky O
o6uTH

P _ _
MO =-Pd Cauxa 2.10: IIpumepu odpehusaroa

Ilaxme, 360r Tora ITO je cMep obpTHor —MOMENMA cuae samanry o

nejcrsa custe Py ognocy Ha Tauky O mcTy Kao cMep KpeTama Ka3asbKe Ha Cary,
MOMEHT OBe cuiie he OUTH HeraTHBaH.

IIpasam cue @ mposasu Kpo3 taduky O, ma je Kpak OBe CHUJIe Y OJHOCY Ha
tauky O jemnak mynu. Umajyhm y Bumy aedbwunurmjy MoMeHTa Cuie 3a TadKy
IPOM3MUJIA3M 12 je MOMeHT cmite () 3a taduky O jeqHak Hysd.

Heka cy nare cure Fy u Fy Koje UMajy UCTH IpaBall, CMEP U UHTEH3UTET, a
paziuynTe HamaaHe Tadke, Koje cy na Chumu 2.11 ozmadene ca A u B. Bynyhu
Jla je pacrojarbe mpaBalia oBuX cuia of tadke O y oba ciiydaja UCTO, JaKe Ja
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je Kpak oBux cmia y oxHocy Ha Tadky O wuctu, onja he uctu 6GUTH U MOMEHTH
oBuX cmia y ofaocy Ha Tadky O. OBaj 3aK/byUaK je y CKIajy ca THIHEHUIIOM J1a
je cuita kiau3ehn BEKTOP, OJTHOCHO J1a Ce MEXAHUYKO JI€jCTBO CHJIE HE MeHha IIPH
BEHOM KJIN3alby, OJHOCHO ITOMepalby JIyzK CBOT IIpaBIa.

Mowment cuite F' 3a tauky O ce Moxe mpejicTa-
BHTHU U Ka0 BEKTOPCKA BEJUYIUHA KOja ce JeUHHIIe
ca:

ME =r x F, (2.7)

rje je ra = OZ (Cimka 2.12) BeKTOp mOJIOXKAja
HamajHe Tauke A y oanocy Ha Tadky O. aTensurer
OBOI' BEKTOPCKOT' IIPOU3BOJIA jé:

F _ F| _ :
Cauxa 2.11: Momenm cuane MO - ’MO| =rasinaF,

ce HEe Mera Nomeparbem cune
dyoic ceoe npasya rie je a yrao uameby npasma cuite F' 1 mpaBIa Bek-
Topa nosoxkaja tauke A. Ilomrro je:

rasina = h,

nobuja ce ja je
MG = Fh.

cmep dejemesa I
MoMeHma cuie M,

pasan momenma
cune 3a madxKy O

Caura 2.12: Odpehusare npavya u cmepa eexkmopa momenma cuae F 3a mawky O

IIpema TOMe, MHTEH3UTET BEKTOPCKOr mpousBoja (2.7) je mpema (2.6) jenHax
MOMEHTY cuJjie. BeKTop MOMeHTa cujie je HOpMaJIaH Ha PaBaH KOjy JeDUHUIITY
Bektopu r4 u F. Cmep oBor BekTOpa ce ojpehyje mpema mpaBuiLy JIeCHE pyKe:
YKOJIMKO IIPCTH JiecHe pyKe (6e3 masia) mokasyjy cMep 06pPTHOT JIejCTBA MOMEHTa
cujie, TaJal mokasyje cMep Bekropa. MOMEHT cujie 3aBUCH 0/ 1300pa MOMEHTHE
TavKe, TO jeCT TPOMEHOM MOMEHTHE TadKe Mekha Ce U BPEJHOCT MOMEHTa CHJIE.
360r 0BOI CBOjCTBAa BEKTOP MOMEHTa CHJIE MMa CBOjy HANAIHY TadKy U TO je
MomeHTHa Tadka O.
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2.4 Cnper cnna n cnper

IMocmarpahe ce Teso npukazano va Counu 2.13 a) onrepeheno cunama Fy
un F» koje umajy ucrtu mHTeH3UTeT F', Wnju cy mpaBnu MelycoOHO HapaJiesHu
(pacrojame mamely mux n3HOCH d), & CMEPOBU CYNIPOTHU. Y OBOM CJIy9ajy TEJIO
wehe ocraru y cramy MupoBama, Beh he ce moj jiejcTBOM OBUX CHJla KPeTaTH,
TagHUje TejIo he moderu sa ce odphe. Y MexaHuu ce 0BakaB CUCTEM CHUJIA 30BE
cnpee cuna. Jakite, IaKo Cy MHTEH3UTETH OBUX CHJIA UCTU, OHE HE IIPEJICTABIHA]Y
YPABHOTEXKEHU CUCTEM CHJIA.

Crper cua ce gecto cpehe y Tex-
HUIW, T4 Ce YBOAW U jeiHa TOceOHA
MEXaHUIKa BEJIMINHA KOja Ce HA3MBa
CIIpEr U 4uje je JIejCTBO €KBUBAJIEHTHO
cupery cuna. IIpema Tome, cuper cu-
Jla ce MOXKe 3aMEHUTHU Ca CIPEroM u
obpayTo. Crper ce mpu BHU3YETHOM
[IpeJICTaB/batby OOMYHO IIPTA Ka0 KPYy K-
HIE JIYK ca cTpeauiioM u ozHadasa ca M (Cimka 2.13 6)). Pasan y Kojoj ce npra
CIIper je paBaH JiejCTBa CIIpera W IMPEJCTaB/ba PABAH KOjy JAeMUHUIIY MPABIH
cuna I n Fs.

OO6pPTHO JIejCTBO CIIpera CuJja je MHTeH3UBHIje YKOJIMKO Cy cuiie Behier nHTeH-
3UTeTa U YKOJIMKO je Behe pacrojarbe n3Mely IUXOBUX IIpaBalia, a MHTEH3UTET
CIIpera CuJjia U3HOCH:

6)

Cauxa 2.13: a) cnpee cuaa; 6) cnpee

M =Fd.

Kon esmexrpuynunx moropa, mymnu, Typ-
OMHA UTJ. II0CTOj€ MAITUHCKY JICJIOBU KOjU CY
ontepehenn cucreMoM cuja Koje Jeayjy Io
quTaBOM OOMMYy Teja. JeJaH TakaB IPUMep
je mat ma Cuuru 2.14 e je mpukasan poTop
Ha KOTra, IpH obpramy, JeIyjy cuje Koje cy
paBHOMEpPHO pacropehene 1o meroBom 0601y.
ITpu mpoyHaBamby 3ajeIHIYKOr JejeTBa opux — Cauna 2.14: 3ajedwuwmo dejemeo o-
crJia MOYKe Ce IPUCTYIUTH 3aMEHH Ca, jeJHUM Guamnuz cuna ce c60du na cnpes
CIIPEroM, IITO 3HATHO OJIAKINABA MATEMATHIKY aHAJM3y [pobieMa.

Crpery ce MOry NPHUIIICATHA CBOjCTBA BEKTOPA je€p KOJ Ibera PasjIfKyjeMo
WHTEH3UTET, IIPaBall U CMep.

IIpaBart BekTOpa cripera je HOpMaJiaH Ha paBaH CIpera, J0K ce cMep oapebhyje
MPABWJIOM JIeCHEe pyKe: VKOJIMKO IMPCTU JECHE PyKe MOKa3yjy CMep OOpTHOT
JlejcTBa crpera, majsar mokasyje cmep Bektopa cmpera (Crmka 2.15). Tloper
TOra, CMep BEKTOpa CIIpera ce MOKe OJPEJUTH U TaKO IITO Ce IVIEIaHO Ca
BpXa BEKTOpa CIpera, 0OPTHO JIEjCTBO CIIPEra MMAaTH CMep CYIPOTaH KpeTamby
KazasbKe Ha caTy (IO3UTHBAH MATEMATHIKU CMED).

3a pasyinKy OJi BEKTOpa Cujle KOoju je Kyin3ehu BeKTOp Be3aH 3a oxpehenn
mpaBaill, BEKTOp CIIpera ce MOXKe MapaJsieJIHO IOMEPATH, 114 Ce 33 TAKaB BEKTOP
KOPUCTHU HA3UB cj0001an BekTop. [la Ou ce To mokazasio onpenuhe ce MoOMeHTH
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pasan cnpeea cuia

cmep 06pmHoz
dejcmea cnpeza

Caura 2.15: Cnpee cuaa u cnpez ce mMo2y npura3amu Kao 6eKmMopu

cuna Fy u F (F4 = F, = F) Koje uuHe cuper cuja y OJHOCY Ha HEKY
mpon3BoJHO ofabpamny MomenTHy Tadky O (Cmuka 2.16). Fbuxosum anreGap-
cKUM cabupameM ce jobuja:

ME + M= —Fia+Fy(a+d) = Fd.

OBuM je moka3aHo 1a je 30Mp MOMEHATa CHJIA KOje

y: YHHE CIIPEr Cuja, y ofHocy Ha Tadky O, jenHak nH-

F TeH3uTeTy crpera cuia. I[lopes Tora, oBaj 36up Mo-

da A MeHaTa He 3aBUCH O u300pa mMoMmeHTHe Tadke O.

F) JlakJie, IejCTBO CIipera Cujia, a CAMUM TUM U CIIPera
a 0 je mcTo 3a CBaKy TadkKy Koja ce m3abepe Kao MO-

menTHa. OcuM Tora, yKoJmko ce cujie Fy u Fy 3a-
jETHUYKH TIpeMecTe y PABHU KOjy 00pa3yjy, Tako Ia
Cauxa 2.16: 36up momena- . .
: UM je pacrtojarme n3Mely IBUXOBHUX IIpaBala U Jajbe
ma cuaa Koje YuHe cnpez He
sasucu 00 momenmme mawxe 0, Hehe oMU 10 IpoMeHe MHTEH3UTeTa CIIPera CHUJia
Koju obpasyjy. Ha ocHoBy Tora ce MoxKe 3aK/by4YUTH Jla j€ CIIPEr BEKTOP KOju
ce He Merba IPU MapasieJIHOM IIOMEeparby, OJHOCHO Jla BEKTOP CIIpera Ciaja y
cJ1000/1HE BEKTOpE, KOjU HUCY Be3aHU 3a ojapehenn mpasall, win Taduky.
YKouko je Tejio ornrepelieHO ca BHUIE CIPEroBa, HUXOBU BEKTOPHU CE Tala
MOy TIapaJIeJTHO IIPEMECTUTH Yy jedHy Tadky u cabparu dume ce jobuja pesyii-
Tyjyhu crper:

s;rtT:szi.

VKOJINKO Cy CBH BEKTOPH CIIPErOBa y MCTOM IIPaBILy, TaJa Ce BEKTOPCKA jeJIHa-
qUHA CBOJY Ha CKAJAPHY jeTHAUNHY:

My = M. (2.8)



2.5 CucreM IpOU3BOJEHUX CHJIA Y DABHH 21

2.5 Cuctem npousBO/bHUX CUMA Yy paBHU

Pepykuunja cune Ha Tauky

IMocmarpahe ce Teno koje je npukazano ua Counu 2.17 a) Koje je M3JI0KeHO
nejerBy cuite F'y Tauku A. Cana fie ce Testy mo7aTn ypaBHOTEXKEH CUCTEM CUJIA,
Koju ce cacroju o cuna Fy u Fy (Cnuka 2.17 6)). VaTensurer oBux cuia je
F, muxoB mpasarl je mapaJjejan ca mnpasieM cumie F' u na pacrojamy d, npu
gemy je B managna tauka cuse Fy. Cwie F u Fy gune caja crper cuja, Ia
ce yMecTo mux Moxke ysectu cruper O amju je unrensurer M = Fd (Cauka
2.17 B)). Ucrospemeno, Tpeba youuTH J@ je UHTEH3UTET OBOI CIPEra jeJHax
MmoMmeHTy cuiie F'y ogHocy Ha Tavuky B, nakie na je:

M= ML

a) B)

Cauka 2.17: Ilapasearno nperoulerve cuse—nocmynax pedykuyuje cute Ha mawky

Haxon oBux tpancdopmarnmja Teso je ornrepeheno cumom Fy y Ttauku B u cupe-
rom M. Ha oBaj Hauwmu je nmokasaHo ja onrepeheme Tesa cuiom F y tadkum A
“Ma UCTO MEXaHUYKO JIejCTBO Kao u onrepeheme tesna cuwiom Fy y tauku B u
cuperom M. IIpema Tome, 0Ba JiBa onrrepehema Cy eKBUBaJIEHTHA U 300T TOTa ce
mory Mmehycobro 3amenntu. OBaj MOCTYIAK MapaseHOr TOMepama CHJIe 30Be
ce pedykyuja cuae Ha maywky. akie, cuiaa Koja Jeayje Ha je[HY TadKy Tesa
MOKe Ce ITapaJjieJIHO IOMEPUTH TAKO Ja Jeslyje Ha HeKy JIPYTy TadKy Teja, aju
jOj ce TOM TPUIUKOM MOpa J0JaTu u cuper. HTensuTeT oBor crpera je jegHak
MOMEHTY cmiie (Koja ce TIOMepa) y OJIHOCY Ha TadKy Y KOjy €€ CHJIa MPEMEIITa.

Cucrem npon3BOJbHUX Cuna

ITocmaTpahe ce Teno koje je uzsmoxkeHo aejctBy cucrema cuia Fy, Fy, ... F),
Koje ce Hasaze y jeanoj pasuu (Cimka 2.18 a)) u Koje nuMajy pa3jndauTe HANAIHE
tauke. CBe OBe cuje ce MOy PeJIyKOBaTH Ha HEKY IPOM3BOJbHY Tadky O u mpu
TOME UM C€ MOPajy IPUJIPYKUTH CIIPETOBU KOJU CY j€JJHAKK MOMEHTHMA THX CHJIa
y opHocy Ha Tauky O, Kao mTo je Beh oKa3aHo y MPeTXoIHOM A€y TeKcTa. Tako
ce moOUja eKBUBAJICHTAH CHCTEM OJ] 7l CHJIA €A 3ajeHITIKOM HAaJHOM TadKOM
O (cyuesmne cuie) u ox n crperosa (Cimka 2.18 6)).
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Cauxa 2.18: Csolerve mpousdeonsHoz CUCTEMA CUAG Y PABHU HA pe3yamyjyhy cuay u
pesyamyjyhu cnpee

Jlobujenu cucreM CydesbHUX CUJIA CE€ MOXKE 3aMEHHUTH Ca CaMo jeJHOM cuiioM R,
KOja ce HasuBa pe3yamyjyha cuaa, auja je BpeIHOCT:

R=) F. (2.9)

CabuparbeM CIperosa, OHOCHO MOMEHATa CIIa ¥ oaHocy Ha Tadky O mobuja ce
caMo jeslaH CIIper KOju ce 30Be pe3yamyjyhu cnpez U KOjU M3HOCH:

Mro = Y M. (2.10)

Bynyhu na cy cuie y jeiHOj paBHU, CBU BEKTOPU MOMEHATa TUX CHJIA ¥ OJIHOCY
na Tadky O cy KOJMHEApHH U HOPMAJIHH HAa DaBaH CHjla. J300r TOra, IPH
O3HAYaBaIby IVIABHOI MOMEHTA HUje KopHuInheHa BEKTOPCKA O3HaKa jep ce Ioapa-
3yMeBa JIa je U Taj BEKTOp HOpMaJiaH Ha paBaH y K0joj cy cuiye. Ha Taj HaunH ce
CHCTeM TPOU3BOJ/bHUX CHJIA Yy PABHU CBEO HA JI€jCTBO jeJ[HE CHUJIe U je/THOT CIIPera
(Camka 2.18 B)), KOju Ce 3ajeHUYKH 30By Mop3ep.

YcnoBu paBHOTexe Tesna Npuv AejcTBy cucTtema
NPOU3BOJ/bHUX CUA Y paBHU

Nmajyhu y Buay ma ce cmcTeM MPOM3BOJBPHUX CHJIA Y PABHU MPHU JEjCTBY
Ha, HEKO TeJIO, CBOJIM HAa 3ajeJHIIKO JejCTBO pe3ynryjyhe cmie u pe3ynryjyher
cupera, MOXKe Ce 3aK/BYIHTH Ja he ce Teao MO HUXOBUM JIEjCTBOM KPETATH.
Ja 6um Tejo 6wii0 y paBHOTEXKH, JaKJe Jia ce He OU 1moMepasio, moTpebHO je
0be3beuT Ja pesyiaryjyha cuia u pesyiryjyhu crnper Oyay jemHaxu HyJIH.
OBakaB 3aKJbyJaK JIOBOJIHU JI0 jeIHAYMHA PABHOTEKE KOje TOM IIPUJIMKOM MOPajy
OUTH 33JI0BOJbEHE, & OHE TJIACe:

R=) F,=0; Mro=) My =0. (2.11)

Ha ocnoBy mnpse jemnaunne, Koja je BEKTOPCKE IIPUPOJE, CJIEJIEe JBe CKaJlapHe
jeHaUMHe TIa ce je/ITHaYNHe PABHOTEYXKE CBOJIe Ha CHCTEM O] TPH jeJHAUNHE KOje

rJiace:
dXi=0; > YVi=0; Y M5 =0. (2.12)
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3a rpehy jeauaummy (2.10.2) je yobu4ajeHH HA3UB MOMEHMHA jEOHAHUNA W
Hajuernhe ce KOPUCTH MPOCTUja O3HAKA:

> Mo =o0. (2.13)

Y IpeTXoIHOM O/Ie/bKY je moKazaHo na je tatka O y omHOCY Ha KOjy ce padyHa
MOMEHT, IIPOM3BOJLHO O/1abpaHa. 3aTo Ce IPHJINKOM IHCArba MOMEHTHE je/IHa-
qUHE MOXKE€ KOPUCTUTHU OUJIO KOja TadyKa y paBHU y KOjO] Cy CHJIE.

Kao mrro je To Beh 6110 HaroBemTeHo, yCJI0BA PABHOTEXKE TeJIa CY CIOXKEHIU
HEro yCJIOBU PAaBHOTEXKe Tadke. YmnopehemeM OBHX yCI0Ba BUIH CE Jla Cy IIPBa
JIBa yCJI0Ba paBHOTEXKe Teqma (2.12) mera Kao u ycaoBu paBHOTEXKe Tadke (2.4).
Paznuka mocroju yesen mocrojama gogaTHor Tpeher yemosa us (2.12) xoju ko
TadKe He IIOCTOjU.

Be3se n peakuuje Be3sa

Marepujassa Tesia Koja €y J0 €ajia IoCMaTpaHa HICY UMaJja OrpaHndernha y
[oTJIe/ Iy KpeTama, I1a ce 3aTO Ha3uBajy cyobojHa Tesa. Ilpumepn ciaobomnux
Tea Cy: aBHOH Y JIeTy, MOAMOPHUIIA IO/, MOPeM, 3eMba, 1 NCTPAYKUBAUKE COHIIE
mpu Kpetamy 1o CyHUeBOM cucTeMy UTA. Y TEXHUIN je MHOTO Temmnu CIydaj
Jla TIOCTOJH CIpera n3Mehy IocMaTpaHOr Tejla M OKOJIHHUX Tesia 300T Jera 1ocToje
OorpaHHMYema y KpeTamy locMarpanor Tesa. Ha mnpumep, jokomorusa ce Kpehe
JINHUjOM KOjy Jedununry mmae, ¢dbuoka ce kpehe npasunem Bohuria, Bpara ce
00phy OKO IIapKu Ha OKBUDY UTJ. ¥ CBUM OBHUM CJIy4ajeBHMa Ce IIOCMaTpaHa
TeJla HA3UBAjy 6€3aHaA MEAG, TeJIa KOja OrpaHNYaBajy KPeTambe Cy 6e3e, a CAMO
KpeTame je 6e3ano kpemare. Kperame Tera Moyke OUTH U MOTIIYHO CIIPEYEHO
Be3aMa, Kao IITO je Ha IPUMEp CJIy4aj KOJ cTyba Koju je 1mOoOOJEeH y 3eMJby,
3aTBOPEHOT 1IPO30Pa, WJIN TOJNUIEe TpHUYBpIheHe HA 3UJ.

Beszano teso genyje ma Be3y oxpehenunm omrepehemunma, cumama u (wim)
CIIPErOBUMA, a ca Jpyre CTpaHe IpeMa IMPUHIUIY akKIyje U peakiiuje U Be3a
JeJiyje Ha Tesio onTepehenMa HCTOr NHTEH3UTETA U IIPABIIA, & CYIIPOTHOI CMepa.
OBo JIejcTBO KOje Be3a BPINK HA MOCMATPAHO TEJIO 30Be Ce peakyuja éeze. YKO-
JINKO, Ha IIPUMep, KpeTarbe KOJIIA 110 IOJJI03H OHEMOIYhHMO y2KeToM Koje je
BE3aHO 3a HEKM HENOKPETHU O0jeKaT, I1a KOJIAIA OITEPETHMO CHUJIOM y HaMepH
I3 UX MMOKPEHEMO, yrKe KOje IpeJicTaB/ba Be3y he ce Tome cympocrasuTu. [Ipu
ToMme hie yke 6utn onrepeheno u jiesoBalie n Ha KOJUIA U3BECHOM CHJIOM, JIAKJIE
peakinjom Be3e. CBe IIITO je MPETXO/IHO HAITOMEHYTO 3a Be3aHa MaTepujaJja Teja
BaKU U 3a Be3aHe MaTepHUjaJIHE TadKe.

ITpunrkoM u3Bohema jeJiHaUNHA paBHOTEXKE 32 MaTepUjaIHy Tadky (2.5) u
MarepujaiHo Teso (2.12) Hucy nocrojasia orpaHUYera y HOTJIey KPeTamba Tad-
Ke UJIU TeJIa, I1a TIOMEHYTE jeTHaYNHe Baxke 33 CJI000IHY TauKy U CJI000/IHO TEJIO.
Jla 6u ce oBe jeHaUMHE MOIJIe IPUMEHUTH U 33 Be3aHE MaTepujajHe 00jeKTe,
MODajy ce Y MUCTUMAa YKJIOHUTH Be3e, JaKJie 3aMUCIUTH Ja je objekar 000 aH.
IIpu Tome ce ma objekar, nmopes Beh npucyrHux onrepehema koja he ce 3BaTu
aKTHBHa onrepeherma, MOpajy IPUJIONATH U Peakiinje Be3e, gakie onrepehema
KOja moTudy of gejcrsa Be3a. 1log 3ajeqnnyakum jejcrBoM akTuBHEX onrepehema
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U peakiiuja Be3e MarepujaHu objekar ce Hehe KperaTu, nakie 6uhe y paBHOTe-
KW, TIa ce Ha Imera caja MOTY IPUMEHNTH jeJHaTINHe PaBHOTEXKE.

Peaknuja Bese 3aBucu ox Tula Be3e U 1a OU ce 3a IOjeUHY Be3y OHA OJpe-
WA, TOJIa37 ce Off TOTa KOja KPeTambe Tejla Be3a JIONYINTa, a Koja He. 3a OHa
KpeTrama Koja Be3a jomyiira nehe mocrojatn peakiije Bese, a 3a KpeTama KOja
cy crpedeHa, mocrojalie u peaximja Bese.

Mpumep 2.2 Jlsa yorcema o3Hauena Ha cauyy ca 1 u
2 cy mehycobro ceojum Kpajesuma 6e3aHa Y MauKy
A dok cy um npeocmanu kpajesu 6e3aHu 36 3uJ0GE.
YV mauxu A je sezano u yotce 3a xoje je esarn mepem
meoicune QQ. Odpedumu pearuuje sese.

» Kaja 6u yxmonwmm yxkan 1 u 2, tauka A 6u ce IOJ JIEjCTBOM aKTUB-
me cuyie Texkune () kperama. MeljyTum, Kako oBa y»KaJ mocToje, OHA MOTITYHO
onemoryhaBajy Kperame Tadke A, IMTO 3HAYN Ja 3a by IPEICTABIbAjy BE3y.
IIpema Tome, Tatuka A je Besana Tauka. Casa he ce 3amucauTu ma cy yxazn 1
2 yKJIOW€HA, aJI JIa je BUXOBO JIejCTBO Ha TadyKy A 3aMemeHo ojrosapajyhmm
yTUIajuMa Koje yKaJl Bpiie Ha Tadky A. To cy peakiuje Be3e Koje Cy y ClIydajy
yxkera cuwiie S1 u So, YHjU je MHTEH3UTET HEIIO3HAT, KOje Cy y IPaBILy yIKe-
Ta u guju je cMep je o tauke A (camka 2.11.2). Ha raj Hauma Ha Tauky A
JIeNyjy TPU CHUJIe YHjUA Ce TPABIM CEKy y TadKM A, IITO 3HAYU Ja Ce PaJId O
CHCTEMY PaBaHCKUX cydesbHUX cuiia. [lom mejcTBoM OBUX cHITa, O] KOJUX CY JIBE
HernozHare, Tadka A he 6urtu y paBrOTe KU Y CIyUajy Ja ce n3abepe IPUKA3aHHI
KOOD/INHATHH CHCTEM, JIBe jeJJHa4YnHe paBHOTeXxKe he riacurn:

2
D> Xi=—51+Ssind5* =0 & —Sl+§52:0;

2
> Yi=Sc0845° - Q=0 & ger:o.

Pememe oBor cucrema oj1 a8e je,ZLHa‘II/IHe Ca JIB€ HeIl03HaTe je
51 = Q; Sg = \@q.

Tpeba younru j1a cmep cuta S1 1 Sy, 00aBe3HO MOpa, OUTH Y TPUKA3aHOM CMEpY,
jep je yxke crocobHO camo fa “noByue’ tauky A, a He u Ja je “rypue”’. <«
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Mpumep 2.3 /sa AAKA wmana
osnavena Ha cauuu a) ca 1 u 2
cy Mmehycobno  ceojum  Kpajesuma
320010 6e3ana Yy mayky A Jok cy um
NPeoCMast, Kpajesu 3240010 6e3aHU 3a
nodaoey y mavwkama B u C. 3enobru
OCAORYY CY METHUNKY U3BEIEHU MAKO
wWmo je Kpo3 omeope MG NOCMONDY
P (xoje je mpuuspwhieno 3sa 3ud) u
wmany 1 ysysena ocosunuya O (caura
6)). V mauru A je eesano u yorce 3a
xoje je eesan mepem mescure Q.
Odpedumu peaxyuje eese. Mozy au ce
Y 080M CAYYATY UWMANOBU 3AMEHUMU
ca yorcaduma?

» [llranosu cnipedaBajy KpeTame Tadke A ma 3a mwy npejcraBbajy Bese. la
6u ce aHasM3Upasa paBHOTEXKa Tadke A, ona he ce y MucamMa ociob01uTn Besa
U YMeCTO BHUX yBecTn onroapajyhe peakimje Bese. Kana je Besa jaku mran
KOju je Ha KpajeBUMa 3TJIOOHO BE3aH, PEAKIHja Be3e je Chiia Koja je y IPaBILY
oce mrana. OBa cuiia Moke OUTH ycMepeHa Ka Tadkd A, y KOM CIIydajy IITall
npuTucka (rypa) Tauky A, WM O Ihe, IPU YeMy TaJa IITan Byde Taduky A. Y
OBOM 3aJIaTKy he ce MPEeTHOCTABUTH Jia Cy peakiyje Bese S1 U Sy ycMepeHe o/
tauke A. axie, cama je Tauka A, nopen aktusHe cuie (), onrepeliena u ca
JIBe CHJI€ YMjU CYy WHTEH3UTETH HEMO3HATH. [lOIITO ce MpaBIy CBUX CHJIA CEKY
y Tadukn A pajm ce O CydIe/bHOM CHCTEMY CHUJIA 3a KOjU Cé MOTY HAIHCATH JIBE
jeqHanHEe PABHOTEXKE U TO:

D Xi=—81cos30° - Spc0s60° =0 & V3S+ S5 =0;

V3

1
D Y =S1sin30° — Spsin60° — Q=0 <« 31— 5% -Q=0

Ha ocmoBy npse jemgmauute je:
Sy = —v/354,

Ia ce 3aMEHOM Y JIpyTy jeJIHaduHy go0uja:

LB visy-q » s-9

CaJia HEje TEIIKO 3aKJbyIUTH JIa je:
Q
S1=—.
)

Cuwia y mramy 1 vuMa TO3UTHBAH MPEA3HAK ITO 3HAYH J1a UMa CMep KOjU je
MIPETIIOCTABIBEH, JJOK Ce Ha OCHOBY HETATHBHOT MIPEI3HAKA Y PEIehy 3a CIITy So
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3aKJbydyje Jla je CMep OBe peaklIlje ITOI'PENIHO IPETIIOCTaBJ/beH, OJHOCHO J1a je
cuta yemepena Ka tadku A. Jlaxste, mrram 2 “rypa’ Tadky A, mTO yiKe HE MOXKE.
Y oBoM cirydajy mran 1 Moyke OMUTH 3aMeeH YKeTOM, JIOK KOJI ITama 2 TO Huje
ciaydaj. <

Npumep 2.4 Vorce (na cauuyu osnaueno ca 1)
je ceojum kpajesuma eesano 3a mauxe A u D.
Jsa aaxa wmana (2 u 3) cy mehycobro ceojum
Kpajesuma 32406H0 eezanu y mawku D dox cy um
NPEOCMAIY KPAJeBU 32A00H0 BE3AHU Y MAYKAMG
Bu C. Tawke A, B u C ce nanrasde y 6epmukainoj
pasHu. Y mavwku D je eesano u yorce 3a wuju xpaj
je eeaan mepem meotcune Q. Odpedumu peaxyuje
6e3e.

» Imajyhu y Buny na je Tauka D Beszana, y muciuMa he ce yKIOHUTH Be3e
U yMeCTO HUX YBECTH peakiyje Bese, Jakje cuie Si, So u S3 (BUIETH CIIUKY).
Tlox nmejerBom oBux cuita u cuite () Tauka D je y pasHorexkxu. Bynyhu na je y
MUTAKY TPOCTOPHU CHCTEM CHJIa MOTY Ce HAIHMCATH TPH jeJHAINHE PABHOTEXKE.
VY mpuka3aHOM KOODJMHATHOM CHCTEMY, IIPOjeKIMje peakimja Bese Sy, So n S

cy:

3 1
X1 =0; Yi=-5 Sin60°:*§51;21 :S1c0860°:§S1;
2 2
Xy = Sy c0845° = gSQ; Yy = —Sysind5° = —%Sg;Zz =0;
1 3
X3 = —S3c0860° = —§S3§Y3 = S3sin60° = —g&; Z3 = 0.

Jenmaumne paBHorexke Cy:

2, 1
Y X = %SQ — 55 =0;
V3, V2 VB

D= Sim g S S0

Zzi:%sl—cg:o.

Pememe oBor cucrema jeanaunna je:

V6 2V3

T B B =R

S1=2Q; S2=-
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IIpemsnanu cuma S u S3 Cy HETATHBHU IITO 3HAYU Ja CYy CMEPOBH OBHUX CHJIA
MTOT'PEITHO TIPEeTIoCTaB/beHn. OUUriieIHo Aa ce UCITPABHO TOCTYIIUIIO ITO CYy Ce Y
33/1aTOM CHCTeMY KODHCTHJIM IITAIIOBH, jep y2KaJ| He Ou oMoryhusia paBHOTEXKY.
<

Mpumep 2.5 Cumempuuna KAYNQ
meocune P = 160N, ca pacmojareem o
I = 200cm usmehy noey A u B, ocaorwena
je ma mod 3a woju he ce yceojumu da
je udeaarno anadax.  Ha wayny je ma
pacmojary a = 25cm 00 moze B ceo A
yosex meocune @ = TOON. Odpedumu i
peaxyuje gese.

a
<>

» Texxuna kiyme P je cuiia 3a KOjy MOXKEMO CMAaTPATH J1a, JIeJIyje Y TeXUIITY
T xoje je y paBuu cumerpuje kiayne. Huje 3ajaTo Ha K0joj je yIa/beHOCTH O
mojia, ajii TO 3a pelllele OBOI 3aJaTKa W Huje OurtHo. Ha kiaymy genyje u
akTHBHA cria () Te)KUHE J0BeKa Koju je ceo Ha kiaymy. Kama e 6u 6miro moma,
KJIymia 61 ce KperaJia, Ia IpeMa TOMe I0JT 3a KJIYILy MpeJICTaB/ba Be3y Koja He
JI03BOJbABA TIOMEPALEe y PAaBILy KOjU je HoOpMaJiaH Ha paBaH mnojga. OBa Be3a 6u
JI03BOJINJIA TIOMEPAIhe Y PABHU 110Ja KaJjla Ou II0CTOjajia HeKa CHJIa Koja Jejiyje y
[IPABILY HapaJIeHOM ca rojyiorom. Moxke ce 3akspy4anTn jia he y ciry4ajy aoaupa
TeJIa ca IVIATKOM IIOJIJIOTOM peakIfja Be3e OUTH CUJIa YUjH je IpaBal] HopMaJjiaH
Ha paBaH nojyiore (BujieTu cJuky). Ilomro y oBoM cirydajy mocToju JOAUp Tesa
ca mojoroM y taukama A u B mocrojahe u e peakmuje Bese u To cuiie Ny u
Np 4uju cy mpaBI HOPMAJHU Ha paBaH moja. Kako je Kiymna cajla y MUCIUMA
ocyiobohera Besa, OHa je TOCTaJA CJIODOIHO TEJO W Jia Ou Omiia y PaBHOTEKHU
Mopajy OUTH 3a/10BOJbEHE jeJHaInHe pAaBHOTEXKe, Kojux he Ha ocHoBy (2.12) Gutn
Tpu. AKO ce yBene KoopauHaTHH cucreM rAy Tama hie cyma mnpojexmnmja cBUX
cuJIa Ha oce x U y OuTH:

> Xi=0;

> Yi=Na+Np-P-Q=0. (®)

Ocum oBe nBe jemmadmee, O KOJjUX je

V h”—2> QL npBa TpuBHjasHa, mocrojahe m MoMeHTHa

' TS " jemHauMHa KoOja ce MOYKe HAIMCATH 33 OHIO

Al . 1 P B KOjy Tauky. AKo ce uzabepe Ja je To Tauka A,

N,JT / Ngt s taja fie cyma MOMeHaTa CBUX CHJIA Y OJHOCY
Ha Tauky A Guru:

ZMA:NBZ—P%—Q(H—a):O. (6)
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PermasameM cucrema jenuadunna (a) u (6) gobujajy ce pererba:

P
5+ (1+7)Q = 867,5N:

P
NA:—NB+P+Q:5—%Q:—7,5N.

Np

Herarupau mnpe3Hak y perlemwy 3a CHILY
N4 yKasyje Ha TO Jia OBa CHJIa MOPa UMaTH
CYIIPOTaH CMeP OJf IPETIIOCTAB/BEHOT JIa Ou
KJIYIIa Ca YOBEKOM OCTaJIa Y PaBHOTEXKHU.
To ce MoOXKe OCTBAPDUTH Be3UBAHEM HOTE
A 3a momory (ma mpumep y3 nomoh
3aBprara). be3 Be3uBarma Hore A 3a 1o,
nohu hie 10 Kperama KIIyre, OJHOCHO OHA
he mouern ma ce okpehe oko Tauke B.

Mpumep 2.6 Jlonma mescure Q u noaynpeunura R
0CAOMENRA je Ha Je UCaNHO 2AaMEKE PasHe N0JA02E
xoje saxaanajy yeao od 60°. Odpedumu pearyuje
seae.

&

» Cusa TexXuHe JIONTE je 3alpEeMUHCKA CHUJIa Koja Jejlyje Ha CBaKW jesnh
JionTe, aju he yKymHO J€jCTBO Te cuje OUTU €KBUBAJIEHTHO KOHIEHTPUCAHO]
cUIM Koja Jenyje Ha Texurre Jjonre. IIpema Tome, jonTa je y cpemumty O,
KOje IpeJIcTaB/ba TeXKHUIITe JomnTe, ontepeherno akrupHoM cuyioM . Jlonrta he
ce y MHUCJIIMa OCJIO00/UTH Be3a, Ia he Ha Taj HAYMH HOCTATH CJIOOOHO TeJIo.
IIpu ToMme ce yTuIaj riaTkux mojjiora Mopa 3aMeHUTH peakilnjaMa Be3e, a TO Cy
cuyte Ny u Np duju cy IpaBIii HOpMaJIHu Ha nojiore. Lo 1ejcrBoM oBUX cuiia,
JIOIITA Ce HaJIa3W y PABHOTEXKHU TAKO J1a Ce MOT'Y HAIIMCATH jeJHAYNHE DABHOTEXKE.
IIpaBu cBux cujia ce ceKy y Tadku , ma ce Jo0uja Cyde/bHU CHCTEM CHJIA, 33
KOjU ce MOTY HAIMCATHU J[BE jeIHATNHE PABHOTEXKE U TO:

1
ZXi:NB—NAcosﬁoozo o NB_iNAZO;

S Y= Nasin60°—Q=0 ?NA—Q:O.

Ha OCHOBY KOjUX Cy TparKeHe peaxImje:

2 2v/3
Na=/5@="3

Q.

“[%

1
Q; NBziNA:
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Kaxo ce mpasnu cBux cuia ceky y tauku O, y oBOM ciaydajy, 6e3 063upa Ha TO
IITO je y MUTAbY TEJ0, MPObJIEM ce CBOIM Ha MpoytUaBame paBHorexke Tadke O.
3aTo je 3a permaBambe OBOT 3a7aTKa OMJIO JOBOJLHO HAIUCATH CAMO JIBE jeHa-
qiHe PaBHOTEXKe. <«

A S
: ;450 Mpumep 2.7 Teao meorcune Q xoje uma obaux xeadpa
L 3a 3adamum cmparuyamae U b 6e3aH0 je HemoKpemHUM
; zenobnum ocronuem y mawku O 3a 3ud u onmepehero
S .,A cnpezom M.  Ba meno je y mauxku A 32406H0 6esan
ol AQKY WMan Koju je dpyeum kpajem 3240010 6e3an 3a

(\gm b sud. Odpedumu peaxuyuje eese.
9
a

» YobuyajeHo je Jia ce IpHU pellaBamy 3a/aTaka,
360r yuIresie y BpeMeHy, IPUCTYIIa YIpoImheHoM Mpu-
Ka3y U CKUIUpamy KOHKDeTHHX objekara. Y OBOM
ciaydajy he ce ymMecTo JeTabHOr NMPHUKa3a 3TJIOOHUX
Be3a ca OCOBHHUIIAMA U JPYTUM JIJIOBUMA, HA CJIUIN
JaTH CaMO CKHUIla KOHKpETHOr mpobsema. Tpeba 3a-
[MA3UTH Jia Cy 3TJI00HA Be3a TeJIa Ca MOJIJIOTOM Y TAYKU
O u 3ry100He Be3e Ha KpajeBHMa IITala y TadkaMa A
u A TeXHUYKU U3BEJIEHE HA NOTOBO MCTOBETAH HAYUH.
Nnak, npu ckunupamy 3r7100HE Be3e Tesa Koje MMa
TexKuHy, mwin je ornrepeheno, najuaenthe ce 3rii06Ha Be3a
IpuKa3yje ca CTHIN30BAHUM TPOYTJIACTUM OCJIOHIEM.

Jato Testo Tpeba 0cJ0060IUTH Be3a i YMECTO X Y
yBEeCTH peaknuje Beze. HeIoKpeTHH 3ryIOGHH OCJIO- 0 “? S,
Hall He JI03BOJ/baBa MoMepame Tadke O HU y XOpu- Xo o 45f‘~\
30HTAJIHOM HHU Y BEPTUKAJIHOM TpaBIly. 36or Tora he

. . S
peakiiuje Bese OHTH JiBe cuile Koje lie ce O3HAYUTH m *
ca Xpo u Yp. YkinamameMm Be3e jgaku mramn AA; y1 i M

Kao DeakIija Be3e ce yBoam W cuiaa S Koja je y l

npaBiry oce mmrana. Teso he oy gejcrBoM oBe Tpu X o
HeIIO3HATe peakIije Be3e U aKTUBHE CUJIe TEeXKUHEe

() Koja Hamaja cpeaunHy Tadky T, OuTu y paBHOTEXKHU. 3a IIPUKA3AHU CHCTEM
[IPOU3BOJLHUX CHJIA Y PABHHU MOTY Ce HAIIMCATH TPU jeJHadnHe paBHoTe)Ke (2.12).
IIpBe 1Be jemmadmne paBHOTEXKeE ce OJHOCE Ha IPOjeKITHje ChuIa Ha Oce KOOP/IU-
HATHOT CHCTEMA U TJIAce:

2
ZXizXO—Scos45°:0 & Xg—gSZO; (a)

2
Y Yi=Yo+Ssinds® —Q=0 & Y0+§87Q:O. (6)
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Tpeha jemnaunna paBHOTEXKE je MOMEHTHA jeTHAUNHA Y OJHOCY Ha MTPOM3BOJHHO
omabpany Tauky. I3abpalie ce ma je To Tauka O, a mpminkoMm oxpehuBama
MoMeHTa cuie S, ymecro came cuie S nocmarpahe ce cune S, u Sy Koje cy
3ajeqHo exsuBajienTHe cuu S. Taxo he m 306up Momenara cuia S, u S, ourn
jennak MomenTy cuie S. MomenT cuie S, je jeaHaK HyJsu, JOK Kpak cuie Sy
usHocu a. Kako je:
: V2
Sy = Ssin45° = 75,

MOMEHTHA jeTHa9YNHA je

E:A%:a%a—Q%—ﬂﬁ:O P %?Sa—%Qa—mv:a ()

Hakie, 3amatn mpobjeM ce cBeo Ha pelllaBambe cucreMa jegnaduna (a), (6) u
(B). U3 jennauune (B) je:

S:X§Q+v523
2 a

3ameHoM oBe BpemHOCTH 32 Sy jennaunne (a) u (6) mobuja ce:

Vig g m Vig_q m
2 a’

2
Xo=79=5+7 Yo=Q—-55=

3apgaun

2.1 Jlaku mranosu 1 m 2 cy melhycobHO 3ry100HO
Be3aHW y Ta4KW A, JIOK Cy UM IIPEOCTAJN KPAjeBU y
raukaMa B u C 3r100H0 Be3anu 3a mnozgiory. Tadka
A je onrepeliena cuom F' 1 y TOj TaYKU je Be3aHO
yKe 3a Koje je mpumuspithen teper (). Ogpenuru
peakiuje Be3e. JluckyroBarm wmoryhnocr ga ce
MITATIOBU 3aMEHe Ca yKaInMa.

2.2 Jlaku mrrair 1 je cBojuM KpajeM 3rJIOOHO Be3aH 3a 3UJ.
3a gpyru Kpaj mrana (Koju je o3HadeH ca A) BesaHo je
yKe 2 Koje je IpyruM KpajeM Be3aHo 3a 3um. Y Taukd A je
BE3AHO U y2Ke 32 Koje je okadeH Teper Texkuue (). Onpenurn
peaknuje Beze. Ogpenuru jna Jid je OoBa KOHCTPYKIIHja,
KOJ KOje je Kao eJIeMeHT Be3e YBEJEHO YiKe, HCIPaBHO
3aMUIIJBEHA, OJTHOCHO Ja Jik hie yKe MONU j1a OCTBapy yJIory
Beze? Mozke i ce mrran 1 3aMeHTH ca yKeTOM?




Bagamnu

2.3 Jlomra Texwune () mOCTaB/bEHA je HA
HJIEAJTHO TVIATKY PaBaH U IPUJIPXKABAHA DYKOM
Jla ce ipu ToMe He 6u moMepuiia. Y tadku A je
3a 3uJ1 Be3aHo yxke. OJpeuTH y KOjoj TauKu
Ha JIONTHU Tpeba IPUIBPCTUTU KPaj yKETa J1a
ce TI0 YKJIAhamy pyKe JIonTa He 6u momepuia?’
Komuke cy y ToMm caywuajy peakmmje Bese?
Omucarn mra he ce mecutn y ciaydajy ma ce
y2Ke BeXKe 3a JIONTY y HEKOj JAPYT0j TAuKMU.

31

2.4 IItan AB rexxune () u JyKUHE @, OCJIOHEH je Yy TadKu
B Ha mJ1easIHO TIIATKY HOJI, & Y TAYKU A Ha MJeaJIHO TJIaTKH

3ug. Moxke i IITAIl OCTATH Y DPABHOTEXKU!

Hanmcarn

jeﬂHa‘{I/IHe paBHOTE2KE ITa IIPOBEPpUTHU Ja JIA hie one 6urn

U3MEHUTHU YKOJIUKO 3a Ta4Ky B BexkeMo yKke Koje je Apyrum
KpajeM Be3ano 3a 3u y tauku C. OapeauTn y ToM ciaydajy

A N\
o
3ag0Bosbere. [la sm he ce HemTo y OISy pPaBHOTEXKe
peakImje Bese.

IBXY

2.5 [lioua rexkune Q y 06JIMKY [IpaBOYIJIOr TPOYIJIA

ca KaTeTaMa Jy:KHHE U 2, OCJIOIeHa je Y TadKama
A u B ma uneanno riarke mospirune. Y Tadku B je
3a IJI04y 3IVIOOHO Be3aH JIaKHU IITAIl KOjU je JIPYyTIuM
KpajeMm 31J100HO0, y Tauku D, Be3aH 3a 3u. Opeauru
peaxkimje Be3e. [la jm 6u mtova ocraja y paBHOTEXKN
KaJ1a 61 ce YKJIOHMO JIAKH IIITall.

2.7 Jlaka moiyra je ocJOm€HA Ha
ocimonar; u ounrepehena
OppeuTi CUJIy KOjOM Kpaj IOJIyre ﬁ
JleJlyje Ha IPUKA3aHO TeJIO. 1)

"y

cuiiom  F.

7

2.6 Koymma, kojuma he ce 3aHemapuTu
TeXuHa, onrepelieHa Cy TEKUHOM KOPHCHOT
Tepera (), ca TexxurreM y Tadkn 1. Oapeaurn
WHTEH3UTEeT BepTukajHe cuie F' kojom Tpeba
JIEJIOBATH Ha PYUWILy KOJIWIA, Jia OM KOJIHIA
Oowra y paBHOTexxu. Jla Jim ce HArmmameM
KOJIna 110/ HEKUM YIJIOM MOXKe OCTBapuUTHU
Ja kojiara u Ge3 gejerBa cuite I Oymy y
pasHoTexku? Kakas je y TOM ciIy4ajy moJioxaj
rTexkumiTa Tepera T y ogHOCY Ha Tavky A7
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2.8 IIIram Texxkune () U JIyKUHE @ 3IJIO0HO
je Besan y Tauku A 3a mojgiory m omrepehen
cuperom M. Ilran je kpajem B Haciomen
Ha wmaeasHo iaTky nosprmuy. Omxpemurn
peakije Bese. Mwmajyhu y By ga je mrrar
3rJ1I00HO Be3aH 3a MOJIOrY Xohe Jiu peaxiiuja
Be3e OMTHU CHJIa KOja je y IpaBIly oce mrara?’



3

OTnopHocT maTepujana

Y yBOIHOM JeIy OBe KILUTE je HAIIOMEHYTO KaKO Cy CBa CTBapHa Tesa Jedop-
MaOHJIHA, OIHOCHO Jia TOJ JIejCTBOM olTepehera OHa BUIIE, WJIM Marhe MEHajy
cBoj obimmk. Ilopesd Tora, HAIIOMEHYTO je jia OBe IIpOMeHE OOJIMKA JIOBOJIE H JI0
nojaBe yHyTpammux cuia. OTIOPHOCT MaTepujasia ce OaBU aHAJIN30M CTarba U
YHYTPAIIBbIX CUJIa Y €JaCTUYHOM TeJly KOje je M3JI0YKEHO JIEjCTBY CHOJbAIIbUAX
ontepehema. [locroje Hayune nucrummbae Koje crame y 1edOpMabUIHOM TeJry
AHAJIN3MPA]y CTPOTUM MaTeMATHIKHM IOoCTymrmMa mosadehe om masmor 6poja
MIPETIIOCTABKY. JefHaunHe To0ujeHe MPUMEHOM HEKUX OJ] TUX HayKa (Ha IpuMep
TeopujoM eacTUUHOCTH) Cy Hajuenthie BPJIO TEIIKe 3a PEIaBarbe, jep ce PaIu o
BeheM 6pojy MehycobHO crperny THX HapIujaJ Hux JudepeHInjaaTHuX je JHadnHa.
AHamuTHYKa Perieha OBUX jeHavunHa ce Mory Halin 3a orpannyen 6poj mpumepa
u Hajuerthie cy BpJIO TVIOMAa3Ha U TelKa 3a npuMeny. CuTyanuja ce TOMpaBHIa
yBoDemeM padyHapa, jep ce Mory Halin HyMepuIKa pelrena jerHadnna, Melyrmm
OHA Cy J0CTa TeIKa 33 aHAJM3y u u3Boherbe ommrux 3akbydaka. Vmajyhu ose
MaHe y Buiy, pasBujera je OTHOPHOCT MaTepmjasia, Koja 0 PeIlemba J0Ia3H
Kopumher-eM Hu3a I[PETIOCTABKN Koje Ccy y Hpakcu y Behmnum ciaydajesa o-
npasgane. OTIOPHOCT Marepujajia HeMa TaKO CTPOT IMPHUCTYII MPOOJIeMHUMa,
kao Teopuja ejacTudHOCTH, M ce 3aTO J00Mjajy pelrema 3a/10Bo/baBajyhe
TAIHOCTH, KOja Cy CACBUM MPUXBAT/bUBA 33 TEXHWUYKY mpakcy. OrmopHoct
MaTepHjajia J0 HEKUX CBOJUX IPETIOCTABKH JOJA3UW U Ha OCHOBY JI0OKa3a U3
Teopuje enarudHOCTH, aJI1 U Ha OCHOBY MCKYCTBA U €KCIIEDUMEHTAJIHUX 3alla-
JKarba.

3.1 OcHoBHM 3agaum OTNOPHOCTU MaTepujana

TexHnyka ¥ UAYCTPHUjCKA UBUIN3AINja KOja Ce PA3BUJIA Y TOCJIEIBUX He-
KOJINKO BEKOBa, 3aCHHUBa ce Ha KOopuInhemy MHOrOOPOjHUX CpejicTaBa, opyha u
amaparta, jeJHOM Pedjy Teja, ca KOjuUMa JbyJU BPINE HEKY JEJATHOCT, WU UX
KOPHCTE Y CBAKOIHEBHOM KUBOTY. Bymayhu ma cy ona mampassbena o1 peaHux
Marepujasia U y BehuHu cirydajeBa n3JI02KeHa pasHuM onrepelieHnnma, mpucy THa

33
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je moryhiHocT na 3araje y usBpinasamy cBojux ¢pyHKIHja. Ha npumep, ciomu ce
BPaTUJIO Y ayTOMOOUJICKOM MOTOPY, HCKPHUBH Ce MEIIaJINIa Ha MUKCEPY, CPYIITH
ce crambena 3rpaja nra. Hecymspuso je s1a ce Beh mpu KOHCTPyHCAbY MODPAjy
dopmuparu oxpehern Kpurepujymu Koju he Jaru oaroBop Ha MUTambe Jia Ju he
TeJIo Kora Tpeba HarpaBuTu Mohu j1a octBapu (DyHKIIMje 3a Koje je npeBubeHo.
Baxny ynory y tome uma u Ornopaocr marepujaja. Fbenun ocHOBHHU 3ajariu

cy:
a) ucnmTHBame IBperohe;
6) mcnUTHBAILE KPYTOCTH;

B) HACIIUTUBAH-€ CTAOUITHOCTH.

Kyhuwme

KompoajHu
synuanux 1 nexcaj

ﬁ epamuio

Cauka 3.1: Ipumep npenocnoz mexanusma a) neonmepehen; 6) onmepehen

_____________________ +
N3ynuanux 2 In-

RN

&

)

UcnurnBame uBpcrohe Tesa je y BehuHu ciiydajeBa HaAjBaXKHUjU 3aaTak
Koju Tpeba octBapuTu. UBpcroha je cBOjcTBO Tesa Jia ce MO JI€jCTBOM OIITepe-
hema me ciomu, wim Tpajuo gedopmuiie. JacHo je ja onrepeheHo Tejio y TOKy
eKCILIOaTallnje MOpPa OCTATH YUTABO U Jia He cMe JONU JI0 FHeroBor JIoMa, WU
omrrehiema. Ha Courum 3.1 a) je mpukaszaH jelaH JIeo HPEHOCHOI MeXaHM3Ma KOju
ce cacToju 0] 3ynuaHuka 1 Koju npuma onrepelieme (01 3ymyaHuKa Koju HUje
[IPUKa3aH), BpaTuia Koje ce oOplie Ha JierkajeBUMa M 3yIYaHUKa 2 KOJU Ja/be
nperocu onTepeheme (Ha 3yIMTIaHUK KOJU HUje MpUKa3aH). BpaTmio Moxe J1a ce
HAIPaBU O] PA3JIMYATHX MaTepHujaja ‘jaunx’—Koju Cy CKyIUbH U “crabujux’—
koju cy jebrunuju. Ilopes Tora BpaTmio Moxke OUTH HAIPABJHEHO TAKO JIa je
Beher, wm mamer npeynnka. 1{ub ncnurusama yBpeTohe je ja ce y 3aBUCHOCTH
o1 n3abpaHor MaTepHjajia HAIPABU BPATHJIO TAKBOI' IIPEYHUKA KOje MOXKE J1a
ocTBapu cBojy (bYHKIHMjy IpeHoca (Tako Ja ce He CJIOMU, MM TPAjHO MUCKPHBH).
IIpu Tome ce 3axTeBa U Jja IeHA TAKBOT BpaTuia OyJie TPKUIITHO IPUXBAT/bUBA.
Ovwnriento je Ja ce paand O CIOKEHOM KPUTEPHjYMy KOjU HHUje jeTHO3HATHO
OCTBapUB, TO jeCT HMOCTOjU BUIE MOI'YNHOCTH 3a I€TOBO 33/I0BOJBEIHE.

IlocToje mHOrM ciryuajeBn Kajia ce MOpa M3BPIIUTU HCIUTHUBAILE KPYTOCTH
Tesia Jia OM OHO MOIJIO YCIIENIHO Jia OCTBapu (YHKIHje 3a KOje je HaMeHEHO.
Kpyrocr je cBojerBo Tena ma My jedopmariuje Oyiy y 3aaTUM TPaHUIAMA.
Kom Hekux Tesia je mpm KOHCTpyHCamy JOBOJBHO 33JJ0BOJHUTH UBPCTONY Tesa,
JIOK Ce He BPIIH HCIUTHUBame Ha KpyTocT. 1O Cy 1o mpaBmily CIydajeBu Kaja
ce Ha OCHOBY MCKYCTBa M Pa3HUX IIPElOpyKa He O4YeKyje Jla MOI'Y HaCTyIIHTH
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nedopmalije Koje 6u yrposusie dbyHKIuoHucamwe Tena. MehyTum, mocroje u
TIPUMEPH KaJa je HEOIXOHO, WK MPENopyIbUBO U3BPIIUTH NCIUTHBAIHE KPY-
Toctu, a jemad ox wux je gar Ha Cowmnu 3.1 6). Veien mejerBa ompelenunx
onrepehema Ha 3ymuanuk, johu he o medopmaruje BpaTuia, 360r kKoje he
oca BpaTmJia OJICTYIUTH O/ npase jmHuje. Jledopmarnuja mpukasana Ha CIUIT
je KapuKWpaHa W IpeyBeJnvaHa, ja Om ce Oosbe 3amasmiia U He MojaBJbyje ce
y TOj MepU y CTBapHUM KOHCTpyKIHjama. 30or jedopmariyje BpaTUaa MOTY
HacTynutu oxpehern npobseMn y HOYyHKINOHUCAY IPEHOCHOT MeXaHu3Ma. la-
KO, Ha TpUMeEp, MOyKe HACTYIUTH TOJATHO 3HadajHo moBehame omrepehema
JIeXKaja IMITO Ce HeMHHOBHO OfIpaykaBa Ha JYKHHY IHUXOBOT JKUBOTHOT BEKA.
Ilopes Tora mory ce mojaBuTu 1 IpodJIEeMu ca CIIPe3arheM 3yIYaHnKa, jep 3yon
jeJHOr 3ymYyaHuKa He Om oxroBapasm MehysyOspy apyror 3ymdanuka. Jlakie,
6e3 063upa Ha TO IITO BPATHJIO 33JI0BOJbaBa KPUTEPHjyM UYBpCTOlie M mITO ce
nmehe ciomMuTH 10, AejcTBOM onTepehersa, UIakK je y J1aToj CUTyaIlnju KOPUCHO
noBehaTn npevHUK BpaTmia, Ja OM OHO mocTajo Kpyle, OJHOCHO Ja OH My
nedopmalgje OuIe Mambe.

VcnuruBaibe CTAOMIHOCTH TEJa T0JIA3HU 0
u3parkaja y CiIydajeBUMa BUTKHX Teja, Kao

MTO Cy JYyradkd IITANOBU, CTYOOBH, TaHKe F<F, F>F,
mwiove, TaHko3uaHe 1esu uth. Jla 6u Tejo

OmI0 y CTabMIHOM IIOJIOXKAjy PpPaBHOTEXKE, “F

Maysia mpomena y omrepehemy Tema mopa B B
IIPOY3POKOBATHU U MAJIy IIPOMeHY jiepopMarniuje

Tesa. Hecrabmian paBHOTEXKHHU  ITOJIOXKA]
TeJla Tpare Besinke jedopMaliije, Koje MOry
YI'PO3UTH BeroBy pajny dyukimjy. Ha Couru
3.2 je mar mpumep Teja Koje o ojapehenum
YCJIOBUMa MOXKe Ja Johe y cTame KaJla mocraje
Hectabusino. IIpukazaH je mran Koju je TOmHUM

KpajeM A yKJIEITEeH 3a MOJJIOTy W PUTUCHYT \A &W
cunoMm F' Ha ropmem kpajy B. ¥ 3aBucnocTu ) 6)
a

0J1 TOra KOJIMKH je mHreHsuteT cuie F', mory
HACTYIUTH JBa OUTHO pa3juduTa cjiaydaja. ¥
IPBOM CJIy4ajy, Kaja je MHTeHsuTeT cuje F' o o9 puonomesica mea: a)
Mawu oj] kpuruuhe cuie Fy, (Cimka 3.2 a))  emabuana; 6) necmabuana

oca mrana he u Jajbe OCTATH IIPABOJIUHI)CKA.

Tanma je mram y crabuaiHOM PAaBHOTEXKHOM IIOJIOXKA]y U HEroBe nedopMaliije
he 6utn mase. Mebhyrum, ykosmko je onrtepeherse mitama Behe o KpuTHIHE
cue, johu he mo oxcrymama oce mrana ox mpase Junnje (Ciauka 3.2 6)),
ma hie y oBOM ciiydajy 110J103Ka] paBHOTeXKe InTana outu Hecrabusan. Ilpwm
ToMe he HACTYyHUTH W 3HaYajHe Jedopmaliyje mTamna Ma je OYUIVIETHO J1a je
OBaKBO CTare HeNOIycTUBO. lIpu HCHuTHBaMy CTAOMIHOCTH Teja je ODHMYIHO
IMJ/b OJIPEIUTH MUHUMAJHO olnrepeliebe Koje JOBOIU JI0 HECTAOUIHOCTH U KOje
ce Ha3uBa KPUTHYHO onTepeheme.
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3.2 MeTtopa npeceka n BEKTOpP HamnoHa

Y OTHOPHOCTH MaTepHujaJia ce IIPU aHAJU3HU CTalba TeJla U3JI02KEHOT OITepe-
hemuma u opehuBamy yHYTPAITBLIX CUJIa KOPUCTH MeTOIa peceka. [Ipema toj
METO/IM Ce Ha TeJIy HAYMHU 3aMUIIIJbEHN IIPECEK U TeJIO IOJIeJIN Ha JIBa, JIeJIa KOjU
cy ozuadenu ca 1 u 2 (Conka 3.3 a)). IomenyTn jesoBu fem1yjy jeqan Ha Apyror
cuIaMa Koje Cy HenpekuHo pacrnopebhene Ha npeceunoj nospiman (Couka 3.3
6)) 1 Koje 3a TeJIo Kao IeJIMHY TIPEJICTaBsbajy yHyTpamime cuite. OBaj npucry,
koju ce nazusa n Ojmep-Kormmjes akcroMm je o/ K/byIHe BaXKHOCTHU TIPU AHAJIA3H
YHYTDPAIIBIX CHJIA.

3a ompaBiame MeTOoJIe IpeceKka Mo-
2Ke TOCIYXKUATH ONUPY2KHU MOJIEJI MaTe-
puje, o kome je Beh 6mI0 pedn y mper-
XOJIHOj TJIABA U KOJU je IPHU TOoMe Omo
wmirycroBad Cimkowm 1.2. TIpema Tom mo-
JIeJly Ce YeCTHIIE Y TeJly JpXKe Ha OKYILy
3axBaspyjyhu mehycobHOM JejcTBY Koje
ce mojesiupa onpyrama. Ha Commu 3.4
je TIpuKa3aHO CTame KOje HacTaje YKO-
JINKO Ce HAYMHU 3aMUIIbEHN IIPECEK K-
03 TeJI0 U YKJIOHE CBe OIpyre Koje ce
Couxa 3.8: Ha samuwwwenoj npecewnoj —1aJ183€ Ha IPECEKY. VTHIRj yKIOMeriX
NOBPWUHYU Meaa cy HenpexudHo pacnopehe-  OIIPyTa Ha YECTHUIE TeJjla ce 3aMeiby]e
He cune: a) meno kao yesuna; 6) pasdsoje- [apOBUMa CHJIA KOje Cy IIpeMa IIPUHIH-
n denosu Iy akIfje U peakiluje MCTOI' UHTEH3U-
TeTa W MpaBla, a cynporHor cMmepa (Bugern Cruky 1.1). Ha Taj Hauun ce reso
JIeJIN Ha, /1B JIeJIa, & IPU TOME Cy YECTHUIle Ha IIPECEIHIM ITOBPIINHAMA U3JI0ZKEHEe
JejcTBY cuiia u3 1edOpMUCAHUX OIIpyTa KOje Cy Y OBOM IIPOIECY YKJIOHEHE.

npecex
Ha meny

a)

Jla 6u ce ornucaJie yHYTpAIIbhe CU-
Jie Tejia y Tauku P, Hamnpasuhe ce mpe-
cek Tesa Kpo3 1y Tadky (Cumka 3.5
a)) U IOCMAaTpaTH Je0 Teja KOju je
o3nadven ca 1. Ha npeceunoj nospmin
he mocrojaru pacnopehene ynyrpar-
e cuiie, a nmocMarpahe ce camo one
CHJIe KOje JIeNTyjy Ha JIeJTy TIOBPIIU KO-
ju TpesicTaB/ba OKOJIMHY 33 Tadky P
(Ciuxa 3.5 6)). Heka mospmmma oBe
okosmmue Tavke P (koja je ma Commm
3.5 B) MOCEOHO M3/IBOjEHA U yBEIWYa-

ua) uznocu AA. Tlopes rora, ysemhe
Caura 3.4: Onpyotchu moden mamepuje ce

} ) Ce U jJeIMHIYHU BEKTOpP HOpMaJie N 3a
Kopucmu 3a obpasdaooicere Ojaep-Kowujesoz
ARCUOMA [IpECeYHy IOBPII. YMeCTO paclope-

benux cuiia Koje feityjy Ha MOBPIIUHA
AA mory ce ysectu pesyaryjyhia cuia AR u pesyaryjyhiu ciper AOMgp (Cnuka

cune y npecexy

3amuld/beHu
npecexk
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3.5 1)) jep je BUXOBO JI€jCTBO €KBUBAJIEHTHO.
Benumunna Koja ce 30Be cpedrb 8eKmMop Hanoxa aeUHUILE ce Kao:

_AR
IV

Cpe/itbl BEKTOP HAIIOHA [IPEJICTaB/ba KBAHTUTATHBHU OIHUC MPOCEYHE BPETHOCTH
YHYTpaITkhUX cuia Ha moBpmHE AA. YKOJIUKO ce YKeJdu TavYHUjU OIUC CHUJIA
cMamulie ce BeIMYMHA IOBPIIMHE, IITO JOBOIM [0 Mame BPESHOCTU TJIABHOT
BEKTOpa, aiu fie Ipyu ToMe OJHOC IJIABHOT BEKTOpA U IOBPIIMHE OUTH KOHAYAH.
AKO ce IIpOL[eC CMalbemba IIOBpIHI/IHe HaCTaBI/I7 I1a y3Me ]_La OHa TexXKHnu Hy.]II/I, Kao
mro je To mokazano ua Comrm 3.5 n) nobuhe hie ce Besmunua 3Bama sexmop
HANOHA KOja ce NeUHUIIE KAo:

AR dR

= A T A (3.1)

Pn

rje cy ca dR u dA o3navenn ejieMeHTapHa CHJIA U €JIeMEHTapHA TOBPIIUHA.

3aMulBeHU npeceK
na meny kpos maixy P

Cauxa 8.5: Jegunucarve sexmopa nanona: a) meao kao yeauna; 6) deo meaa 1; ) oxoauna
mauxe P; 2) exsusarenmmuo onmepeherse; d) 6eKmop Hanona 3a eAeMeRMAPHY NOSPUUHY

BekTop namona 3aBucu ox omabpane tauke P,
aJIi U OJf TOTA Ca KOjOM IOBPIIHHOM je TeJIO IIpe-
CEYEHO, OJTHOCHO O/ jeJIMHUYIHOI BEKTOPA HOPMAJIE.
BekTop namona mpejcraB/ba OCHOBHY Me€PY YHYT-
PAIBUX CUJIA Y TeJTy. JeIuHUIa 38 BEKTOP HAIIOHA
je Iackan [Pa], 1Pa = 1N/m2.

BekTop HanoHa ce MOxKe pa3JIOXKUTH Ha IIPaBall
HOpMaJie n Ha pasan npeceka (Cmka 3.6). Kowmmo-
HEHTa BEKTOpPAa HAIIOHA y IIPABILy HOPMAJE je HOp-
MAAHY HANOK T, JIOK je KOMIIOHEHTa, y DABHHU IIpece-
K& MaH2eHUUJAAHU HANOK T, TIa Ce MOYKe HAIIMCATH

na je:

(3 2) Caura 3.6: Tanzenyujaanu u
HOPMAAHU HATOH

Pn=0+T.
Y 3aBHCHOCTH 0] HAYMHA olTepelierba Tesia u m3abpaHor npeceka, Moryhu cy
¥ Pa3HU CIEIUjAJTHU CIy4YajeBU BEKTOpa HAIOHA, OJ KOJUX Cy HEKW MPUKA3aHU

na Cymmm 3.7. Tako ce MOXKe HeCUTH Ja BEKTODP HallOHa MMa HCTH IIpaBall Kao
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p,=0
A\

a) 0)

D)

Cauxa 3.7: Hexu cneyujantu cayuajesu 6eKmopa Hanona: @) 3amesny HopMasny Hanow; 6)
NPUMUCHY HOPMAAHY HATON; 6) MAHZENYUJAAHU HANOH; 2) 6exmop nanona je 0

7 jeIMHUYHU BEKTOD HOpMAJie, IITO 3HAYU Jia Ne MOCTOjaTH caMO HOPMAJIHU
HAIIOH, OUJIO JIa je yeMepeH oJ Ipeceka (ciydaj a)), Win Ka npeceky (ciydaj 6)).
Hacynpor ToMe, y HEKUM cjIydajeBuMa ce MOIY II0JaBUTH CAMO TAHTEHIUjaTHU
nanonu (ciydaj B)). Hajsaz, Mory mocrojaTu u npecery y KojuMa yoIIIITe HeMa
HamoHa (CIydaj r)), aJu je Ipu ToMe Morylie na y ucroj raduku P, camo y Heknm
JIDYTUM IIpecenuMa, BeKTOp HaIloHa OyJle PA3IMIuT O HyJe.

3.3 XwunoTtese oTnoOpHOCTM MaTepujana

Peasna Tena koja ce xopucre y TeXHUIM Cy YECTO BPJIO CJIOKEHOT OOJIMKA,
U HAIPAB/bEHA Cy OJi MaTepHjajia KOju MMAa]y pPa3andnTa (PU3WIKa CBOjCTBA.
Veigtes Tora, MOTY Ce MOjaBUTH ITPOOJIEMHE IIPU HACTOjARbY J1a Ce Pellle TPaKTUIHI
szajgarmm. Jla Ou ce mmak MO OOpajJMTH U TAKBHU CJIy4YajeBH YBOJM CE HU3
IIPETIIOCTaBKH, KOje Ce HA3WBAajy Tunomese U Koje UJeasin3yjy peasiHo Teyio. Te
XHUIOTE3€E Cy:

1. HempeKwHOCT MaTepujala;

2. XOMOTEHOCT MaTepujaJia;

3. M30TPOITHOCT MaTePHjasa;

4. xunoresa 0 MaJuM jedopMaliijama;

5. 3aMeHa cTBapHOr onTepehema CTaTHIKN eKBUBAJIEHTHUM;

6. XuUmoTe3a paBHUX IIPECEKa.

HenpekngHoct matepujana. ITIpema 0BOj XUIIOTE3U TEJIO j€ MOTILYHO UCIYHhe-
HO MaTEePHUjOM U IIPEJICTaB/ba HENpPeKuaHy cpeanny. Ca MUKPOCKOIICKOT CTaHO-
BUIINITa OBa XUIIOTE3a HUje 3aJI0BOJHEHA jep je MaTepHhja CacTaBJ/beHA O]l aTOMa
4qnja je rpaha TakBa Jla yHyTap HUX IIOCTOjU OUPOMAaH IIpasaH mpoctop. Meby-
TUM, 300 U3y3€THO BEJIMKOT OpOja aToMa y jeJHOM TeJIy MAaKpPOCKOIICKE BEeJITIIH-
HE, 0Ba Ce XUIIOTEe3a Ca [IPABOM MOXKEe IIPUXBATUTH.
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XomoreHoct matepujana. Ha ocHOBY oBe XumoTese y CBUM TadKaMa Teja Cy
ncra dusnyka cpojcrBa. [IpuimkoM m3pajsie HEKOT Tesa JIMBEHEM MOXKe J0hu
JI0 M3/Bajama HeuncTroha Koje ce 300r Tora IITO Cy JIAKINE Of MUCTOIBEHOT
MaTepHjaJia, ey Ka ropmeM ey ojyimBKa. Hakon xiaberma, TakBo Tesio Hehe
MMATH HCTA CBOJjCTBA y TOPIbEM U JIOIEM JeJIy, OJHOCHO oHO Hehe 3a/10BOsbUTH
YCJIOB XOMOT€HOCTH.

N3oTponHoct matepujana. Kog
TeJa Koje 33/I0BO/baBa OBY XHUIIOTE-
3y y CBHM IpaBnuMa y OHJIO
KOjOo] TadKM CBOjcTBa he OuTu;
ucra. Ilocroju HU3 Marepujasa
KO/ KOJUX OBa XHUIIOTe3a HUje
ucrymena. 1o je, Ha mpumep,
CIyvaj KOJ[ BJIAKHACTUX MaTepU-
jaJta, jep cy cBOjcTBa MaTepujaja
pasjinuuTa 3a [IpaBall BJaKaHa U
HOpMAJHO Ha Iera. lema Ko-
ja ce nobujajy m3 MOHOKpHCTajda Cauka 3.8: Heusomponwu mamepujanu: a) mpa-
(Ha mpmMep pesameMm IUIOMHIA K€ 0) mommozumu

U3 jeJJHOT KPUCTAJIA CHJIUIUAjyMa),

nMajy pasamanTa (GU3NTUKa CBOjCTBA y MPABILy OCE KPHCTAJA M HOPMAJIHO HA
wy. Ilpu mpoumsBommbu JmMOBa, Tpaka u Kuia BambambeM (Cimka 3.8 a)),

apmamypa
A \pmantyp

ucnyHa

a) 0)

II0CTOje BaJbIlM KOjU CHAYKHO IIPUTHUCKA]y MaTepujaj U HU3BJade ra, IPH UYeMy
J07a3u JI0 IpoMeHa y MaTepujasiay. Kao mocsenuna Bajbarba, CBOjCTBA OBHX
resia e 6uTH pasnudura y OpasIly Bajbama 1 n HopMaJsHO Ha mera (2). Kox
KOMIIO3UTHHUX MaTepHjasia KOju ce J00ujajy apMHUparmeM HCIYHEe ca BJIAKHHMA
(YIUbeHHUK, CTaKJIO, KeBJAp UT/.) Marepujall lie ce pasauduTo HOHANIATH aKO ra
OTNITEPETMO y TIPABIly BJaakaHa 1, mam mog yroom of 45° (mpasar 2) y omHOCY
ua taj npasar (Ciuka 3.8 6)). Cse cy TO mpuMepr HEM30TPOIHUX MAaTEPUjasIa
Ha KOje ¢e OTIOPHOCT MaTepHjasia MOXKe IMPUMEHUTH Ca MAJIOM TadHOIIhy, UiIun
ce yOIIITe He MOXKe MPUMEHUTH. Je/IUK, jeJaH o HajBaKHUjUX MaTepHjasa 3a
n3pajy KOHCTPYKIHja Ce CACTOJH OJf BPJIO CUTHUX KPUCTAJIA KOJU Cy Pa3JININTe
opHjeHTaIyje, Ia je MaKPOCKOIICKH IJVIeTaHO KOJ, Ibera OBa XATOTe3a 33/ I0BOJbEHA.

Xunote3a o manum gecdopmaumjama. Y OTIIOPHOCTU MaTepHjaja ce IIPoy-
4qaBajy ciydajeBu Jedopmaligja Koje cy Maje y OJHOCY Ha BenuduHy Tena. Ha
Cnurn 3.9 ¢y mara aBa ciiydaja caBUjamba KOH30JHOT HOCAYa KOjU je KpajeM A
VKJBEIITEH Y 311, JIOK My je npyru kpaj B onrepehen cuiom. ¥ npsom ciiydajy
(Cmuka 3.9 a)) je momepame Tauke B (a cammm tuM u gedopmarnmje) Maso
Yy OJIHOCY Ha JIy>KHMHY INTala [, 1Ia je y OBOM CJIydajy XHUIIOTe3a 3a/I0BOJHEHA.
Y napyrom ciydajy (Cauka 3.9 6)), cy npukazane Beauke jgedopmarnuje, 1a
[IOMEHYTa XUIIOTe3a HUje 33/0BOJbeHa. MaTeMaTndku riesaHo, Maje jgedopma-
17je ce OIHCYjy JIMHEAPHUM JudepeHIIjaJHuM jeIHaYnHAMa, JOK Ce Y CIydajy
BeJINKUX JiepopMaliyja KOpUCTe HeJIMHeapHe jeJHa4YnHe KOje Cy 3HATHO TexKe 3a
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perraBame. Ko peaqHux KOHCTPYKIIMja je OBa XUIIOTE3a BPJIO YECTO 33J10BO-
JbEHA, jep je HeIPUXBAT/bUBO Ja jnedopmaliuje Oyly BeJIMKe, OCUM aKO TO CaMa
dyHKIMja TesIa He 3aXTeBa, Ha IIPUMep KO/ OIIpyra, aMOpTu3epa, ruOmeBa UT/I.

F g

a)

Cauxa 3.9: Casujare xonsoae: a) mane depopmayuje; 6) eeaure depopmayuje

3amena crBapHor ontepehierba cratnukn eksmsaneHtHum. Osa xunoresa
ce HazuBa u Cen-Benanos npuryun U npemMa \boj ce cTBapHO onrepeheme Koje
Jiejiyje Ha HEKOj MAaJioj IIOBPIIMHH TeJia MOYKE 3aMEHUTH eKBUBAJIEHTHUM OIITe-
pehemem. Osa 3amena nehe yrumaru Ha yHyTpalllibe CHJIe Y TadyKaMa Koje Cy
JIOBOJHO y/IaJbeHe OJ1 MecTa TJe je onrepeheme nanero. Kao mpumep, mocmar-
palie ce rpesa Ha JBa ocsioHna Koja je onrepehena sontom rexxkune @ (Coumka
3.10 a)). 36or medopmanmje rpeje u Jonre, goaup uaMelly Ta gBa Tena Huje
rauyka, Beh mzBecHa masa nospmuta (Ciuka 3.10 6)). Crapro onrepeheme
KOje JiesIyje Ha T'pelly Cy HEIPEeKHIHO pacropeleHe cuiie Ha MOBPIIHHU JOIUPA
(Cmuxka 3.10 B)). MebhyTtum, npu npoyvasamy jgedopmMarmje rpee, OBe CHiie ce
3aMemyjy TVIABHUM BEKTOPOM KOjU 33 bUX IIPEJICTaB/ba €KBHBAJIEHTHO JI€jCTBO
u koju je jenuax rexxkunu jonre (Criuka 3.10 r)).

Jonma Q

e - | g
s L1 L] [

a) 0) B) r)

Cauxa 3.10: 3amena cmeaproz onmepehera cmamuwky eK6USAACHMHUM: Q) AONMA HA 2pe-
Jdu; 6) demasnw dodupa; 8) cmeapro onmepehere; 2) exeusanrenmmo onmepeherve

OsBa 3amena he umarTn yTuiaj Ha yHyTpallmke cuie y Taukn M Koja je BpJio
63y MecTy joaupa, ajiu he 6utu 6e3 yTuijja Ha Tadke KOjy Cy yJaJbeHuje.

Xunotesa paBHux npeceka. XwuroTe3a PaBHUX [IPeceKa, Mo3HATa U Kao bepry-
AUJEBE TUNOMESA, OIHOCHU Ce HA CTBapHe, MM 3aMUIIIJbeHe IIpeceke Ha Teiry. Ha
OCHOBY OBe XHIIOT€3€ IIPECEI KOju Cy OMJIN PaBHU KaJia je TesIo He1eOPMUICAHO,
ocTajy paBHH u y caydajy medopmanuje Tena. Ha Commm 3.11 a) npukaszan
je mpusmarhuaH mran y HejgedopmucaHoM cramy u tadke Ag, B, Co u Dy
KOje ce HaJla3e y jeJHOM IIOIIPEYHOM IIpeceKy, JlaKje y jefaHoj pasHu. Hakon
nedopMucarma OBOr Imramna, Koje je npukasano Ha Coumnu 3.11 6) momeryTe Tauke



3.4 Akcujaino onrepelienu mranosu 41

hie ce momepurn u npehn y mosoxkaje ozuadene ca A, B, C u D. IIpu Tome, oBe
JeTupu Tadke he ¥ Jlajbe OCTATH y jeJHO] PABHH, KOja ce y OBOM IpuMepy Hehe
MOKJIAIIATH Ca PABHU y KOjOj Cy Omie KaJa Teso Huje 6mio pedopMucaHo.

Cauxa 8.11: Xunomesa o pasnum npeceyuma: a) nedegopmucaro meno; 6) defopmucaro
meao

Ha npBu norsies; oBe Xxumorese 3HATHO OI'PAHIYaBajy IPUMEH/BUBOCT OTIOD-
HOCTH MaTepujajia. MehyTum, Ha OCHOBY IpuMepa KOju Cy HaBeJIeHH KO/ [10]je 11~
HUX XUIIOTE3a, BUJN CE Ja Cy KOJI yoOMUIajeHnX KOHCTPYKIIAja KOje ce KOPUCTE Y
TEXHUIIN OBe XumoTre3e y Behoj uin HelTo Mamoj Mepu UakK J100po 3a10BOJbEHE.

3.4 AxkcujanHo ontepeheHn wtanosum

Iram je Temo umja je jemna au- F F
. . h F 2 3 Fy F
MeH3Mja 3Ha4ajHo Belia y ojHOCYy Ha | 4 I
npeocraje gase. IllTam je axcujasmo N —————————

onrepehemeH yKOIMKO je N3JI0XKEH J1€j-
CTBY CWJIa YUjH Ce IIPaBIN IOKJIAIA]Y
ca ocoMm mtana. [Ipumep mrramna koju
je akcujasmo onrepelien je mar wa Cowuru 3.12. [Ipu ncnutuBamy yHYTPANTBIX
cuiia y mrraity npuMenuhe ce Beh nomumana Metoza npeceka. Ha mrany (Couka
3.13 a)) hie ce 3aMuCIUTH TPOU3BOJbAH IIOIPEYHU IIPECEK, KOJU JIeJIU IITAIl HA JIBa
nena (1 m 2) m mocmaTpaTn paBHOTEXKa, Jiesia o3HadeHor ca 1. Ha mecty mpeceka
ce yBOJIM YTHIA] JIejia 2 Ha J1e0 1 ¥ TO y 00JIMKY HEIPEKHIHO pacropeheHnx cuia
(Camka 3.13 6)).

VMecTo OBUX CHJIa, MOXKE Ce YBECTH caMo pe3yJsrTyjyha cuiia y mpeceky Koja
UMa CTATWYIKN eKBUBAJIEHTHO JejcTBO Kao u pactuopebene cuite (Crowmka 3.13
B)). Byayhu na neo 1 mopa Guru y paBHOTEXKH, jep je W INTAIl KAO IEJIUHA
y PaBHOTEXKH, jacHO je ma pesyaryjyha cuia mMopa OHTH y IpaBIly Ooce IITAaIa
jep cy u ocraJie cuje Koje JIeyjy Ha ImTar ca uetuM cBojcroM. OBa pesyiaryjyha
CUJIa Ce HAa3WBa GKCUJAAHG CUAG Y TIDECEKY U naje nHGOPMAIjy 0 MepH y K0joj
je mpecek mrrama onrepehen. 360r paBHoTe)Ke Aesa 1 akcujaaHa CHIA Y TIPECEKy
je jeqHaka 30Upy CHJIa Ca JieBe CTPaHe IIPeceKa, TO jecT:

Fo=Y F,

Cauka 3.12: Axcujanro onmepehenu wman
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npecexk

0) B)

Cauxa 3.13: Axcujaana cuaa y npecexy: a) axcujaano onmepehenu wman xao yesuna; 6)
pasnomeoica deaa 1; 8) axcujaana cuaa y npecexy

rje je ysenmeHa nocebHa o3HaKa (MHJIEKC [) KOJUM Ce CTaB/ba JIO 3HAHA JIa je
U3BPIIEHO cabuparbe CUJIa CaMo ca JIEBe CTpaHe IIpeceka.

YKOJIIKO je akCHjasIHa CHJIa ca CMEPOM OJ1 IIpeceka, Taja je npecek onrepehen
Ha 3aTe3albe & aKCHjaJHa CHJIA ITO3UTHBHA. ¥ CYIPOTHOM je aKCHjaJHa CHJIA
HeraTHUBHA a mpecek je onrepehen Ha mpurtucak. Mcru oBaj moctynak aHajmse
ce MOXKe CIIPOBECTH U 3a JIECHU JIe0 IITalla, ajli ce Taja aKCHjaJHa CUjIa J1o0uja
cabuparbeM CHJIa Ca JIECHE CTPAHE IIPeceKa, I1a je Talua:

F,=Y F/

Jakie, akcujajHa CHIa Ce MOXKe aHAJUTUYIKHU OJPEIUTH CabUparbeM CUJIa Ca
JleBe, UM Ca JIeCHe CTpaHe IIpeceKa 1 y oba ciydaja ce Jo0uja UCTH Pe3yJITarT.
IIpu Tum cabuparmuMa TOTPeOHO je npuapKaBaTh ce oapeleHux noroeopa (KoH-
BEHIMja) O TOMe Kakap he GuTm mpemsHak cuie Koje ce cabupajy. IIpema kom-
BeHIUju cmyia he OUTH ca TMO3UTHBHUM IPEI3HAKOM, YKOJIMKO j€ YCMepeHa O]
rpeceka. YKOJIMKO ce cabupajy Cuje ca JieBe CTpaHe IIpeceka, MO3UTHBAH CMeP
je y 7eBo, nok he mpu cabuparmy cujia ca JecHe CTpaHe HO3UTUBAH IIPEeI3HAK
UMaTHU OHe KOje Cy yCMepeHe YJIECHO.

Mpumep 3.1 IIllman  npukxaszarn  Ha
cruyu  npusepwhen  je  xpajem A

AN F F, F, F 3a  nodaozy u onmepehen  CUuNAMG
..... 4_,,_._._._.0_>_._...,_>_._._.+<_4 R = 1 kKN, F, = 4 kN,
F; = 1kKN uF, = 2 EkN.

Odpedumu epednocm akcujaame cune y
nojeduHUM NPeceyuMa UMand.

» Ykionuhe ce nocrojeha Beza u
F, F, F, YBECTH peakIiija Be3e, a TO je CHJa
X 4 kOja je y mpasity oce mrama. Ka-
KO Cy CBe cuje Koje Jelyjy Ha IITam
V jeJTHOM IIPaBILy, MOXKE Ce HAIIUCATH

jenHa jeqHatnHa PaBHOTEXKE U TO:

ZXZ-:—XA—F1+F2+F3—F4:O,
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Ha OCHOBY Koje je X4 = 2 kN.

Jla 6u ce onpe/nia akCHjajHa CUJa, Ha MITany e ce HAIIPABUTH HU3 IIPECEKA
KOjU Cy O3HadUeHH OpPOjeBUMa M 3a CBAKM O IUX WM3BPIIATH CYMHUDAIbE CHIIA
Koje cy ca JieBe crpane rnpeceka. Ilpu Tome he ce momroBaru KOHBeHIIHja O
IIPEeJIZHAKY, TpeMa Kojoj he crite yemepere y JieBo (01 IpeceKa) NMATH TI0O3UTUBAH
npe/3HaK. AKcujasiHe cujie y IpecerMa cy:

Foi = X4 = 2kN;

Fuo = X4+ Fy = 3kN;
Fos=Xa+F — F, = —1kN;
Fou=Xus+F — Fp— Fy = —2kN.

Ha Coaunum 3.14 je nmpukasaHo M Kako ce IOjeJMHM JIEJIOBU INTAla, KOjU Cy
J00ujeHn IpecennMa, HaJla3e Y PABHOTEXKHU YCJIE]] JIejCTBA aKCHUjAJTHUX CUJIa Y
mpecermma. CMep akcujasme cuiie y mpecennMa 3 U 4 je CympoTaH O YIIPTAHOT
300r HEraTUBHOI TIPE/I3HAKA.

X 2R,
é‘—} _____ i _______ i_3Fa3
S e

Coauka 3.14: Anasu3da aKcujasnuT cuaa

Ha kpajy je manpran u nujarpam akcujajine cuie, e je n1at rpaduydku Npukas
BPETHOCTH aKCHjajlHe CHJIe. <«

Hanouwn y akcmnjanHo ontepeherHom wrany

IIpema xumore3m o paBHUM IIpecernuMa, Koja je OIucaHa y O/ieJbKy 3.3, II0-
[IPEYHH TIpecery akcujaaHo onrepehenor mrana he mpu gedopManuju u game
6utu paBHH. 3060r Tora he yHyTpallibe CHJIE IO IIOIPEYHOM IIPECeKy OUTH
paBHOMeEPHO pacnopebene, nakie ucre y cBakoj Tadyku npeceka. Kako ce cy-
MHpambeM OBHX CHJIa JI0OMja aKCHjaJIHa CHJIa KOja je y IPaBIly oce IITala, MOXKe
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ce 3aKJbYYUTH Ja hie yHyTpalllihe Cule UMaTh UCTHU Taj npasall. J/lakje, yKOIUKO
ce Ha monpedHoM nipeceky Ha Comrn 3.15, mocMarpa GECKOHATHO MaJjia OKOJTIHA
tauke P moepmube dA, taga he Ha OBy ejleMeHTapHy MOBPIIUHY JIEJIOBATH
ejeMeHTapHa cmia dR, ca mpaBieM KOju ce MOKJama ca ocoM mrama. Vmajyhu
y BHJY OfleJbaK 3.2, y OBOM CJjIy4ajy he W BEKTOp HAIlOHA OUTH y MPABILy 0CE
[ITara, Jak/jae HopMaJjaH Ha THOMPEYHH IIPECeK U Y MPABILY jeIMHIIHOI BEKTODA
HopMmaJsie u nMahe MCTH MHTEH3UTET y CBaKO] Tauku mpeceka. Kopucrehu nzpas
(3.1) caza je:

dR = p,dA (3.3)

Nmajyhu y Buay pasiarame BeKTOpa HAIIOHA
Ha, KOMIIOHEHTY y IIPABIly HOpMaJjie U Ha paBaH

) npeceka JaTo uspasoMm (3.2), y ciaydajy akcu-
dR jastHO omrepelieHOr mITAla IOCTOJU CAMO HOD-
y masan Hanon (Cnuka 3.16) mok he mpm Tome

TAHTEHIUjAJIHN HANOHN 6utn jemmak myaum. O
OBOM CIIEIIMjaJTHOM CJiydajy je Beh panmje 6mio
peun (Bugeru Cauke 3.7 a) u 6)). Hopmasnnu
HAIlOH je HCTOI HHTEH3UTETa y CBAKOj TauKU
npeceka, Jakie Baxkuhe jia je ¢ = const., Ia ce Ha OCHOBY u3pasa (3.3)
eJleMeHTapHa CHJIAa Ha eJeMEeHTapHOj MOBPIINHU MOXKe HAIMCATU Kao:

Cauxa 3.15: Eaemenmapha cuaa

dR = odA. (3.4)

Kama ce cBe enementapre cmie Ha MIPECEKY,
Koju je ykymHe mnospiuHe A, cabepy mobuhe
ce pesyaryjyha cuia y mpeceky Koja je jegHaka
AKCHjaJIHO] CUJIH y TpeceKy. 300 KOHCTAHTHOCTH
HAIIOHA je:

F,=R=07A,

a OJ[aBJle Ce HAIIOH IPH aKcHjaJHoM onrepehemy  Cauxa 3.16: Hopmanru nanon

onpebyje us:
Fa

IIpema Tome, HOpMAJIHE HAIIOH Y IIOIMPEYHOM IIPECEKy aKCHjasIHo omrepehenor
IITana 3aBUCH OJ1 aKCHjaJIHe CUJIe y IIPECeKy U OJf IIOBPIINHE OIIPEYHOT IIPECEKA.

VY3ay>KHa M nonpeyHa gunataymja witana

IIpu nmejerBy cmia, Koje cy mcror mHTeH3urTera F', Ha KpajeBHUMa IITaIa
noJiasu 10 merose jedopmaruje. Heka je mayxkuna HejedopMmucaHor mrarma [,
JIOK je mmpuHa nonpevnor npeceka d (Ciuka 3.17 a)). Ilpu nedopmanuju mramna
(Cnuka 3.17 6)), mona3u J10 U3/y2Kemba ITana a HeroBa Jy:KUHa U3HOCH l1,
JIOK ce mupuHa cMmamyje Ha di. Caja ce Moxke JeduHICATH TPOMEHA Iy KIHE
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¥ IpOMeHa IUPUHE, KA0 Pa3jINKa OBUX BEJTUYHHA KaJa je ImTal JeOpMUCAH U
Kaja je nemedopmMucan, ma je:

A=l —1; Ab=d, —d.

OBe JBe BeJMYMHE CE€ MOTY KO-
puctutn Kao wmepe jgedopmariumje,

ajqm ce JIaKO IIOKa3yje Ja HHCY /

HajIIOTOHUje 3a Ty YJIOTY. Ha S

IpuMep YKOJIUKO Ce YyrKe IyKHUHe

1m u yxe myxune 100m, usmyxe = 2)

3a lem, y oba ciaydaja he mpomena A Al
JyKuHe OuTH WHCTa, ajau je jacHO F F
7la oBa JBa Tela Hehe GHTH jemHAKO ¢ Ll ITTTTTTTTTTTTT —
onrepehena. Motusumyhu ce oBum ~S 0)

pazjorom MHOTO je Ooj/be Kao Mepe
necdopmaliije yBecTu 6e31UMEH3HjCKe
peJiaTUBHE BeJIMYMHE KOje ce 100ujajy
JIeJIEbeM TIPOMEHE JIyKUHE Cca JIy-
JKAHOM TITana, OJHOCHO IIPOMEHY
mupuHe ca mupuHOM mramna. OBe Mepe jedopMaliije ce 30BY Y30YncHa 1
nonpeyna Jusamayuje U JeuHUILY ca:
Al Ad

= 77 Eq = 7 (36)
Msamebhy y3ny»kHe u nompedse JujaTaliije 3a KOHKPETHE MaTepujaJjie HMOCTOjU
TTOBE3AHOCT KOja Ceé MOXKE IMPUKA3ATH CA:

Couka 3.17:  Hepopmayuja wmana npu
axcujaarom onmepehery: a) nedegopmucar;
6) depopmucan

3

gq = —VE,

rae je v [loaconos koedurmjent. 3a Behu 6poj MaTepujaia BaXKHUX 32 MPUMEHY
oBaj KoeduimjeHT nMa BpeaHOCT OKO 0.3. 3HAK MUHYC MOTHYE OTYJ IITO
Cy y3/ly’KHa M IIOIpeYHa JujaTalyja pa3jnunTux npej3Haka. [lpm saresamy
mTana je y3gayKHa JujaTalija IO3UTHUBHA, & IIONpPeYHa HeraTHBHA. Y KOJUKO
cuite na Courum 3.17 6) npomene cmep, 1mran hie 6utn onrepehien Ha mpuTHCAK,
na he y3ay»kHa Juatanuja OUTH HETaTUBHA, & HOIPEYHa [TO3UTHBHA.

N3pyxerbe WwiTana npu 3arpesamsy

IIpu zarpesamy miTara jiosa3u Ji0 pomeHne merose jyzkune. Heka je mpu
TemiiepaTypu to jgyxkuna mramna | (Ciuka 3.18 a)). YKoamko ce mmramn 3arpeje
TAKO Ja IheroBa TeMIlepaTypa usHocu tq, gohu he 1o uzayxema mrana (Ciuka
3.18 6)). Ha ocHoBy ekcnepuMmeHaTa je yCTAHOBJ/BEHO JIa C€ IIPOMEHA JIy’KHUHEe
3arpejaHor IITara MOXKe HCKa3aTh y ODJIMKY M3pas3a:

Al =laAt,

r7e je a KoepUInjeHT TOIJIOTHOT IIMPEha, KOJU je KapaKTePUCTUYAH 38 CBAKHU
MaTepujal, 10K je At = t; — ty IpoOMeHa TeMIepaType.
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i
0 ? Al
I r
t 0)

Cauxa 8.18: Hepopmayuja wmana npu 3azpesary: a) nedazpejan; 6) sazpejan

Mpumep 3.2 Odpedumu usdyoicerve ueaunwnoe Mocma “uja OYsCuHa Ha MeM-
nepamypu 10°C' usnocu 210m, yroauko ce 3aepeje na memnepamypy od 36°C'.
Koeduyujenm monaommoz wuperoa 3a weaus je 1.25 x 107°1/K.

» [Ipomena TeMmeparype U3HOCH:
At =t; —to = (36 +273)K — (10 4+ 273) K = 26K,

TaKoO J]a je IPOMEHa Iy KHUHE:

1

Al =laAt =210m - 1.25 x 10_5? - 26K = 0.0682m = 68.2mm.

Odunjarpam HopmanHUX HanoHa y 3aBUCHOCTU 0f AunaTtauyunje

Ha ocroBy mckycrBa 3HaMo Jia ce JiBa InTara
JeTHaKUX JUMeH3Wja M HalpaB/beHN Of UeInKa I
ryme mehe ncro medopMucaTi npu JIejCTBY UCTHX

A cuwra. Ouuriento je ma 3a ogpehuBarbe M3IyKemba
akcujasiHo onrepeheHor mrana Tpeba 3HATH H3BEC-

HO (DU3MYKO CBOjCTBO KOHKPETHOI' MaTepHjasia O

Cauna 8.19: Enpysema Kora je mrrar Hanpas/beH. [la 6u ce oHO ofpe o
u3Bpiuhe ce eKCIIEpUMEHT KOjU Ce Ha3WBa TECT Ha

3aTe3ame. Y Ty CBPXY Ce O] KOHKDETHOI Marepujaja uspabyje mran nedunu-
caHor obJinka (ernpysera), koju je npukasad Ha Counu 3.19. Enpysera ce ymelie
y 4HeJbyCTH MAIlHE 3BaHe KUJAJNAIA KOja je y CTamy Ja je 3aTerHe BeJIMKOM
cunoMm. Ilpm Tome ce mpaTu Be3a m3Mehy ocTBapeHe CHJIE W IIPOMEHE Iy KHHE
enpysere. Jla 6u ce 3aBucHOoCT m3Mely oBuxX BesmdmHA rpaduUIKu IpUKasaa,
MHOTO je 00Jbe CUJIy ITOJIEJIUTU Ca MOBPIINHOM IIOIPEYHOr IIPEeceKa, a IIPOMEHY
JIy’KUHE epyBeTe ca eHOM IPBOOMTHOM JyKMHOM. Tako ce jobuja maujarpam
3aBHCHOCTH HOPMAJIHOI HAIIOHA y €NPYBETH O]l IbeHe NujiaTalyje, Koja 3a HeKe
MaTepujajie, Kao mTo je dennk, nma u3rier gar #na Coumn 3.20. [Ipumehyje ce
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je y mouerky onrepehnBarma 3aBUCHOCT n3Mel)y HallOHA U JjIaTallije JIHHEapHa
7 J1a je TakBa on KoopauHATHOT modeTka O 1o tauke P koja ce HazmBa epanuuya
nponopyuoHasrocmu. Jaxie, Ha TOM Jielly AujarpaMa ce Be3a n3Mehy HopMaJ-
HOT' HAIlOHA U JIWJIaTallfje MOXKEe HCKa3aTH BEOMa jeJIHOCTABHUM HU3Pa30M:

o=Fe, (3.7)

rze je E koHcTanTa KOja Cce HA3UBA MOOJYA €AACTNUYHOCTIY HIIN JAHTOB MOJLYJI.
Mo/Tyst elacTUIHOCTH UMa JIUMEH3H]y HalloHa Tia ce m3paxkasa y Pa, wm N/m?2.
Jennaunna (3.7) je nosnara kao Xykos 3akon.

IIpu namem mnopehamwy wnamona, joja3u ce
Jo rauke E Koja mpeicraBiba epanuuy esac- 4 M
MUYHOCTNU. VKoJIMKO ce emnpyBera, HAKOH K
IMTO Cce JIOCTUTHE OBaj HAIOH pacTepeTw, y E
ernpyeBeTu Hehe HacTynuTu TpajHe jedopmalimje,
OJIHOCHO CB€ /IO TOI' HalloHa Jedopmalyje cy
eqactuune. MebhyruMm, ykonuko je Hamon Behwn
0J1, TPAHUIIE eJIACTUIHOCTH, JiedpopMaliije mpesiase
y IlacthyuHe, ma he y ciaydajy pacrepehema
enpyBeTe, OHa OUTH Jy»Ka HEro Ipe IOYeTKa
ekcriepumenTa. lloBehameMm HammoHa IOCTHXKE ce
Tadka R Koja mpejcraBiba epaHuly pa3saauera. €
Kapakrepucruano 3a f1leo jaujarpamMa HAKOH OBe
Tadke je Ja J1oJa3u J0 noBeharma jausaraiuje, 6e3

OpacTa HAIOHA, OJHOCHO CTUYE ce yTHCAK Kao CAuwa  3-20: Hujazpam
. 3asucHocmu HANOHA Oa
Jla je empysera Iovesa HAIIO Jia €€ PASBIATH.  jyomoue

OBo momceha Ha Tedeme, ma ce 3a OBy TPAHUILY

y JINTEPATYPU HYECTO KOPHCTH U U3PA3 2PaHuya meverba. YOpP30 JoJa3u J10
ouspithaBama MaTepHujaJIa enpyBeTe U IIPecTaje beHO pa3Biadere. Haron oner
[IOYMbE Ja pacTe, I1a ce JI0JIa3’ JO MAKCUMAJIHOI HAIIOHAa KOJH Ce jaBba IIPU
OBOM €KCIIEPMMEHTY U KOj! je Ha jaujarpamy npukasan tradkoM M. Oarosapajyhu
HAIIOH Ce HA3WBa 2panuya 4epcmohe, Wim 3amesna uepcmoha. AKo ce HacTaBu
eKcriepuMeHT yOp30 ce J10J1a3u1 JI0 TpaHuIle Kijlama, Koja je o3nadeHa ca K, mpu
qeMy JI0JIa3U JI0 IIPEKUJIa elpyBeTe.

Tect na 3aTe3amme jaje BpJio buTHe nHMOPMAIITje O TOHAINAKY KOHKPETHOT
marepujaia. Jlobujenn rpaduk HEje ONIITer THIIA W KAPAKTEPUCTUYAH je 3a
[oje/inHe JeJinKe, JOK KOJI JPYTUX MaTepHjasa IOCToje Mara, Wi Beha ojcTy-
rnama.

N3pyxerbe akcujanHo ontepeheHor wrana

ITocmarpahe ce mrran gyxuHe [, KOHCTAHTHOT TIOIIPEYEHOT [IPECEKa TOBPIIHU-
He A, HAITpaBJLEHOT Off MaTepHjasa Iuju je Moy enacruanoctu E. Tlpu nejecry
sarexxyhnx cuia F Ha kpajesuma mramna (Ciuka 3.17 6)), 360r Kojux je cBaku
MOIpPeYHN Ipecek onrTepeher mcrom akcujaanom cuiom F, = F| mohu he mo
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n3nyxkema mramna Al koje Tpeba onpenuru. HopMasiHU HAIOH y CBaKO] TAYIKH
y TIOIPEYHOM IIPEeceKy IITala padyHa ce Ha OCHOBY m3pasa (3.5):

JIOK je y3IyzKHa Juiatangja gedunucana uspasoM (3.6):

E=—.

l

3amMeHOM OBa J[Ba U3pa3a y u3pas 3a XyKoB 3akoH (3.7) mobuja ce:

F, Al
-a _ Ei7
A l
OJIaKJle cJeu Jia ce IIPpOMeHa JIyKHHe IITalla padyyHa Ha OCHOBY:
F,l
Al =2, 3.8
Vo (3.8)

Tpeba ckpenyTH makimy Ha TO JIa OBaj M3pa3 BaXKK CAMO y CJIyUajy KaJa je IITarl
KOHCTaHTHOI' IIOIIPEYHOr IIPpeceKa M KaJjla je aKCHjaJIHA CHJIa Yy CBAKOM IIDECEKY
ucra. YKOJHUKO TO Huje ciydaj, Beh ce Mema akcujaiHa Cujia, Win ce HONPEIHN
[IpECeK IITala CTEIEHACTO Meba, MTall Tpeba MOJeJIMTH Ha BHIIE JI€JI0Ba, TAKO
Jla je 3a CBaKH OJ1 IbUX 33JI0BOJHEHO JIa CY AKCHjaJIHA CUJIa U IHOIPEYHH MIPECEeK
KOHCTAHTHH. Y TOM ciaydajy ce y3 nomoh obpacua (3.8) onpeljyje mpomena
JIy’KUHE CBAKOT IIOjeJMHOr Jlesia ITala, a IUXOBAM cabupameM ce j100uja mpo-
MeHa JIy?KMHE IIeJIOT IIITalla.

Mpumep 3.3 IIman 0d weauxa (E = 2 x 1011 Pa) dysicune | = 1m, wuju
Jje monpewnu npecex npagoye2aonoe obauka ca JumeHdujama a = 2mm, b =
2.5mm, onmepehen je na xpajesuma 3amedicyhum cusama unmensumema F =
1 kN. Odpedumu nanon y wmany u 1€2060 u3dysicerse.

> VY CBaKOM IpeCeKy ITamna akchHjajgHa cuia m3nocu Fa = F = 1kN,
TaKO Ja HallOH y CBaKOM IIpeCeKYy IllTalla U3HOCHU:
F, F 1000V

oc=—

N
= = —9200—— = 200M Pa.
A ab  2-2.5mm? Oomm2 00 @

OBo je 3a yobuuajeHe 4ejinKe 3a KOHCTPYKIMje 3Ha4uajuo onrepeheme, koje 3a
BelimHy KOHCTPYKIMja He Tpeba mnpeazutu. V3ayKerme mrramna n3HOCH:

_F,l  Fl _ 1000N -1000mm
 AE  abE  2-25mm?2 -2 x 105

mm?

Al

= 1lmm.

Haxie, nako je mrran ontepehieH BeJIMKUM HAIIOHUMA, UIAK je IIPOMEHA Iy KUHE
XWBAQUTH JIe0 JAy’KWHE ITama, na y3ayKHa auiaatanuja m3Hocu € = (.001.
OgBaj pe3ysraT moTBphyje UCIPABHOCT XHUIIOTE3e O MaJIuM jiedopmalmjama. <
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Mpumep 3.4 3a¢ wman npukasen Ha
cauYy  00pedumu  MAKCUMAAHU  HATOH
U mpomeny OYdCuHe UWMANGA. Modya
EAACTUYNHOCTNY, Mamepujara wmana je E.

» Haxon 3amene yTuiaja ykKJjelTema PeakimjoM X4 MOXKe ce HalucaTh
jemHAYMHA PABHOTEXKE:

in:fXA+5F72F:0,

ma je Xa = 3F. Ha ocnoBY

nmosHaTux onrepehema Hanpran je wu

JujarpaM akKCHjaJHUX CHJIa U3 KOora ce A 24 C 4

BHIU Ja Ce AakCHjaJlHa CHIa Mema y X, ﬁ D F
npeceky B. Bynyhu na ce mnompeunn (D'"‘*‘ ) O
mpecek Mema y upeceky C mran he i ; /

ce nogeautu Ha Tpu zena (AB, BC u
CD) 3a xoje he ce xopucTuTH O3HAKE }#

1, 2 u 3. Ha Taj mauun je 3a70BOJbeH
YyCJIOB Jia je CBakd OJ THX JIeJI0Ba
IITana KOHCTAHTHOD IONPEYHOr IIPeceKa - 2F
u onrepelieH KOHCTAHTHOM AKCHjaJHOM
cuoM. AKcmjasiHe cmiie y ITOMEHYTHM
IIpecenuMa, TJIeTaHO Ca JIeBe CTPAaHe IPeceKa Cy:

SF

Fyi=XaA=3F, Fyp=Fu=X4—5F=-2F,

JIOK Cy TIOBpIIUHE Honpedrnx npeceka A7 = Ay = 2A u A3 = A. Hanonn
y OMJIO0 KOM IPEeceKy MOMEHYTHUX JIEJI0Ba MITala Cy:
F,1. 3F Fpo —2F F Fus 2F
o1 = = — 09 = = —=——; Oq = = -
YTA 240 TP A, 24 A TP A A

V IIpBOM JleJTy HITalla HAIIOH je ITO3UTHUBAH IITO yKa3yje Ha TO JIa je Taj JIeo ITara
onrepehen ua 3are3ame. JIpyru u rpehu seo mrama cy onrepehienu na npurncax
Ia je HOpMAaJHH HalloH HeratwBaH. Ilpm onpehuBamy MakcHmMaHOr HAIIOHA
ymoperuhe ce MHTEH3WTETH HATOHA (OJHOCHO FHUXOBE ATICOTYTHE BPETHOCTH)

ma ce jobuja:
—oa| = 2. F
‘0—3|>Ul>|0—2‘:>0'max—|03|— AR’
IIITO 3HAYM JIa je MAaKCUMaJIaHU HAIlOH y Ipeceky Tpeher jesa mramna.
IIpomena jiy>kuHe HOjeIMHUX JIEJIOBa IITAIA je:

_ fal _ 3 FU Faol KL Fasl - FL
T AE 2AE’ 3T A,E T CAE

All Al2

T AE  AE’

Kox npyror m Tpeher nmena mrana je npomena JiyKuHe HeraTHBHA, jep ce TH
JeJIOBU CKpallyjy, a IITO je y CKJIajly ca PaHHjOM KOHCTATAIMjOM Jia Cy OHU
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nputucHyTH. IIpoMeHa ayzKuHe IeJIor mrama je:

3 Fl

Al — All + AZQ + Alg — _§E7

a ce mITAl IOJ JejcTBOM onTepehersa ckpahyje. <

MpopayyH wTanoBa n3noxeHux akcujaaHom ontepeherby

Y mpakTHdIHAM IPOOIEMHMa Ce BeOMa UecTo jaBiba ciefehn 3amaTak: mO3-
HaATO je onrepelierse mramna U CBOjCTBA MaTepHUjaJia OJf KOr ra Tpeba HAIPABHUTH,
a Tpeba OJIPeIUTU BEJIUYMHY IOIMPEYHOI IIPEceKa IITana, Tako Ja je OCTBapeHa
noTpebHa YBpcToha, OJHOCHO Ja Ce INTAIl MO/ JIeJCTBOM olrTepeliera He CJIOMH.
TTocrynak onpehuBama IOIPETHOr TpeceKa ce Ha3uBa JUMEH3UOHUCAIHE WMAN.

Jla 6u ce oBaj 3a/jaTak pemuno 1noTpebHO je nedUHUCATH JTO3BO/BEHN HAIIOH
(04) KOju TIpencTaB/ba MAKCHMAJIHU HAMOH KOJUM MATEPHjaja OJ KOT je IITall
HanpaB/beH cMme Outu onrtepehen. Koj mranoBa HanpaB/beHUX OJ Y€JUKA je
nojasa passiadera (redema) (Bumern Ciomky 3.8.2) mHajdemlie HeIOImyCcTHBA
TaKO Jla Ce Kao JO3BOJAEHHM HAIIOH MOXKe JepUHUCATH TpaHUIa pa3BjIaderha
(or). MehyTum, nomro npmwimkom oxpehusama onrepehema, HaoHa, CBOjCTBA
MaTepHjajia, u3pajie Testa U Apyrux GakTopa, MocToje MOryhHOCTH 3a Ipelky,
JI03BOJbEHU HAIIOH MOpa OMTH MaibU O TPAHUIE Pa3Biadera, IIITO Ce 3alucyje
Kao oR

0d = —,
VR

r7e je Vg KoeUIMjeHT Koju ce 30Be cmenen cuzyprocmu. CTerneH CUTypHOCTH
je obasesno Behu oj1 1, a merose yobudajene BpeiHocTu ¢y o 1.5 110 3, ayu Mory
6utu u 3uaTHO Behe. BpejHocTH KOje mMMa cTereH CUrypHOCTH IPH JMMEH3UO-
HUCAIbY CY Y JIMPEKTHO] BE3U €& HEJOBOJHHOM KOJIMYMHOM HHGMOPMAIUja TOKOM
Ipolieca MpojeKToBaba U KOHCTpyucama. Ha mpumep, crerneH CUIypPHOCTH MO-
pamo noBehaTn ako HHCMO CUTYPHHU Y BPEIHOCTH olTepehema KOjUMa je Tejo
MBJI0ZKEHO, WJIN He TI03HAjeMO ¥ JIOBOJbHO] Mepn CBojcTBa Marepujasa uta. Cre-
IIeH CUTYPHOCTH Tpeba moBehaTu U YKOIUKO je y IUTAmy €0 KOju je OuTaH 3a
dyHKInoHNCame HEKOT MEXaHU3Ma, WM UAjIM OTKA30M MOI'Y OUTH yrpPOXKEHH
JBYJACKHU 2KUBOTHU.

C npyre crpaHe, IIPU U3Pa/IU ABUOHA, PAKETA, UJIH JPYTUX BEOMAa OJITOBOPHUX
KOHCTPYKIIHja e PAYYHCKH U eKCIIEPUMEHTAJIHO BPJIO TAYHO MOTY OJPEJIUTH CBa
ontepehema kojuma he KOHCTpyKIuja OMTH M3JIOKEHA, a 3aTUM Ce y3 ITOMOh
padyHapa M eKCIEePUMEHTAJHUAM IIOCTYIIIINMa MOTY IPENU3HO OJIPEIUTH HAIIOHU
y KOHCTPYKIMjU. 3a n3paJLy ce KOPHCTE MATEPUjaIN KOjU Ce CTAIHO IIPOBEPABAjy
y pasanM dazamMa u3pajie u Koju moceyjy oapehene arecre, a cBu OUTHU JI€JIOBU
ce CHEMAjy U IIPOBEPaBajy Pas3IMduTHM MEeTo/aMa. 300r TOra je IMPOIeC U3Paie
aBHOHA, KOjU je MHAade CKOITYaH ca OIPOMHUM MAaTEPHUjAJHAM H3/allMa U aHTa-
JKOBambeM CTpyYHe pajiHe cHare, npaheH MO3HABAEM CBUX OMTHUX YHHUJIAIIA
[IpoIleca TaKo Jla y TOM CJIy4ajy CTEleH CUI'YPHOCTH MOXKEe UMAaTH BPETHOCTH
Koje cy Tek memto Behe of 1.
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Kana je, ysumajyhu cBe nperxoiHo y 063up, neduHuCaH T03BO/bEHU HAIIOH,
[IpU JTUMEH3NOHHCAIbY Ce TI0JIA3U OJ] TOTA Jia HAIIOH Yy IITAIly 0 He cMe OuTu Behun
OJT T03BOJBHEHOT, IIITO Ce 3aMICYyje Kao

o< og.
Nwmajyhu y Bumy ma ce mamon y akcujajHo onrTepeherHom mrramy oapebyje ma
ocHOBYy (3.5) 3aMEHOM y MPETXOIHU U3pa3 je:

Xa < 0d,

a oJaBJe Cce TparkeHa IIOBPIINHA IIONIPEYHOr IIPpeceKa U3padyHaBa Ha OCHOBY:
F
A>L
0d

IIpema ToMe, mMOBpIIMHA HOIPEYHOr IIpeceka Mopa Outu Beha, Wi y Kpajmbem
caydajy jerHaka oiapeleHO] m3padyHaToj BpeIHOCTH.

Mpumep 3.5 [IIman npukrasan nwa cauyu

je xpajem A 3enobmo npuvepwher 3a §>% _______ 1?3 L g F, E F
nodaoey u onmepeher cuaama Fy = 3F, X | / | 2] | / |
F, = 2F uF; = 3F. Hzspwumu ' i

QUMEHBUOHUCAIE WMANGA, AKO JE NOZHAM,

00360EHU  HANOH MAMEPUIAAL WMANG

(04) y3 ycaoe da je Yy C6AKOM MONPEHHOM NPECEKY WMANG Hanok jeonar
00360HEHOM HANOKY.

» Bynyhu na je mrram kpajem A 3r106HO Be3aH 3a MOMJIOTY, YKIAIAIHEM Te
Be3e 6u Tpebasio yBeCTH JBe peakidje, jeJiHy cujly y upasily oce mramna (X 4)
U Ipyry Koja je y mpaBIly HOPMAJIHOM Ha Oocy ImTama. Jlako je mokasaru ma je
oBa Jpyra peaklinja je/iHaka HyJII U Ja 3aTO HUje HU yIpTaHa Ha cauru. [Ipema
TOME, CUTyallfja y TOTJIeLy peakiiuja Be3e je MCTa Kao y CAy4ajy Kaja je Be3a
VKJbelTeme. Ha OCHOBY je/HadYnHe PABHOTEXKE je:

Y Xi=-Xa+F+F-F3=0 = Xy=F+F-F=2F
Ia cy aKCI/IjaHHe cuJie:
Fyu=X,=2F; Fop=X4-3F=—F; F,;3=X4-3F—-2F=-3F.

3060r TPOMEHJPUBE AKCHjAJIHE CHJIE IITAIl
he ce nonesurn wa Tpu nena (AB, BC

n CD) wuwmje he, 3a cama HemosHare, X, A x B3F C2F D 3p
MOBPIIIHE TIOMPEYHOT IIPECeKa  OUTH H?D»-_»&D- """ "_®>'6<_
osnauene ca Ay, Ay m As. Hamonn y | 2/ /
HOMEHYTHM JeJIOBUMA, IITAIIa CY: v
oF _F_ 3F A illld
TTA T A BT A lHneE)

R 3F
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Kako Tpeba 3a10B0/bUTH yCJIOB:

F .
lo;| =0a = ‘:‘:Jm i=1,2,3,
1

Ha OCHOBY Ib€r'a Cy IOBPIIMHE IIOIIPEYHUX IIPpEeceKa:

A B C D
2F 3FE 2F 3F

- — - SR -

Cauxa 8.21: H3zaed dumenauonucaroz wmana

F
H A3:37
0d

A1:QE, A2:

F
g4 (o]

Wsries mrana HampaB/beHOT IIpeMa 331aTOM yeaoBy jat je Ha Commm 3.21. <

CraB 0 M3ayxerby WITana KoOMe je jegaH Kpaj nokpeTaH,
a Apyrv HenokpeTtaH

ITocmarpahe ce mrran ko kKora je kpaj O 3ry00HO Be3aH 3a MOIJIOTY, TAKO
Ja je omoryhieHO obprame InTala OKO Te Tadke, JOK ce JIpyru Kpaj A moxe
nomeparn (Cinka 3.22). 3azarak je ma ce ofpeau Kako IOMeparbe Tadke A
yTUYe Ha U3AyKeme mrana. [Ipu Tome je ca 04 03HAYEHO IIoMeparbe Tauke A, a
ca (v yrao KOju BEKTOD IIOMeparba TadKe 3aKJiala ca IpaBleM oce HejedopMu-
CAHOT IIITala, KOju je ayKuHe [.

Heka ce Tauka A mpemectwia y
mostokaj Ay, mpHm UeMmy je JIONLIO 0

N nmedopmarmje mrama (Cruka 3.23). lram,
0 / /ﬁ; 9uju je He1ebOPMUICAHN [TOJI0KA] TPUKA3AH
e A WCTIPEKUIAHUM JIMHUjaMa, Ce U3JyKUO
é;z TaKo Jia je IheroBa HOBa JIyKHUHA [1.

VBaxasajyhu xumnoresy o manuMm gedop-
Malr@jaMa, Kao M pesyjrare Jao0ujeHe y
IIpumepy 3.3, cmarpahe ce g1a je §4 Mmoro
Marbe O] JIyKUHe HeJie(DOPMUCAHOT TIITAIIA,
gakie jga je 04 < l. Ha npmioxkeHuMm cinkaMa je ToMepame d4 MPUKA3aHO
KapUKUPaHO, 3HATHO Behe HEro ImTo je y CTBapHOCTH, Ja 6u ce 60/be MOIJIM
YOUUTH W3BECHH reoMeTpujcKu objektu. JlyKuna mrama y jgedopMuCaHOM
CTaIby Ce Ha OCHOBY mpasoyryor Tpoyria OAjAs; MoKe HAMCATH KAO:

Cauxa 8.22: IIIman xome je jedawn xpaj
noxpeman, a opyau 3240610 6€3aH

I, = O4; = \/OA22 A, = \/(z +AAL)? + AR A
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Caura 3.23: Odpehusarse uadyoicerpa wmana

Kako je Ha ocHOBY Tpoyria AAjAs:
AAs =dpcosa; AxA; =dasina,

3aMEHOM y IIPETXOJIHU U3pa3 Jo0uja ce:

lh =+/(I+dscosa)?+ (Jasina)? = \/12+216Acosa+6§‘.

KpazpaT moMepaiba Taduke A je MHOro Marbu off [2, Tako Ja ce IOCTIeIIbH d9IaH
y M3pasy I0Ji KOPEHOM MoxKe 3aHeMaputu. V3aBajameM [ ucipes; KOpeHa je:

ly :l\/1+257’4 CoS . (3.9)

3 maremaTnyke aHaju3e je mo3Haro ja ce pa3sojem y Mak-JlopeHos pen 3a
MaJie BeJIMYUHE T MOYKe HAIUCATH J1a je:

Vi+2r =1+

Ha npumep ako je x = 0.01 m z = 0.001 Tajga ce MpUMEHOM KaJIKypaToOpa
nobuja:

v1+4+2-0.01 =1.0099505; 1+ 2-0.001 = 1.0009995,

I1a ce BUJU Ja Cy OBE BPEIHOCTH BeoMa OJincke mpubJymKkKHuM Koje usnoce 1.01
u 1.001.

Kopucrehn npukazane moryhnocru pa3soja y peji, kKao u uMmajyhy y Buiy jia
je 04 cosa /I masa Benumunna, caga ce uspas (3.9) Morke IPUOIMIKHO HANCATH
Kao:

0
11%l<1+TAcosa) =1+ d4cosa. (3.10)
Kako ce uzmyxeme mrana gedunnmie ca Al = [ — | 3amenom uspasa (3.10)
nobuja ce:

Al =4 cosa. (3.11)

OBuM je /oKa3aH CTAB U3 HACJIOBA, IPEMa KOM je M3IyXKerhe IITama jeHAKO
0 A COS (v, TITO TPEJICTaB/ba MPOJEKINjy BEKTOPa IMOMepara MOKPeTHe Tadke A
Ha mpaBari oce Hegedopmucanor mrana. llomenyra mpojeknuja je HanpraHa u
na Canmm 3.23.
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Mpumep 3.6 Kpymu wman mescurne Q u dysrcure a
nocmasmen je ceojum kpajesuma A u B Ha udeasro
2aamku nod odnocno 3ud.  3a wman je y mawku
A sesano eaacmuuno yotce, Koje je dpyeum Kpajem
eezano 3a 3ud y mauwku C. Iospwuna nonpewroez
npecexa yoicema je A, dox mamepujan 00 Koz je
yorce HANPABHEHO UMA MOOYA esacmuvnocmu E.
Ipusukom eesusarba yorcema wman je npuopHcasar
HEKUM CODHUM Y3POKOM (HA NPUMED PYKOM) KOju
je maxon ee3usara yoicema ykaorwen.  Odpedumu
peakuyuje eese u Koauxo he ce 3602 eaacmuuHoOCMAU
7, yoicema nomepumu mawka A.

» I[locmarpahe ce paBHOTEXKA KPYTOT IITala, KOju ie ce yYuHUTH CJI000HUM,
TakKo IITO he ce cBe Be3e YKJIOHUTU U EbUXOB YTHUIA] 3aMEHHUTH Ca PEaKI[HjaMa
Be3a. Ha raj maumn he mrram, mopej akTuBHe cujie TexkuHe (), Koja jeiyje
y rexxumry T (koje je Ha cpexmun mrtana) 6uti onrtepeheH ca Tpu Helmo3HaTe
peakinje Bese, cuinama N4 1 Np Ha MeCTHMa JI0/IPA KpajeBa MITalla ca HIeaTHO
IVIATKOM TIOJIJIOTOM ¥ CHJIOM S KOja je y IPAaBILy y2KeTa. ¥YKOJIUKO 61 HACTYIIHIe
BesuKe edopMalyje yxKeTa, oMo 61 10 BEIHKOTr IOMepamba Kpajesa IITala,
Kao mTo je To npukasano Ha Comrnm 3.24 a). ITucame jenHaunna paBHOTEXRKE
3a Taj MOJI0XKaj mrrara Ou OHJIO BPJIO KOMILIHKOBaHO. MehyTum, y OTIopHOCTH
MaTepHjajia ce IpoydaBajy camo Majie jedopmaligje, Mro 3Ha49u jga he y ToMm
CIIy4ajy moMepame Tadaka OUTH BPJIO MAJIO y OJHOCY Ha BequduHy mramna. OBo
HaC HaBOJM Ha (DyHIAMEHTAIHO BaXKaH IIPUHIIUI KOjU Ce KOPUCTU y OTIIOPHOCTH
MaTepujaIa:

Jednanwune pasrnomesice ce NUWY 3a NOA0IICA] MeAa KOJu 0dz08apa Hededhop-
MUCAHOM CUCTLEMY.

Hakie, mramn npu ocyiobabarmy o1 Be3a Tpeba HALPTATH y IOJIOXKAjy Y KOM je
6uo npe gedopmanyje yxKera, Kao mTo je npukasaxo Ha Comrm 3.24 6).

Kako je mom mejcTBOM OBOT PABAHCKOT CHCTEMA CHJIA IITAIl y PABHOTEXKHI
MOTY Ce HAIMCATH TPH jeJHATUHE PABHOTEXKE KOje Iace:

in = Np — S cos30° = 0;
> Yi=Na+Ssin30° - Q =0;
ZMA :Qcos60°% — Npcos30°a = 0.

13 Tpehe jegnauunne ce jgobuja:

_Q _¥
2v3 6
a OHJIa 3aMEeHOM OBe BPEITHOCTH Y TPBY jeTHAYNHY je:

2 1
S="Np=-0Q.
3 =3¢

NB Q:
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Ny

Cauxa 3.24: Anaausa pasrhomesice wmana: a) paGHOMEINCA NPU BEAUKUM 0ePhoOpMAUUjama;
6) pasnomesica Npu MaAuM 0ePOPMAYUUIAMA; 6) TIOMEPATLA NPU MAAUM 0ePOPMALUIAMA

Hajzan caga ce uz apyre jennaumne mobuja ma je:
5
Ny =Q — Ssin30° = EQ.

Hyxuna yxkera [ npe medopmanuje ce oxpehyje HA OCHOBY jeTHAKOKPAKOT
tpoyria ABC ma je:
V3

20cos30°=a = I[= ?a.

Kaxo je moznata cnna S kojoM je yrke ontepeheHo, MOXKe Ce OJIPEINTH U HErOBO
U3/1yKerbe, TAKO J1a je:

Al Sl V3Qa

AE 9AE

Venen, enactudHOCTH yrKera, jgohin hie 10 moMmepama Tadke A, a caMUM THM U
quraBor mrana. 1Ipu Tom, 360r nmocrojehux Be3a, Tadka A ce MOXKe TTOMEPUTH
€aMO y XOPH30HTAJIHOM Tpasily. V3melly momepama Tatuke A (04) n usmyxema
yxera (Al) mocrojahe npema craBy o m3mykemy mrana caeneha sesa (morse-
JaTu 3atamiber Tpoyrao Ha Coumnum 3.24 B)):

3
Al = 4 cos30° = g&‘,
a oJlaBJIe je IoMepaibe Tauke A:

2
04 = —=Al
A \/g

SamenoMm u3zpasza 3a Al mobuja ce:

_ 2Qa
~ 9AE’

0a
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Cratuykun HeoppebheHun akcmjanHo ontepeheHun wTanosu

VY JocajianimeM pa3sMaTpay aKCAjaIHo olTepeheHnx MITanoBa U IPH pela-
Bamby 3a/laTaKa, MOIJIO Ce 3ala3uTu Ja je 6poj jenHadnHa paBHOTeXKe OO jegHak
6pojy peakximja Be3e. 300T TOTA je CHCTEM jeTHATMHA PABHOTEXKE OMO JOBOJHAH
J1a 61 ce ojpeiniie cBe peaknuje Bese. OBaKBU IPOOJIEMU Ce HABUBA]Y CMAMUYKL
odpehenu. MehyTum, mocroje u mpobiieMu KoJi Kojux je 6poj peakiinja Bese sehu
oJ1 6poja jeaHaurHa paBHOTEXKE, IIITO 3HAYM JIa OBE jeJHAYNHE HUCY JIOBOJbHE 32
onpehuBame cBux peakiuja Be3e. IIpobieMu oBor THIIA Ce HA3UBA]Y CMAMUYKY
neodpehenu. Paznuka m3mely Opoja peakiiuja Be3e W jeJlHAYMHA PaBHOTEXKE
MIPEJICTaB/ba cmener cmamuyke Heodpehenocmu. OUULIETHO A je 3a pelraBarbe
OBAKBOI' 1IpO0JIeMa ITOTPEOHO HAIMCATH JIOJIATHE je/IHAYMUHE, KOje ce Ha3WuBajy
JOIYHCKe 1 KOjuxX Tpeba ma Oye OHOJIMKO KOJIUKH je CTEIeH CTaTuIke Heoapehe-
voctu. JlomyHcke jeiHadnHe ce GOpPMUPAjy HA OCHOBY YCJIOBa KOjU jtedopMaliije
MOpajy 3a/I0BOJBUTH U KOjHU Cy T€OMETPHjCKe MPUPOJIE, Ia ce HABUBA]Y 2€0Mem-
PUJCKU YCa06u dedpopmaruje.

Ha crenehinm npumepuma he ce mokazary MOCTYIIAK pellaBarba CTATUYIKI
Heospehenux mpobiema.

Mpumep 3.7 Hexa je dam wman mpomensusoz
, /A B NONPeHo2 NPeCera, NPUKaA3aH HA CAUYU, KOME
QA C 7 cy oba xpaja npuuepwhena 3a 3udose. Ilman
je y mauwku C onmepehen cuaom F. Jleo AC
21 3/ 7 je Odyoicune 2l u mospwuHe MONPEUHO2 NPECera
A, dox je deo CB Odyoicune 3l u nospwune
nonpeunoz npecexa 2A. Odpedumu peaxyuje ese

U MAKCUMAAHY HANOH.

» IIlram je Ha oba kpaja npuuspinhen 3a 3u/10Be 11a fie ce HAKOH YKJIambharba
OBUX Be3a YBECTH JiBe peakiuje Bese, cuie X4 u Xp. 3a JaTh CHUCTEM CHJIA
MOY»Ke Ce HaIlMCaTH CaMO jeJIHa jeJIHaunHa, PABHOTEXKE KOja TJIaCH:

Xp

e

ZXZ-:—XA—kF—XB:O.

Nmajyhu y Buy 1a mocroje jiBe peakiiyje Bese, a caMo jeJHa jelHaYnHa PaBHO-
Texe, JIATH [IPOOJIEM je jeIHOM CTATHYKK HeojpeheH, 1a je moTpeOHO HAIMCATH
jeIHy MOnyHCKY jeqnadnny. Ha ocHOBY anamse jgedopmalinja mramna 3aK/by dyje
ce Ja, Oynyhu ja cy KpajeBu mtala npuyaBpiuineHn 3a MOJIONY Te Jia Ce He MOTY
nomeparu, Hehe johin 710 IpoMeHe Jy»KUHE IITala, TO JecT Ja je:

Al =0.
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OBaj m3pa3 je y JATOM 33JIaTKy TeoMeTpHujcKu yciaoB medopmarmje. [Ilram he
ce MOJIeJIUTH Ha JBa Jieja, IpBu o npeceka A jio npeceka C, a apyru ox C j10
B, Ttako ma ce mpomena [yKuHe IITAITA MOXKE H3PA3UTH U KAO:

Faily n Fyolo

Al = Aly + Aly = .
LR = e T LR

Kako je:
Fau=Xa Fa=Xa—-F, L=2; =3 A=A A;=2A,

3aMEHOM y IPETXOJHHU u3pa3, Kao U uMajyhu y BUIYy reOMeTpHjCKU YCJIOB Jie-
dopwmaruje je:
INIEPESUN 40.% Sk LN
AE 2 AFE
OBo je JIONyHCKA jeJTHAYMHA ¥ OBOM 33JIaTKY, KOja 3aje/IHO Ca jeHAYMHOM DaB-
HOTEXXe YMHU CUCTEM O] JBE je/IHAYUMHE Ca JIBe Hello3HATe peakiuje Be3e. Pe-
IaBakbeM OBUX jeIHAYNHA, je:

3 4
Xa=3F, Xp=F-Xa=:F

Hajza Hanonu y mpBoM U JIpyTOM JiesIy IITana Cy:

Fa  Xa 3F Foo Xa-—F 2F
=4 o9 — _

A TA

:Al_

T4, 24 1A

o1

MakcumaJsiHu HAIIOH je y IPBOM JIefly IITana. <«

Mpumep 3.8 IIman 00 weauxa (E = 2 x 10! Pa, y
a = 125x107° 1/K) uma na memnepamypu /—
to = 20°C dyorcuny I = 1 m. Ilman je A
ceojum Kpajesuma npuuepwhen za 3udose, usmehy Jf—m—m——"T T 7
xojux je pacmojarwe lm. Haxonw moea, wman je /
usanooicen dejemey Cynuya ycaed weaa ce 3az2pejao Ha

memnepamypy 0d 65°C. Odpedumu nanon y wmany.

» VKOJHUKO Ce YKJIOHe Be3e, InTalm lie Ha
CBOjUM KpajeBuMa buru onrepelien peakiujama,
@_.x_ ............... .+_B>
X4 n Xp. Ilpernocrasuhe ce ja cy cmepoBu
OBUX peakIilija TAKBU Ja OHE 3aTeXy IITAIl.
JeHaunHa paBHOTEXKeE je:

Y Xi=-Xa+Xp=0,

1a je nmpobsiem jeaunom cratudku nHeojapehen. [eomerpujcku yciioB pedopmariuje
je:

Al =0.
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IIran je onrepelien cuama U y3 TO je 3arpejaH Tako Ja 3a [POMEHY JIy>KUHE

BaxKu:
Xal
Al=Alp+Al; = — +1laAt =0,
F t = AR
e je Alp mpoMeHa JIy:KUHE IITala Kaja je He3arpejan u omnrepeheH camo
cuiiaMma, JIoK je Al; IpoMeHa JIy>KUHE IITala YKOJIUKO je 3arpejan u 6e3 jejcTsa
cuyta. PeremeM oBe JIONMYHCKE jeIHAYUHE ce J00uja:

X4 =—-AF aAt.

IIpenznak MuHYyC yKa3yje Ha TO Jia je CMep peakIiyja Be3e IIOI'DEIIHO IIPEeTIIOC-
TtaB/beH. OaBJie je HAIIOH y CBAKOM IIPECEKY IITAIla:

g=——= —EOZAt: —EOé(tl —LLQ)
= —2x10M"1.25 x 1075(65 — 20) = —112,5M Pa.

Y mocienmeM NpuMepy je mTan onrepeheH 3HaYajHUM HAIIOHOM KOjU ce
Ha3WBa TEPMUYKHU. TepMuvku HANOWU KOJU Ce I0jaBJby]y KOJ KOHCTPYKIIHja
MOT'Y 3HA4ajHO YTPO3UTH HeHO (PYHKITMOHNUCAE T1a Ce Ha Pa3He HAYMHe TEXKH J1a
ce oBaksu ipobstemu npesasuljy. Ha nmpumep (Cauka 3.25), jeman Kpaj MeTaanx
MOCTOBa Ce OOMYHO OCJTama Ha HEmoKpeTHu ocjaoHarl (A), TOK ce Jpyru Kpaj
MOCTa OCJIama Ha jeJlaH, WM BUlle NOKpeTHnX ocsionara (B). Osu ocsonnu ce
YeCTO TEXHUYKU U3BOJIE KAO BaJbIH, I10 KOJUMa, Ce MOCT KOTPJba. 1Ipu 3arpesamsy
MOCTa, OH Ce M3JIyKyje U KaKO My je oMoryheHo Korpipame 1o BasbliuMa Hehe
Johu 110 1mojaBe TEPMUYKHUX HalloHa. Ha MecTy mpesasa ca IOKPETHOI Kpaja
MocTa Ha 006aay mOTpeOHO je OCTABUTU MPOCTOP 3a M3MyXKeme riae ce ymehy
JUJIATAIMOHN UelUbeBU KOju oMoryhaBajy HecMeTaH IIpoja3 BO3MIA Kaua ce
MOCT IIO XJIaJTHOM BPEMEHY CKPaTH.

6) 7777

Cauxa 3.25: Texnuwko pewere 3a EAUMUHAUUJY MEPMUNKUL HANOHA:  4) PEAAHA
Koncmpyxyuja mocma; 6) eK6UBAAEHMHY MELAHUYKY MOOEA
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CupeyaBambe HACTAHKA TEPMHUYKHUX HAIIOHA
KO/JI IIeBOBO/1a, 01, 300T HEOIIXOIHOCTH 3AIITUBAbA,
OMJI0 KOMILIMKOBAHO W3BECTH IIyTEM ITOKPETHUX
ocJIOHAIa, Kao IITO Ce TO Pajd KOJ MOCTOBA.
OO6uvHO ce TO paju yMeTameM MOCEOHUX 3aKPUB-
JbEHUX JIeJIOBA, Kao INTO je TO NPHUKA3aHO Ha
Comm 3.26. OBu J1o/1a11y Ha [IEBUMA JT03BOJbABAjy
U3y Keme U cKpaherme TeBH, & CAMUM TUM YTHIY
U HA 3HATHO CMAIbEHhe TEPMUUKNAX HAIIOHA.

Caura 3.26: Texnuuko pewerve
30 eAUMUHAUUJY MEPMUMKUT
HANOHA UEe606800a

Mpumep 3.9 Kpymu u saku  yeaonux
AOB, se3an je 3zeaobrno y mauwku O
3a ocaonay u y mawku C onmepehen
cusom Q. 3a yeaonur cy y mauxama
A u B eesanu  AaKU  €AGCTNUNHU
wmanosu AAy u BBy xoju umajy ucmy
NOGPWURY TMONPEUH02 NPECEKA U MOOYA
esacmuynocmy . Odpedumu nanowe y
EAACTNUMHUM ULMATOGUMA.

» Haxon ocirobabhama yraonnka oj] Be3a 1 yBoherba peakiiuja Be3e MOXKe e
KOHCTATOBATH JIa Ce 33 yraOHUK MOI'Y HAIMCATH 3 je/HAYMHE DABHOTEXKE, a Jia
rocroje 4 Hero3HaTe peakiiyje, 1a je JaTu IpodJIeM jeJHOM CTATUIKU HeoapeheH.
NMwmajyhu y Bugy na Tpeba oJIpeUTH CaMO HAIIOHE Y INTAIIOBUMA, OJHOCHO CHJIE
S1 u Sy namucalie ce caMo MOMEHTHA jeHAYMHA KOja TJIACH:

ZMO :SllSin45O+SQ2l*le =0 = gS’l +252 = ;Q (a)
IIpeocrasie nBe jesHadnHe paBHOTEXKE Ce KODUCTE 3a oJpehuBame peakiuja y
tauku O ma ce Hehe HU HamUCaTH.

3a oxpehuBaibe JIOIMyHCKE jeIHAYMHE
u3BpIuliie ce aHaau3a MOMeparha Tavaka.
Ilox nmejcrBom omnrepehema he mohu mo A y
oOpTama yraoHuKa 3a U3BECHU MaJIi yTao ¢ S,
oko tadke O (Cnuka 3.27). IIpernocrasulie 45°(| |z x 0

: L, 312 12

ce Jia je cMep obOprama HCTH Kao CMep S, | c
KpeTama Ka3ajbKe HA CATY U y CarJIaCHOCTH 0 B
ca TUM yBECTH oMeparma tadaka A u B. 3a
MaJIl yrao @ Ta MOMepamba Cy MPUOIHZKHO
y IpaBIly KOjU je HopMaJiaH Ha IpaBall KOju
craja Tauke A u B (Ha Koje ca Ta nomeparba
onroce) ca raukom O. Cmep nomepama Tadaka A u B onrosapa cmepy obprama
yraoHUKa, JIOK Cy WHTEH3UTETH [TOMeparba:

Yo

da=0Ap =1lp; 6= 0By =2lp.
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Caura 3.27: Ananusa nomeparsa

Usnyzkema mranosa 1 u 2, npema (3.11), uznoce:

2
Aly = d48in45° = %lnp; Aly =0 = 2lp.

MebhycobHuM JiesiermeM peTXo/IHe JBe jeJHATHE ce JT001ja TeOMEeTPHjCKU yCJIOB
nedopmarumje:
Al V2

A= (6)

Bese msmebhy cmta y mramnmoBuMa u u3/yKema MITAOBa Cy:

_ Faly Syl

Al = AE \/Eﬁ, (B)
_ Faly Sl

A= = A ()

[IpU 4eMy Cy ce JyzKUHe ITarnoBa ojape/uie Ha ocHoBy Cimke 3.12.7 u uzHOCe
Iy =2l uly = 1. Bamenom (B) u (r) y ycios (6) je:

2S5 2
\g1=§ = S, =48, (n)
2

Ha ocroBy momyHcke jemnaunne (1) u jemHaqnne paBHOTeXke (a) mobuja ce:

L 8@ 4 12
6+v2 77 16+v2

IlosuTuBHE BpegHOCTH JOOHMjEeHUX CHJIa yKa3yjy Ha TO Ja Cy INTAIOBU OIITepe-
henn na 3aresame. Hamonu y mramoBuma cy:

S1

Fa _ S _ 3Q .JQZF@:%: 12Q

A A (16+\/§)A7 A A (164—\&)14.

g1 =
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3apaun

3.1 Iran gyxwae 5l je Ha JIyKWUHA
2] mompevyHOr mpeceka IOBPINAHE 2, &
IIPEOCTaJIN JICO INTalla je IOBPIIUHE II0-
npeunor npeceka A. Illram je yxiberren

JeBUM KpajeM A 3a mogyiory u onrepehien
je cmmom wmaTensmrera Fy rtaukm C.
OgpenTnn MaKCHMAJIHU HANOH y IIITAITY.

OpeinTn TPOMEHY y?KHHE I[eJIOT IITAIa,
Mopnyn esactutnocTu Marepujasia mrana je E.

3.2 Ha coumnu je npukasan Imitan yKyIIHe
nykuHe 5, TPOMEHJbUBOT IMOMPETHOT Ipe-
ceKa, KOju je KpajeM A yKJbeIITeH 3a
IIO/IJIOT'Y. Ilran je om mupeceka A ji0
mpeceka B mpcrenacTor mompedHor npeceka,
VHYTpAIIbEr IIPeYHnKa d, a CIoJballmer 2d,
on B o D je kpy:KHOI IOIPEYHOr IIpeceKa
npeyrnka 2d u ogq D g0 E je kpyxwuor
nonpevHor npeceka npevdrnka d. Illran je onrepelien cmiama Kao IITO je TO
TMIPUKA3AHO HA CJIUIM, & y3 TO je W 3arpejaH IPU UeMy IIPOMEHa TEeMIEpPaType
m3uocn At. OppenuTn HamoOHe y IITAly W TpoMmeHy iayzkuuae. [lomarm:
Il = 022m,d = 10 mm, F = 30 kN, At = 41 K, marepujai je
qequk £ = 2.1 x 101 N/m2, a = 1.2 x 107°K 1. Kosmxo Tpeba 3arpejarn
IITAIl 3 OH, IIOJT JAE€jCTBOM CHJIa HE OM IPOMEHUO CBOjy JyKUHY !

3.3 Ilran nyxxune 3l je y upBOM Jlesly KOju
je nmyxwune 2] KPyXKHOT TOIPETHOT IIPECEeKa
mpednuka d, a NPEOCTATH [e0 IITama je
KPY’KHOT IIOIPEIHOI IIpeceka IPeIHHKa 2d.
Illran je kpajesuma A m B yxk/pemren 3a

AA C B

mojiory u onrepelieH je CHIOM WHTEH3UTETa,
F y rmaukn C. Oppenutn peaknuje Be3e U
MaKCUMaJIHH HamoH.  Moayn egacTuaHOCTH
MaTepujaJia mrana je F. YKoIuKo 61 ce mITam HalpaBuo TaKo Jia je KOHCTAaHTHOT
KPYZKHOT IIOIIPETHOr ITpeceKa MpedHnKa d, KaKo OM ce TO Opa3uiio Ha HAIIOHE.
Ha yu 6u tajga wHanon y jgeny mrarma CB 6uwo dermpu myra Behu, jep my ce
MOBPIITMHA TONPEYHOT MPECEKa CMAUJIA 33 YETHPHU MmyTa?
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2A C B D 3.4 EjacTuyHu mran KOHCTAHTHOT, KPYK-
_____ d Y A HOI' IIONIPEYHOI IpeceKa IpedHuka d u
nyzuHe 3] npudBpinhieH je CBOjuUM Kpajem

By, / s [/ Asamnomiory. Hamran y npecexy C yenyje

cwia F' y mpasmy oce mrama. Kana je

mrran Heornrepehen JiecHu Kpaj mraria B ce

HAJIA3W Ha pacTojamsy & oj KpyTor 3uja D.
TIpu Tome je § MHOTO Marbe of ayzkuHe [. OnpeauTn peakiyje Be3e Mol YCI0BOM
na je xkpaj B momupuyo 3um D.

3.5 Ilpmkasann mran je Ha gemy AC

KPY?KHOT TIONPETHOT IIPECEKa MpEeIHnKa d,  »A A C B
a IIPeoCTaJH [eo ITama je mpeunuka v2d. 4 _ 1d- _________ W2d- -
IlIran je kpajesuma A u B npuuspuihen Z
3a KpyTe 3WJI0Be KOju Cy Ha pactojamy 4. 31 L

IIpu momTaxXu mrrtana je meroBa JyKUHA

41, a Tremmeparypa to. OapeanTn peakimje

Be3e W HAIOHE y IITAIly aKO ce IITall 3arpeje Ha Temueparypy ti. Moy
€JIACTUYHOCTH ITana je F, a KoeduIujeHT TOIIOTHOT IIUPema (.

a__ 3.6 Kpyra mroua Texunue () 0OIMKA ITPUKA3AHOT

B A Ha ciamiy, 3rI06H0 je Besama y Tadkm O 3a
0 dE | moggrory. Y Tadkum A je 3robHO mpuuspirhen
60’ N\ JIAKH W eJIACTHMYHU IITAIl Jy>KUHE [, TOBPIIMHE
AR monpeunor mpeceka A m MOIyNa €IACTHYHOCTH

N E koju je kpajem A; mpuuspinhen 3a mOIJIOrY.

OﬂpeﬂI/ITI/I HaIlOH y IITally U IIOMepaibe TadKe B.

3.7 Kpyr u sak mran OA myxwune 2] 3r7106HO0
je Bezan y tauku O 3a moggjiory u onrepehen
cuperom M.  3a oBaj mTan cy 30I00HO, Yy
tadtkama A m B, Besama 1Ba saka emacTHUIHA
mTamna, 0ba MCTe MOBPIMHUHE MTOMPETHOr MTPECceKa
n momysna emacruaHoctd F.  OBu ImTanoBm
Cy IPEOCTAINM KpajeBHMa 3IVIOOHO Be3aHU 3
10/1JIOTY. Ojipe/ T HAIOHE Y  €JACTUIHUM
[ITAIIOBIMA.
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L A 3.8 Jlak u kpyT yraouuk AOB ca kparmma gayzkune a u 2a,

2a
_AI
O B
A a AE @ IITaloBUMaA.
/
B %7

3.9 Kpyr yraonuk OAB Texxkune () HalpapibeH
je KpyTHM cHajameM /iBa jeJHaKa IITara HCTe
JyKUHEe . YTaoHUK je 3IVIOOHO Be3aH 3a IIOMJIOTY
y maukn O, mok cy y Ttaukama A ommocHo B
3ryI00HO TPUYBPIITNEHN JIAKH U €JTACTUYHH IITAIIOBHI
Koju cy KpajeBuma A; ogHOCHO Bp mpuuspimherun
3a mojgory. Ilram AA; je ayxuue [, 70K je
mran BBy gyxkune 2[. O6a ejactuvna mrrama cy
WCTE TOBPIIUHE [TOIPEYHOT IIPECEKa U HAIIPAB/LEHH

3rt06HO je Besan y Taukn O 3a momsrory. Y Taukama A u
B cy 3r06H0 npuuspimhenn JTaky U €JIaCTHYHHU IITAIIOBU
Koju cy Kpajesuma A; u B npuuspmlienn 3a mojgory.
O6a mrTana UMajy UCTY HOBPIINHY IIOIIPEYHOr IIPeceKa, ca
ngyxupoM 20 (mran 1) u ! (mram 2). YraoHuk je y Tadku
A omnrepelien cuom F. OapennTn HATOHE y €IACTHIHAM

Ccy OJI MaTepujajia YHjU je MOIYJ €JaCTUIHOCTH
FE, 1ok je 1D03BO/bEHUW HAIOH 0. WsspruTu
JTUMEH3UOHUCATHE eJIACTUIHUAX IITAIIOBA.

a

3.10 Kpyra mioua texune (), Koja uMa OOJIHMK

JUMEH3MOHHCAIHE.

3.11 Jlaka u xpyrta Ttpoyriacta tmwioda OAB ca
cTpaHaMa jeJHaKe Jy:KWAHE «a, 3[JIOOHO je Be3aHa y
rauku O 3a momJIory. V rmaukama A u B cy
3rI00HO TpUYBpIINEHN JIAKH U €JACTUYHU IITAIIOBU
Koju cy kpajesuma A; um By mpuuspmrhenn 3a momory.
ILmoua je omrepehena cumom F. Oppemurn HamoHe y
€JIACTUHUM IITAIIOBIMA.

YUju je J03BOJbEHH HAIOH O .

MOJIyJIa €JIACTUYHOCTH U JIyKuHe .
monpevHor mpeceka mrana 1 je 2A 70k 3a mram 2
nznocu A. Illtamnosu cy HamnpaB/beHU O MaTepujaa
WsBpmmuTn HUXOBO

PABOYIVIOT TPOYTJIA, 3IJIO0HO je Be3aHa y TadKh
O 3a mommory. 3a mmouy cy y Tadkama A u B
31JI00HO Be3aHa JIBA JIaKa eJIACTUYIHA IITara, 00a HCTor
Ilospmmmaa
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3.13 Kpyra miaoua texwune () Koja uMa 0OIMK

OrnopHoCcT MaTepHjaJia

3.12 Kpyra mmoda TtexkuHe () y OOJIUKY IIPaBOYIJIOL,
jeTHAKOKPAKOI' TPOyIJIa ca KaTeTaMa Jy>KHWHEe G, 3TJI00HO
je Besama y taukm O 3a moggory. Y Taukama A u B
Cy 3IJIOOHO NpUYBpHINEHHW JIAKW M €JACTUYHU IITAIIOBU
oba HAIPaB/BEHW OJf HCTOr MaTepujaja Ca MOILYJIOM
esactuunoctu F. IloBpmunna mnorpednor mpeceka InTama
1 je , ayxwuna je [, JOK je KOJ IITana 2 IIOBPIIXHA
monpednor mpeceka 2A, nok je myxkunaa 2I.  Onppenutn
HaIlOHe y eJIJACTUYHHMM mItarnoBuma. Jla jm je cBpcucxoHo
koputiheme tmrana 17 Tlpemioxuru 60Jbe periere.

SC_F

jeTHAKOKPAKOr' IIPAaBOYIVIOI TPOYIJIa 3IJVIOOHO je

30°
/
Bezana y taukn O 3a momyrory u onrtepeheHa y Tadkn |@
C cunom F. 3a mnouy cy y taukama A u B 3rmobno  AE

3al2

Be3aHa /Ba JIAKA eJTACTUYIHA IITaIla, 00a UCTOT MOILY/Ia B P A
enactuanoctu F u jyxune [. IloBpuimHa momnpedsor O / 24E

. N o
npeceka mrama 1 je 2A jgok 3a mran 2 uzHOocH A. 7 ®\Q>
OJipeIuTH HAIIOHE Y eJIACTUYHUM IITAIIOBAMA. >

a

3.15

NIPaBOYTAOHUKA

a

3.14 Jlaka u KpyTa IJI09a KOja je y O0/IMKY KBaJIpaTa
crpaHulle a, 3rj00HO je Besana y Tadku O 3a
nozgiory. Ilinoua je y tauku B onrepeliena cusom
F. 3a mwiouy cy y taukama A u B 3rio6HO Besana
JIBa JIaKa eJIACTUYIHA IITama, o0a HCTOr MOJyJIa
emactuanoctu E u gyxune [. [losprmmaa monpewsor
npeceka mrana 1 je 2A jok 3a mran 2 usHocH A.
OapeuTH HALIOHE Y €TACTUYIHIM IITAIIOBIMA.

KpyTa Ijo4a y  OOJUKY

ca CcTpaHaMa JyKUHE @

u V3a 3raobro je Besama y Taukm O 3a

nojytory u onrepeliera cuiom F. Y radkama |
A u B cy sriobno mnpuusprilieHn Jiaku u 4
mramnoBu, oba o Marepujasa
MojlyJia elacTudHocTH F, KOju cy KpajeBuma

Ay u B; mpuuspmitienn 3a moggory. ITosprmuna !
HonpedHor mpeceka mrama AAp je 24, nyxuna ¥ >

eJIaCTUYIHHA

je | mok oBe naBe BenumumHe Ko mrana BBj !

a
|
A

S9= 0

J3a B

nzHoce A u 2l. OjpenTu HATIOHE Y €JTACTHIHUM

mTalloBuMa.
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3.16 Ilmoya y o0OJMKY IIpaBOYraoHWKa Ca
cTpaHaMa JIy’KIHe a 1 \/2a 1 Texkune (Q 3r7106H0
je Bezana y tauku O 3a nojgiory. Y taukama A u
B cy 3ryo6HOo npuuBpiihenn JIaKu U €JTaCTUIHH
mrranoBu 00a jryzkute | U MOJyJa eTaCTUIHOCTH
FE, xoju cy kpajesuma A; u By npuuspriihenn 3a
nozyrory. IloBpimna monpedHor mpeceka IITama
AA;, je A, nox wox mrama BB; umsmocu 2A.
O/ ipeiuTH HATIOHE Y €JIACTHYHUM IITATIOBIMA.

3.17 Kpyra mioga Texxkute () Koja mMa 0DJMK KPyTa
mostynipednnka R 3ryobno je Besama y tauku O 3a
mojyrory.  3a mwiody cy y Ttadkama A um B 3riobnHO
Be3aHA JIBA JIAKA eJIACTUYIHA IITAIla, 008 UCTOI MOJLYJIa
enactuanoctn F u myxwune . Tlospimmna mompedHor
npeceka mramna 1 je 2A ok 3a mran 2 usHOcH A.
O ipeinTH HATOHE Y €JIACTUIHUM IITATIOBIMA.

NS 3.18 Jlaku u KpyTH OKBHD JOOWjeH CIiajarmeM
2©) YeTUPH HITAIa JIy>KUHE , 3TJI00HO je Be3aH y TauKu
AE A a O_R O 3a mommory u onrepelien y tauxu C cmrom F. Y

Tadku A je 3a OKBHp 3MVIOOHO MPUYBPITNEH JAKH
U eJIACTUYHU IINTAll JyKube [, oK je y Tadku B

2] a NpUYBPINNeH JIAKW U eJIACTUYHU IITAIl JyXKuHe 2[.

AE N\ 4>~ IoBpiuHa nonpeyvHor npeceka 0ba mrana je A, 10K

F je momyn esmacruanoctu E. Onpeauty HamoHe y
B €JIACTUIHUM IITAIIOBUMA.
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3.5 HanoHnn n gedopmaunje npn cmuuyarby

Cwyurarme ce mojaBsbyje KO mramna Koju je onrepehen
ca J[Be CUJIe NCTOT MHTEH3NTETa, a CYIIPOTHOT CMepa duje
F & Cy HaIla/IHe JINHHje IapaJieTHe U Ha MaJiOM PaCTOjammy
1L ¢ (Cmmxka 3.28). Kao nmpumep onrepehersa Ha cMumame
MO2KE C€ HaBEeCTU cederbe XKUlle, Malmpa, Wil JuMa y3
IOMON KJIENITa W PYYHUX WU MAIIAHCKUX Makas3a. ¥
CBUM OBHUM IIPHMEpHMa [OCTOje JiBa ceunBa (0J] KOjux
jeJtHO MOzKe OUTH U HEIOKPETHO) KOja MCTOBPEMEHO Jie-
Coura 3.28: Jegunu- JIyjy Ha TeJ0 Koje ce cede. CewmBa cy mehycobHO BpJIO
Yuja cmuyarea OJIMCKa W IHUXOBO JI€JCTBO HA, TEJO CE MOYKE 3aMEHHUTH
apaJIeTHAM CHJIaMa, Kao IITO je MPUKA3aHo Ha Ha npuMepy Kiemrra na Counrm
3.29 Burno je ma mocroju oxpehero pacrojame m3mely ceumBa, a Ha OCHOBY
HUCKYCTBa Cce 3Ha Ja IPEBEJINKO WU IIPEMAJIO PacTOjarbe yTude Ha ePUKACHOCT
cevermna.

B)

Coauka 3.29: Ipumep cmunyarea K00 ocuye 0CMEAPeroz Koeumuma: a) 0eno6u Kpewma 3a
ceuerve orcuye; 6) uzened npu ceverwy; 8) degpopmucara srcuya

Hanomena. Temno koje je n310:K€HO CMUIIAILY TIPEMAa ITPETXO/IHOj AeDUHATIA]T
He Ou OWJIO y paBHOTEXW, jep 6e3 003mpa Ha MaJo pacrojame usMmely cuia
one dopmupajy cuper cuwia. CBako KO je pe3ao KapTOH MaKa3aMa MOTao je
Jla 3aIa3u Jia [IPU TOMe JI0JIa3u J0 0bpTamba JeJI0Ba KApTOHA IITO je JTUPEKTHA
IOCJIEIUIA TIOMEHYTOI cipera cuia. OBo oOpTame ce ¥ CIydajy KapTOHa MOXKe
CIPEYUTH PYKOM, OJIHOCHO, IIpU TOMe je moTpebHa Maja cuia. Jlakie, ma 6u
TeJIo OMJIO y paBHOTEXKU MOpa 6uTH ontepeheHo joI jeJHUM CIIPEroM ChJIa, ajiu
KaKO Ce OH y MPAKCH OCTBapyje ca cujiaMa MaJjor HHTeH3UTEeTa HeroB yTuiaj he
ce 3aHEMAPUTH.

[Tpu cmuTaTGy MOJIA37 JI0 TTAPAJIETHOT TIOMepaba, (KIN3amba) PABHH Y KOjUMa
JleJlyjy CUJie U Koje ce HasuBajy paBHU Kym3ama. Ha Counwm 3.30 npukaszaHa je
necdopmMaliija J10 Koje Ipyd TOME JI0JIa3U. Y KOJMKO Ce IMOCMAaTpa eJIeMEHTapHO
MaJid JIe0 TeJia, Yuja je jegHa cTpaHa y OOJIMKY IpaBOyraoHHKa, pu jaedop-
Malliju OBa CcTpaHa mpejasu y pomboui. Jlakie, npu gedopmanuju cynporHe
crpanuie ocrajy mehycoono napasenne. Kao mepa nedopmaruje ce npu cmu-
Ay KOPUCTH yTao 3a KOjU Ce 3a0KPeHy/Ia CTaHuIa eseMenTapHor mesa. OBaj
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i, Bl

a) 0)

Cauxa 3.30: [edpopmayuja wmana npu cmuyary: a) nedegopmucar wman; 6) dedpopmucan
wman

yrao ce O3Ha4aBa Ca Y U Ha3UBA Y2G0 KAU3GIHA.
Jla 61 ce MOIVIM OJIPEUTU HAIIOHH IIPU
CMUIay KopucTuhe ce MeTo/a IIpeceka.
Hampasuhe ce 3amumbeHn mpecek Tesa
(Camka 3.31) Koju ce mOKjIama ca paBHH
KJIN3ama U OCMaTPaTH PABHOTEXKA JIOHET
Jeia tesia. [ToBpImHa mompevHor mpeceka,
KOju ce Ipu TOMe Jobuja, HaA3UBa Ce
[IOBPINIMHA CMHIAkha U O3HA4YaBa Ce Ca
As. Hown meo tena je omrepelien cuiom
F wm yHyTpalImbuM cHaMa Ha IIPECeKy.
Kaxko je oBaj zeo Tesa y paBHOTE)KHU, OHIA
Cauxa 3.31: Ilpecex ma meay xoje je YHYTPAIIIbe CHJIE MOp&jy OUTH TaKBe Ja
UBNOIHCENO CMUYAIDY opkaBajy paBHOTeXky ca cumoMm F. To je
Moryhe OCTBapUTH YKOJIUKO Cy YHYTDAIIIhe
cujie WCTOI IIPaBIla, & CYIPOTHOr cMepa y omHocy Ha cuiay F.  lakie,
VHYTpallllbe CHJIe, & CAMUM THM H HAIIOHH Cy Y PaBHH IIpeceKa, OJIaKJe ce
3aKJpydyje, Jla ce IPU CMUIAY jaB/bajy UCKJbYINBO TAHTEHIWjAJTHU HAIOHU T.
OsakaB crienujajad ciaydaj HaroHa je Beli panuje npukasad wa Comiu 3.7 B).
Enemenrtapana cuna dR Ha ejleMeHTapHO] MOBpIUHU dA je:

dR = 1 dA.

Excnepumentn mokasyjy Jia je TAHMEHIMjaJHU HAIOH HMPUOJINYKHO KOHCTAHTHO
pacriopeher 1o IOBPIIMHE [IPpECEeKa, TaKo Ja ie ce yCBOjuTH Ja je 7 = const.
YV ToM ciy4ajy, UHTEH3UTET Pe3yaTyjyhe cuiie Ha 1peceKy M3HOCH:

R=rT1A;,
7 Ja 61 ce oCcTBapWIa PABHOTEXKA TMOCMATPAHOT JIeJIa TITAlla MOpa OUTH 3310-
BosbeHO R = F'. Ha ocHOBY Tora je TaHI'€HIIMjaIHU HAIIOH y IIPECEKY:
F
T=—.
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EnemenTapHu j1e0, n3/B0jeH ca MONPEYHOr IIpeceKa mramna, npukasan Ha Coum
3.32 y OPTOrOHAJIHOj M KOCO] IPOJEKITI)HU je ca TOPHe U JI0Hkhe CTpaHe onTepehen
HAIOHUMAa T. YKOJMKO OU Ha eJIEMEHTApHU JIe0 JIJ0BaJIM CAMO OBU HAIIOHW,
eJieMeHTapHe CHJIe Ha TOPHOj U JI0H0] OBPIIHHU 01 hopMupaJie ciper 300r Kora
eJIeMeHTapHU Jieo He 6u 6no y paBHoTexxku. MehyTum, Kako je OH y paBHOTEXKH,
T0 je moryhe 360r Tora mTo M Ha GOYHMM CTpaHAMA IIOCTOje TAHTEHIIUjAJTHH
HAIIOHU T, KAO IITO je TO MPUKA3AHO HA CJIUIH.

Ia 6u ce ompenmiia Be3a usmehy
TAHIEHIUjAJTHOT HAIIOHA U YIVIa KJIH-
3ama Kao Mepe jgedopmalnje 3a
KOHKDETHU MaTrepujaj, MPUCTYIa ce
onpeheHnM eKCIIepUMEHTHMA. Ha
OCHOBYy muX ce mobuja ma uzmehy
TAHTEHITHjAJTHOT HAIIOHA U YIJIa KJIH-
3amba IOCTOjU JIMHeapHa 3aBHUCHOCT,
KOja ce MOXKe MCKa3aTu ca:

T=Gr, (3.12)

e je G puswuKa KOHCTAHTa J1aTOT

Caura 8.32: Hanonu Ha eaemenmapHom 0eay:
a) opmozonaana u 6) Koca npojexyuja

MaTepHjajia Koja ce Ha3uBa Mmodys kausarwa. OBa Be3a je camdHa Be3nu usmelhy
HOPMAJIHOI HALIOHA U y3aykHe aunaraimje (3.7), na ce HasuBa Xyko6 3axon 3a

CMUUAME.

Mpumep 3.10 Ha cauyu je damo mexnuuko

fF pewerve
l A
2
i B
L/ )
ucnadare
D
C aru  08a
7. 7. 77

3200102 6eE3UBAHLA wmana A ca

nocmonwem B xoje je y craony modaoze.  Kpos
KPYHCHE OMBOPE HA ULMANY U NOCTNONY YBYUEHA Je
yuaundpuwna ocosunuya C, wuje je esenmyanto

cnpeweno pacuenkom D. Ha maj nawun

Je cnpeueno MOMEPArE WMANaG Y NPasuY Cuae,

eesa omozyhasa da ce wman ModHce

saxpemamu Yy odwocy wa nocmose.  Ocosunuua
je npeunuka d, a wman je onmepehen cuasom F.

Odpedumu nanor y 0COBUHUUL.

» [Ipu nejecrBy cute F Ha mrrarn
TIOCTOJU TEXKIba J1a Ce OH IIOMepPU TO
ject “cknm3He” y OJHOCY Ha IIOCTO-
Jbe y UeMy ra CIupevdaBa OCOBHHUIIA.
VKOJMKO ce OCOBUHUITA U3/IBOjU U3
MIPUKA3AHOT CKJIOMA, MTOTPEOHO je 3a-
MEHUTN yTI/II];aj mITalna mu II0CTOJba
Ha wy. [IlTan fgesyje Ha OCOBUHHILY
CIJIOM HCTOI MHTeH3uTeTa [’ Kao

mTo je u cam onrepelier, 360r Wera MOCTOjU TEXKIba Ja CE OCOBHHUIA TOMEPH
Ka rope. MehyTum y Tome je cupedasa 1ocTosbe Jesryjyhu Ha OCOBUHUILY CHIIOM
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ucror uurensurera F, amu cynporHor cMepa (Bujeru ciuky a)). OBa npubimx-
Ha aHaJIU3a JOJBOJM JI0 3aK/bydKa JIa je OCOBHHHUIA olTepeheHa cujiama HCTOT
WHTEH3UTETA U CYIIPOTHOT CMePa, UMju Cy IPaBIM Ha MaJIOM PacTOjamy, IITO je
nebuHANnja cMuUlama. llpema ToMe, y OCOBUHUI je jaB/bajy TaHTEHIUjAJHU
HAIOHU KOjU U3HOCE:

pu Yemy je A IOBpIIMHA HA KOjO] HACTYTIA CMUIame (IIOBpIIUHa cMunama). Ja
6u ce ona oxpenuita mohu he ce ox IperocTaBKe Ja je JOLLIO JIO JIOMa IITalla.
VYV ToMm ciiy4ajy HOBpPIIMHHA HA KOjOj HACTYIA JIOM je IOBpIINHA cMunama. Jlo
JioMa 6u JIONIIO Ha TIPeceKy Ha KojeM Ou mrall “CKIn3Hyo” 10 IMOoCTo/by (BUIeTn
cauky 0)), Ia je HOBPIIMHA CMUIIAKA jeHAKA [MOBPIIUHU IIONPEYHOr IpPeceKa
ITara. 3aMEHOM Yy M3pa3 3a HAIIOH J00Huja ce /13 je HAIOH y OCOBHHUIM:

4F
T2

3.6 HanoHcko cTtawe y Te4yHOCTUMA

3a pasnuKy oJ] YBPCTUX Tesa, Y Ted-
HOCTHMA KOj€ CY ¥ CTAIby MUPOBaba ce He
MOTY TOjaBATHU TAHTEHIINjaJTHI HAIIOHU.
OBO CBOjCTBO T€YHOCTHU YjEJIHO CIYXKH U
3a BuxoBo JAedunucame. Ha Cinnnm 3.33
jé JlaT IpHuKa3 anapaType KOjOM ce MOXKe
IIOKa3aT! HEIIOCTOjarbe TaHTEHINjaTHUX
HAIIOHA Y TEYHOCTUMA. Y HyTap IPOCTOPa
Koju bopMupajy IBe MOCye, O KOjuX je
jenHa nmokperHa (A), a aIpyra HEIOKpeT-
na (B), Hamasm ce mCMTHBaHA TEIHOCT
(T). Ha mecTy mommpa OBHX mOCy/Ja Ha-
a3y ce 3anTHBat (Z), KOJU HE JI03BOIBABA (g oy e
ucruame TednocT uamely nocyna. IIpu  pojasawyjy maneenyujannu nanoru
nejcTBy cuite F' Ha IOKPETHY HOCYy Johu
he J10 meHOT TIOMepama, a TEYHOCT y IOCyJaMa Koja je obJinKoBaHa Kao ‘mIrarr’,

6uhie onrepeliena Ha cMuname (BUIETH CIMIHOCT €& YBPCTUM IITarioM y IIpume-
py 3.10). ExcuepumeHT mokasyje J1a MOJYJI KJIM3arha TEYHOCTH UMa BPJIO MaJle,
CKOPO 3aHeMapJbUBE BPEJHOCTHU, OJIHOCHO Jia C€ y TEYHOCTHMA I'OTOBO YOIIIITE
¥ He 10jaBJbyjy TaHreHIujaaHu HaroHu. OBO CBOJCTBO TEYHOCTHU Ce OOjallthbaBa
BeJINKOM MelyCOOHOM TIOKPET/BUBOIINY MOJIEKY/Ia T€IHOCTH.

Jla 61 ce y HOTIIYHOCTH Pa3MOTPHUJIO HAIIOHCKO CTarbe Yy TEYHOCTH IIOCMAT-
pahe ce ekcriepument npukazan Ha Comnu 3.34 a) rye je npukasaH KM KOju
[IPUTHCKA TEYHOCT KOja ce Haja3u y nocyau. Tednoct hie ce mpu ToMme omynpeTu
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censop

Caura 3.84: ¥V meunocmuma ce nojassyjy camo HOPMAAHY NPUMUCHYU HANOHU: G) MewHoCm
NPUMUCHYMaA KAunom; 6) 20prou ped—0ejcmeo MewHOCTNU HA CEH30P MAHOMEMPA; J0HY ped—
dejcmeo cenaopa ManoMempa Ha MewHOCTN,

onrepeherby camdHO mITany Koju je akcujaiauo ornrepehen. Mehyrum, mocrojahe
u jenHa OutTHa pasymka. Ko mrrama hie y HEKOj TPON3BOJBHO] TAYKU Y Pa3Jin-
YUTUM IIpecenuMa mrrana outu pasjnantu Hanonu. Jla 6u ce ompesuo HaloOH
y HEKOj TadyKd TE€YHOCTH KopucTtuhe ce MaHoOMeTap KOJUM C€ MepPU IPHUTHUCAK.
AKTUBHU 1€0 MaHOMETpa, KOju MpuxBaTa onrepeheme oJ] TEIHOCTH je CeH3op.
IIpu 3akperamy mMaHOMETpa y MCTOj TAYKH TEIHOCTU MOKA3Yje Ce /A je CeH30p
npu 6uno koM yriry onrepehen ucrum npuruckom (ropwu pen Ha Counu 3.34
6)). Uctum oBuM mpuTHCKOM ceH3op onTepehyje Teanocr (momu pen vHa Comrm
3.34 6)).

Ha ocnoBy 0BuX ekcriepumeHaTa ce MOXKe 3aKJbYHYHUTH J1a Y CBAKOM 3aMHUII/be-
HOM IIPECEKY KPO3 UCTY TAaIKy T€IHOCTU IIOCTOje CaMO HOPMAJIHU HAIOHU, KOjU
Cy UCTOI UHTEH3UTETA, JTaKJje He 3aBHUCe OJf OpujeHTaIuje npeceka. OBU HATIOHU
Cy NIPUTHCHU jep Cy yBEK YCMePEHHU Ka IOBPINUHU IIPeceKa, IITO 0JIroBapa Clie-
IEjaJHoOM ciaydajy npukasanom Ha Counm 3.7 6). Jlakie, Tesio Koje ce moTomnu
y TEYHOCT, IPUTHCHYTO je ca CBAaKe CTpaHe, I1a U Ca JIOHeE.

3.7 VYsBnjarse

Iramn je onrepehen Ha yBHjame YKOJIUKO je MU3JI0XKEH JIEJCTBY CIIPErOBa Yuje
cy paBHM HOpMaJIHE Ha ocy mrtana. Bymayhu ja cy BeKTopu ciperoBa HOpMAaJIHU
Ha paBaH CIIpera, OHJa Cy IIPH YBHjalby BEKTOPH CIIPEroBa y IPABILy OCe IITalla,
IITO MOXKE IOCJIYKUTU Kao fedUHANNja YBUjama. Y MPAKCH Ce YBHjame JI0CTa
4gecTo cpehe, Ha IpUMep KOJ POTHpaAjyhux IITanoBa KOju IIPEHOCE CHAry O
MOTOpa Ka PaJ/IHOj MAIMHU U KOJU C€ 30By BpPATUJIA.

Ha Cuurn 3.35 je jgar nmpuMep mrrara Ha KOju JiejIyje Buiie ciperosa. 1lpu
poyvaBamby yBUjarha HalpaBulie ce 3aMUIIJBEHN IPEceK A KOJUM Ce IITall JIeJIH
Ha JBa Jesla Koju cy o3uadenu ca 1 u 2. ITocmarpalie ce paBHOTEKa JesIa HITAIIA
Koju je o3HadeH ca 1 u Koju je onrepehen cuperosuma My u My, la 6u Taj
Jieo mTara 6uo y paBHOTEXKM HEOIXOIHO je Jla YHYTpAIIibe CUie ¥ mpeceky A
dopmupajy crper koju je jemmak 36mpy crperosa 9 u My, OBaj coper koju
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JieTyje Ha TIOTPeTHN IpeceK ce o3HadaBa ca M, u Hazusa momenm ysujarva. OH
IpeJicTaB/ba Mepy omrepeliena maTor mpeceka. BpeHOCT MOMeHTa yBHjama ce
onpebhyje cabuparmeM crperosa camo ca JIeBe, I CAMO Ca JIeCHe CTPaHe IIPeceka,
ma je:

M, = Zimi nwma M, :ZSIR?

e ce mHIEKCOM [ omHocHO d ymyhyje
Ha TO Ja cy cabpaHum CaMmoO CIPEroBU
ca JileBe CTpPaHe OJHOCHO JIeCHE CTPaHe
npeceka. [Ipm Tome je morpebHO yBecTn
KOHBEHIN]y O IPEI3HAKY CIpera Koju
ce cabupa, ma he ce cmarparu ja je
IIO3UTHUBAH OHAj CIpPEr YHju je BEKTOP
ycMepeH oji mpeceka. Jlakie, yKOJIHKO
ce cabupajy CIperoBu ca JieBe CTpaHe
Ipeceka TMOSMTHBAH je cuper «mju je Caura 3.35: Yeujare wmana u momenm
BEKTOp YCMEDPEH Yy JIeBO, a Ca JeCHE ysujarva: a) wman Kao yeaura; 6) pasHo-
CTpaHe IIpeceka MO3UTUBAH je CIIper upju  medcae deaa 1

je BEKTOp yCMEPEH y JECHO.

Hanouwn npwu yBujarby

TTocmarpahe ce mrran guju je jeman
Kpaj upuaspirnheH 3a 3u, J0K je JIpyTru
Kpaj onrepehen crperom M. N3BoaHu-
1Ia Ha OMOTady IITana, Koja je y Heoll-
TepelleHOM CcTamy IapaJiesHa ca OCOM
mrrana, npu JgedopManuju ce 3ao0kpehe
3a yrao Koju he ce o3HaIUTH ca 71, KAKO
je To npukazano Ha Couru 3.36. Tauka
A ce npu ToMe He TOMepa, 0K Tadka B
npesa3u y moJioxkaj B, momepusmu ce
IIpU TOMe TIO JIYKY KpyTa UHja je paBaH
HOpMaJIHa Ha ocy mrama. Yrao BOB;
3a KOju je OOPHYO MOJIyIPEIHUK JIECHOT
Kpaja ITalla, IPEICTaBaba yrao YBUja-  Cauxa 5.96: Yeao saxpemarsa useodnuye u
ha 1 O3HaJaBa ce ca 0. yeao yeujaroa

Younhe ce HI3 U3BOIHUIIA U KPYTOBA
4quje Cy paBHU HOPMAaJIHE Ha OCy IITala Kao ITo je npukaszaHo Ha Comnn 3.37.
IIpu yBujamy mrtamna, cBe M3BOJHMIE HA OMOTady IITala ce 3a0Kpehy 3a mcTu
yrao 71, JOK Tadke Ha KPYrOBHUMA, OCTajy U JaJbe Ha TUM KPYyTOBUMA. Y KOJIUKO
ce u3/1Boju jemaH Je>OPMUCAHY eJIEMEHTAPHHU JIe0 IIITalla, MOYXKe Ce 3alla3UTH J1a
1pu teopMaIUju IPaBOyTraoHa CTPaHa eJIEMEHTapPHOT Jies1a IIPeIa3u y pOMOOuI.
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Yuopehemem ose medopmaruje ca onom Ha Counn 3.32 re je mpuka3aHna je-
dopmanuja eseMeHTapHOr Jiejia IPU CMULAKY, BUIU Ce Ja je y HUTamy HCTa
BpcTa gedopmanmje. 3aTO Ce MOXKe 3aK/bYSIUTH Ja Ce IPH YBUjamby IINTala,
CJINYHO KA0 KOJI CMUIIaIba, I10jaBJbyjy TAHTEHIMjaTHI HAIOHU, KOjU JEJYjy Ha
YeTHPH CTpaHe eJIeMEeHTapHOr Jesa. Byayhu ja je y murampy eneMeHTapHU €0
Ha OMOTadJy IITalla, OBU HAIIOHU fie ce O3HAYUTHU Ca Ti.

N

=K
~+

a)

Cauxa 8.37: Hepopmayuje npu ysujary: a) nededopmucaru wman; 6) depopmucaru wman

Hedopmarnyje u HAIOHW TPU  YBHjaby
ce He II0jaBJbyjy C€aMO Ha OMOTAady IITalla,
Beh he ce mojaBuTH W KOJ eJEeMEHTAPHUX
JleJIoBa KOjU Cy YHyTap IITama. YKOJHKO Ce
HalpaBU I[ONPEYHN IpeceK Ha INTaIy U youe
ejleMeHTapHu siejioBu Ha npeceky (Ciuka 3.38)
Taza he TAHTEHIMjaJTHU HAIIOH y CBAKO] TAIKHU
mnpeceka OMTH y TMPaBIy KOjU je HOpMAaJaH Ha
JINHUjY KOja CIiaja MOMEHYTYy TadKy Ca IeHTPOM
nonpeunor npeceka O. Ha oBaj mHaunu mocraje
[IO3HATa OpHjeHTallfja HAIOHA Yy IPECeKy.
Hanon koju ce jaBba Ha ejleMEeHTAPHOM JIeJIy
A (koju je Ha oMorady mTana) je 71, JIOK he ce
pacrope]; UHTEH3UTETa HAIIOHA 10 HompednoM Cauka  3.38: Opujenmayuja
HPECEKY OJIPEIUTH y HACTABKY M3JIararba. Z’Z‘;::::iazzginy nanona - mna

Amnanmsa jioMa BpaTmIa U IPYTUX IITAIOBA
ontepeheHnx Ha yBHjame MOKa3yje Jia MOYeTaK
JIOMa, ¥ 0OJINKY IIyKOTHHE HAacTaje Ha OMOTady TeJia, J1a Ou ce OH/Ia OBa IIyKOTHHA,
npomupuia Kpo3 1eo mpecek mrana. majyhm y Buay excrepumMeHTasHe
nofarke, Tpeba ouekuBaTH Ja hie mpu yBujamy HajBehu HAIOH OUTH HA OMOTATY

mrramna, OJHOCHO JIa TAHTEHIjaJIHu HAoH Hehe Outu paBomepHO pacrnopebhen
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IO TMOMPEYHOM IPEeceKy, Kao INTO je TO ciaydaj Koia cMmumama. Ja 6m ce
OJIPE/TNO PACTIOPE]T TAHTEHITHjATHIX HAIOHA 0 TOBPIIAHU TOMPETHOT IMPeceKa
mocmarpahe ce m3Bomnuria AC ma omorady mrama un junuja BD koja je y
paBan Kojy nedwununty oca mrana n uzsognuna AC (Cawmka 3.39). JIunwmja
BD je mapasesna ca ocom mrrama u Ha pacrojamy p oi mwe. V3pomauma AC
he ce 3aokpenyTu 3a yrao 71, a Junuja BD 3a yrao 7. Tauke C u D he upu
nedopmaruju nrrana npehu y nmosmoxaj Ci u D; npu gemy he rauke O, C; u Dy

6UTH Ha MCTOM TPABITY. YKOJUKO ce myxume aykoa CC; u DD; u3paze mpeko
yTJIOBA 3aKpeTama 7y 1 -y J06uja ce:

Cauxa 3.39: [epopmavuje y ynympauwrbocmu umana

CCy=lm; DDy =17,
JIOK Y CIydajy Jia ce m3pase IPeKo yriia yBujaiba 6 6uhe:
CC, = RO; DD; = pé.
MsjennavaBameM 0BUX U3pasa je:
lvi =R6O; lv=pb.

Mebhycobuum sreermbeM oBa J[Ba M3pa3a U pelraBameM 10 7y 100uja ce:

1P
L 3.13
K R ( )

Kako je mpema XyKoBoM 3akoHy 3a cMunarse (3.12):
T T
Y= 5; "= o
zamenoM y (3.13) mobuja ce ja je TaHreHIUjaJIHU HAIOH:
71

Tl (3.14)

T =
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NMmajyhu y Bugy ma cy 7 1 R 3a JaTh IOIPEYHNU [IPpECeK KOHCTAHTHE BEJIMYUHE,
nm3pa3 (3.14) ykasdyje Ha TO Jja WHTEH3UTET TAHIEHIIMJaJHOI HAIOHA Y HEKO]
Ta4KU IIPeceKa JIMHeaPHO 3aBHCHU OJI P JIAKJe O YJAJbeHOCTH Te TadKe O 0Ce
mrrana. /lakse, HanoH Ha caMoOj OCH IITAIIA je jelHAK HYJIN, JOK je MaKCHMAJIHU
HAIIOH T Y TadkKama Koje cy Ha omorady mmrana. Ha Commm 3.40 je rpadudku
[IPUKA3aHO ¥ KOM OJIHOCY CTOje TAHTeHIWjaJHH HAIIOHH y TadykKaMma Koje Cy Ha
jEJTHOM TMPEYHHUKY. Y HACTaBKy lie ce OJIPeJUTH KOJIMKU je WHTEH3UTET MaKCHU-
MaJTHOI' HAIIOHA, Tj .

Ilocmarpahe ce monpevunu mpecek yBuUjeHOT
mrana Koju je mpukasan na Coumm 3.41. Beh je
HAIIOMEHYTO Jia je y TadKaMa Koje Cy Ha MCTOM
pacrojamy OJI Oce IITalla UCTH WHTEH3UTET TaH-
reHIujajHux Harona. Yodwnhe ce 3aT0 jejaH mpc-
TEHACTH eJIEMEHTAPHU [0 IITalla, KOjU je IMOJIy-
[IpEYHUKA p, a jebibuHe dp. Y CBaKOj TadyKu Te
TaHKE IPCTEHACTe IIOBPIIIHE je UCTU HAIOH T.
EnemenTtaphe cuie, Koje esyjy Ha TOM IIPCTEHY,
6uhe pacropelheny y npaBily TAHT€HTE U IIPU TOME
he (Bumern npumep gat va Courm 2.14 y omesbky
2.4) zajeanakn GOPMUPATH €JIEMEHTAPHU CIIPEr
Cauxa 3.40: Pacnoped manona d9N. VIHTensurer oBor cmpera he ce oxpeauTn

no NOMPEHHOM Npecery wmana MHOZKEIhEeM TaHFeHHI/Ija.HHOF HaIlOHa Ca IIOBPIIN-
npu yeujarey

HOM IIPCTEHACTe IOBPIIMHE U IOJIYIPEIHUKOM p
ma je:

dM = 7 pdA.

Kopucrehn nspas (3.14) kao n unmenuity ja
je dA = 27mpdp nobuja ce:

2nTp3dp
—a

OBO je UHTEH3UTET CIIpera Koju Jesyje Ha jeTHy
eJIEeMeHTapHY IIOBPIIMHY. YKymaH cuper I,
KOjU Jejyje Ha YATaBOj MOBPIIMHU IIOMPETHOT
mpeceka, a KOjU je je/IHaK MOMEHTY yBUjarba
M, y marom mpeceky, jo0uja ce MHTErPAIjoM
€JIEMEHTapHOr CIIpera II0 KOODJMHATHU p Koja je
y rpanunama o 0 g0 R, na je:

am = (3.15)

R 2 3
TTp°d
M, =M :/ & Cruxa 3.41: Odpehusarve cnpeza
0 R ENEMEHMAPHUT CUNA
Kako cy 7 1 R KoHCTaHTHE Koje ce MOy u3Byhu
WCIpeJ] HHTerpasa, Kao U YKOJIUKO ce jJeduHHIIe T0ceOHA BeJUINHA!

4 R

R R 4
R
Iy = / 27rp3dp = 271'/ p?’dp =27 P ULl
0 0 4

2 )

0



3.7 YBujame 75

KOja ce Ha3uBa MOoAAPHU MOMEHM UHepyuje, OHJIa ce MOKe HaINCaTH J1a je:

Tmax = 71 = —R. (316)

3amenom osor m3pasa y uspa3s (3.14) m oxrosapajyhum ckpahemewm, caia je
HaIoH y OUJIO KOjOj TAYKM JIaT ca:

M,

fp. (3.17)

T =
Ilostapan MOMeHT wWHepIHje je y TEeXHHUIM IIOrOJHUje H3parKaBaTU IPEKO
MPEYHUKA IITANa KOJU CE€ MOYKE JIMPEKTHO U3MEPUTH, HETO IIPEKO TOJTYIPEIHUKA.
Tako, moylapHu MOMEHT WHEpIUje 3a KPYKHU IMONPEYHU IIPECeK MPEeIHUKA d
WU3HOCH:
wd*
32
VY caydajy IpCTEHACTOr ITOIPEYHOr IIPECeKa, Ca CIOJbAIlbUM IpeIHuKOM D u
VHyTpaIbuM d, ToJIapHA MOMEHT UHEpIje je:

I = (3.18)

xD* 7wd* T
n=— — — = — D4 —d* . 1
0= 33 ~ 3 32 ) (3.19)

Oapebusarse yrna ysujatba

ITocmarpalie ce mran koju je npukazan va Comnm 3.36. [ltamn je KoncTanTHOD
[IOIIPEYHOr IIpeceka U Ha CJIOOOJHOM Kpajy je omrepehen crperom 360r [era
jé MOMEHT yBHjarba y CBAKOM IIPECEKY WCTH. 3a JyKuHy Jyka BB; mMoxke ce
HAIICATH Ja je:

BBl = l’yl = RG,
OJIaKJIE je:

Iy
=" 2
I (3.20)

Bamenom u3pasa (3.16) 3a nanon 71 y XyKoB 3aKoH 3a cmuname (3.12) je:

1 M,R
= —= = . 21
71 Il 1,G (3.21)
Samenom (3.21) y (3.20) mobuja ce ma je yrao ypujama:
Ml
b= —+ 3.22
al, (3:22)

NMmajyhu y Bumy yciioBe moji KojuMma je OBaj o0pasall M3BENEH, OH Ce MOXKe
KODUCTHUTH 32 IITAIIOBE KOHCTAHTHOI IIOIIPEYHOT IIPECEKa KOJI KOJUX je ¥ CBAKOM
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[IPECEKY HMCTa BPEJHOCT MOMEHTA yBHjarba. ¥ KOJUKO KOJI HEKOD IIITala TO HUje
cJIydaj, OHJIa IITal Tpeba HOJEeJIUTH Ha BHIIE JIeJI0Ba, TAKO Ja je CBaKH OJl TUX
JIeJI0Ba KOHCTAHTHOT MOMPETHOT MpeceKa u onTepehen KOHCTAHTHIM MOMEHTOM
yBujama. Tama, Ha cBaKW O JIesIoBa MmTama Tpeba mpumeHnTr obpasar (3.22) u
Ha Taj HAYWH 33 CBAKU O/ IbUX OJIPEJIUTH HocebaH yrao yBujama. YTao yBUjamba,
[IeJIOT IIITala ce JI00Hja cabuparmeM CBUX MOje/IMHAYHUX YIJIOBA YBUjarba.

Mpumep 3.11 Illman npuxasar wa cauyy je
xpajem A mpuuspwhern 3a 3ud u onmepehen
Ca MPU  AKMUBHA CNPe2a  UHMEH3UMEMG
ml = m, 9)12 = 39ﬁu9ﬁ3 = 29
IIman je cmenenacmoz nonpeunoz npecexa,
y npeom deay je npewnurxa /2d, a y dpyzom
npevwnuka d. Odpedumu MaKcuMarsHy Hanow y
WIMANY U Yye2ao ysujarsa. 3a0amar pewumu 3a
onwme 6pedHoCcm, @ 34MUM U 34 KOHKDEMHE
xoje usnoce: M = 0.6 Nm, d = 2 cm,
I = 2 cm, mamepujan je eyma G = 3 M Pa.

» VY TexHUIM je 300T jeHOCTABHOCTH 3HATHO
derihe Kopuiheme CHEUjaJIHIX OPTOTOHAJIHUX,
HEero IPOCTOPHUX IIPUKa3a Kao O0Baj KOju je
JaT Ha OCHOBHO] CJIUIIA. 3aro ce u upu
nebuHuCay 3aj/laTaka 3HATHO dverrhe KopucTu
Jpyraduju IpHUKa3, IPU YeMY je IITall IPUKA3aH
Yy OPTOrOHAJIHOM IIOIJIE/LY, JOK Ce CIIDErOBH, Jia Ou
ce CTaBUJIO JI0 3HAIa Jia CY UM PaBHH HOPMAJIHE
Ha OCy IITala, IMPTajy Y KOCOj IIPOjeKITH]jH.

IIpu pemraBamy 3aaTKa IPBO Ce MPUCTYIIA YKIAHAIY Be3e U YBODemy peak-
nuje Be3e, mro je cuper o3uaden ca My. IIpu Tome je moromHo mpTaT BeKTOpPE
CIIPETroBa, a HEe caMe CIIPerope. 3a JIATH CHCTEM CIIPEroBa, YUju Cy BEKTOPU y
jeJIHOM IIpaBILy, MOYKe Ce HAIIMCATHU CaMO jeJIHa je/IHaYNHa PABHOTEXKE U TO CYyMa
BEKTOpAa CIIPEroBa y MpaBILy OCe IITala X Ha OCHOBY Koje je:

ZMl' =My + M + My — N3 =0.
Ha ocnoBy oBe jeanaunne peakiuja Bese je:
Mg =My + N — N3 = N+ 30T — 2901 = 2901,

Hakon onpebhuBama peakiuje Bese, npucTymnuhe ce Iojein mITana Ha BUIIE
JIeJIOBA, TAKO Jia je 3a/I0BOJBEHO Ja je CBaKM OJ] THUX JIEJIOBa KOHCTAHTHOI IIO-
MPEYHOr Mpeceka U onrepelieH KOHCTAHTHUM MOMEHTOM yBHjamba. Vmajyhu y
BUJy Jia € MOMEHT yBHjalba MeIba y IPecelnMa y KOjUMa JIeJIyje CIIPET, OHJIa
oBaj mTan Tpeda nmomenmtu na tpu gena u o AB; BC u CD. Momentn yBujama
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Yy OBUM JeJIOBUMa IITala Cy:

My =9Ma = 29M;
Myz =My — My = N
Mys = DMy — My — My = —200.

MowmenT yBujama y Tpehem festy mrana je HeraTHBaH M UMa CYHPOTAH CMep O/
YLPTAHOL.

A O B @ c @b
RaA8 Y S LTI LT B

A
mA — Mul

1

A B

My My |M,,
AL ;
2

A B c

SIRA S ml — EIRZ M"3
3

Hamnon y ¢—rTowm ey mrana y Tadku Koja je Ha pacTojamy p Ol Oce INTala
ce oapehyje Ha OCHOBY dopmyJie:

o M
S w
Io;

KaKO Tpe6a OﬂpeﬂHTH MaKCHUMaJIHU HallOH, a OH he 3a CBaKH Jieo HITalla 6I/ITI/I y

TadyKaMa Ha OMOTady, OHJIa he ce IPBO OAPEINTH YAATBEHOCT Pmax ; THX TadakKa
0J1 oce IITana. ¥ OBOM IIpUMEDY je:

T wd* wd*
It = o=(V2d)* = —;  Iopo=1Io3 = —=;
01 32(\[) g lo2=loz= =55
V2
Pmax1 = 7d7 Pmax2 = Pmax3 — =

2 2’
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IIa Cy HallOHU y Ta4YKaMa Ha OMOTa4dy IITalla:

M 82
Tmax1 = Hpmaxl = 7Td3 ;
Tmax2 = @pmaXZ = 16%7

IOQ ’/Td5
Tmax3 = %pmax?) = _@~

.[03 7'l'd3

VopehemeM arcoayTHIX BPETHOCTH OBUX HAIOHA JIOJIA3H Ce JI0 3aKJbYUKa J1a
je MakcuMaJ iy HaroH y Tpehem meny mrana.

IIpu ompehuBamwy yria yBujama 1esor
mrrarna ToTpebHO je OMeT MITal MOASIUTHA Ha
TpU JieJia, Ta Ce YIVIOBU yBUjalba, CBAKOT O
THX JIeJIOBa IITarna J001ja Kao:

0, — Ml _ 3291
Gl Grd*’

0, = Myslo _ 641 |
GIOQ GTl'd4’

0y — Mysls _ _649)21
G103 Gnd* '

3aMeHOM 3a/]aTUX KOHKPETHUX IOJIaTaKa je:

Tmax1 = 0.2TM Pa;  Tmaxe = 0.38M Pa;  Tymax3 = 0.76 M Pa;
01 = 0.255rad = 14,6°; 65 = 0,509rad = 29, 2°; 65 = —0.509rad = —29, 2°.

Ha ocnoBy yryiosa yBujama 3akspydyje ce ma he ce npecek B 06payTH 32 yrao
01, mok he ce mpecek C y omnocy na B obpuyTn 3a yrao #3. Mehytum, xako je
JIONLIO JI0 obprama npeceka B, onya he ykynan yrao obprama npeceka C mim
yrao obprama mnpeceka C y OJIHOCY Ha HEIOKDETHHU Tpecek A Gurn:

96t
Ocja =01 +0; = 57 = 0.764rad = 43,8°.
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Kpajmu npecek D Tie ce y omgmocy na mpecek C obpryTn 3a yrao 3, a 360r
obprama mpeceka C ykyman yrao obprama mpeceka D y omHocy Ha mpecek A,
IIITO je W YKYIIaH yTao YBHUjama IMITala U3HOCH

320
Gmd3
IIpu yBujamy mramna gohu he u 70 3aKkpeTarma U3BOJIHATIA HA OMOTAYY IITAIA. 3,
KOHKDETHE I0JIATKE je Ha CJIUIU IPUKA3aH U3IVIE]] jeIHe U3BOJHUIE Ha Jedop-
mucaHoM mrairy. /la 6u oBu yryioBu Omjid jaCHO yOU/bUBHU U3a0PaH je MpuUMep
y KoMe cy nedopMaligje H3y3eTHO BEJIHKE, IITO OACTYIIA OJ XUIIOTe3€e O MaJIIM
nedopmarmjama. 360T Tora ce J00MjeHa PEIIeha MOPajy CMaTPaTH MPUOIIIAK-
unM. Kop crBapamx KOHCTpyKImja cy gedopmalyje MHOTO Mame, IITO He Ou
OUJI0 TTOTOTHO 33 TPaUIKU MIPUKaA3. <«

Opja =0c/a+0s=01+02+03= = 0.255rad = 14, 6°.

MpopayyH wWTanoBa N3N0XXeHUX yBUjarby

Koz mramoBa koju ce yBujajy ce IUMEH3NOHUCAIHE TOIIPETHOT IIPECEKa BPIITH
IpeMa KpurepujyMmy 4uspcrolie, a y HOjeMHIM CJIydajeBUMa U IPeMa KPUTEPH-
JYMy KpyTOCTH.

YKOJIUKO ce IPOpadyH BPINU IIpeMa KPUTEPUjyMy UBpcTohe, Ta1a MaKCUMAJI-
HU HAIIOH y INTaIy He cMe 6utu Behn 0/ I03BOJHEHOI TAHIEHIMjAJHOT HAIIOHA,
KOjH 3aBUCH O] MaTepujasa o Kojer mTall Tpeba U3paJuTH, 1a je:

Tmax < Td-

Kako ce makcumaany HaIIOH padyHa Ha OCHOBY:

M,

Tmax = T Pmax>
0

OHJa TP JUMEH3UOHUCAY HITalla MOPa ouTu 3a10BOJbCHO

M,
Pmax S Td- (323)
Iy
Ha npumep, y cirydajy mramia KOHCTAHTHOD KPYZKHOT TIOIIPEYHOT IIPECEKa ped-
HUKa d KOjU je Ha KpajeBUMa onrepelieH criperoBuMa CympoTHOI CMepa, & UCTOT
naTeH3uTera M je:

md* d
M, =9 Iy= 5; Pmax = 5
Tasa je Ha ocHOBY m3pasa (3.23):
169
W < 74,

OJ[aKJi€ IIPEYHUK IITalla MOPpa 3a/0BO/bUTU YCJIOB:

d> ¢ @
TTq
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ITonekas ce, T0CeOHO aKO Cy Yy HUTARY BPJIO JAyradKa, & TaHKa BPATUJIA, BPIITH
JNIMMEH3NOHUCAbe Ha OCHOBY KPUTEPHjyMa KPYTOCTH, TpeMa KOM Ce 3aXTeBa Ja
yrao yBujamba mrama He Oyme Behm oj m3BecHe 3aJaTe T03BOJbEHE BPEIHOCTH,
ma je:

0 <0y.

Kako ce yrao ysujama oapelyje Ha ocHoBy (3.22), onja je:

Ia ce caja MOKEe U3BPIIATH JINMEH3WOHUCAIbE. YKOJHUKO je IITal KPYKHOT
[IONIPEYHOr TIpeceKa IpedyHuka d u JyKuHe | u ako je omnrepeheH y cBakom
IIpeceKy MCTUM MOMEHTOM yBujama I, Taja je:

B2l _
Grdt =%

a OZIaBJie je TPaKeHH IIPEYHUK:

d>a 3297([.
- Gmly

YKOJIMKO Ce JUMEH3NOHUCAIbEe BPIIN HA OCHOBY 00a KPHTEpHjyMa, Taja ce Kao
MEepO/IaBaH IPEYHUK MOPa YCBOJUTH OHAj KOju je Behu.

Mpumep 3.12 Vnopedumu ympowar mamepujana, MakcuMGAHY HANOH U Y2ao
yeujarea 3a 06a WMana, NPUKA3aHA Ha CAUUL, KOJa CY ucme Jysxicune, Hanpas-
smena 00 ucmoz mamepujasa u onmepehena ucmum cnpezom M. Ipeu wman
(cauka a)) je wpyotcrnoz nonpeunoz npecexa npewnuka d, dok je opyeu (cauxa
6)) npcmenacmoz nonpeunoz npecexa, YHYMpPawrbez npewHuka d, a cnosbauLrbes

D =2d.

» Illram KpyKHOr MONIpEYHOr Ipeceka he ce
o3HaunTH ca 1, a mpcreHacror ca 2. IloBprmne
MIOIIPEYHUX IIpeceKa OBa JBa IITana Cy:

2
s wd
Alzi‘ Ang[\/id27d2:|=7
4’ 4 ( ) 4
Jly>KvHa ¥ TOBPIIMHA IOIPEYHOr IIPECEKa OBa JIBA
mTana cy UCTe, Ha je UCTa W KOJIUMINHA MaTepHjajia
YTPOIIIEHA 32 BUXOBY H3Pa/Ly.
ITonapun MOMEHTH MHEpIHje OBUX IITAIIOBA CY:
4 4
wd T wd
Ioo= " Iop = o5 [(V2a)t - df] =350,
32 32 32
JIOK yIa/beHOCT OJf Oce IITala, Tadaka Koje Cy
HajyJaJ/beHnje OJf Fbe N3HOCHU:

v

Pmax1 = 5; Pmax2 = 9
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MaxcuMaJiHi HAIIOHU Ccy:

My, 169 My V2 169
Tmax1l = 7 Pmax1l = 7 Tmax?2 — 7 Pmax2 — 5 3
LT Ty Pt T s 2T T Pmex2 T Ty s

JIOK Cy YIVIOBH yBHUjamba:
Ml 329 Ml 1329
T Glny  Grd® 7?7 Gly  3Grd*
Mako je yrpomax Marepujaja 3a OBa JBa INTAlld HCTH, IEBACTU IITAIl

(mpcTenacTor MOMpEeYHor Ipeceka) nMa 60Jbe KApaKTEpUCTUKe, TaKO Ja je KO
Ihera MaKCHMaJIHU HalloH 47% o1 MaKCUMAJIHOT HAIIOHA y IIPBOM INTAILy, I0OK My

01

je yrao yBujama TPH IIyTa Mambd. 300I OBUX CBOjCTaBa U IOPE TOra IITO ra je
TerKe HAIIPDABUTH, IIEBACTH IITAIl je Y NMPEJHOCTH y CUTyalyjaMa IJe ce TPayKh
VIITeJa y TEXKUHU, Ha TPUMeDP KOJ, aBUOHA. <«

MpumeHa Teopuje yBujarba Ha potupajyha Bpatuna

Testa K0ja ce mpoyvyaBajy y OTIIOPHOCTH MaTepHUjasia ce, UCTO KAO U y CTATHUIIH,
Hajla3e y paBHOTexH, Jakje He kpehy ce. Tako ce m npmimkoMm u3Bobhema
U3pasza KOju e OJHOCE Ha YBUjEH INTAIll, TOILIO O IPeTIOCTaBKe Jia je TeJo y
paBHOTexkU. MehyTum, mranoBu Koju ¢y y IpakKTUIHUM [TpUMepuMa onrepehenun
Ha yBUjalbe U KOjU Cce Ha3UBajy Bparuja, oOphy ce oko cBoje oce, ma OUUTIIEHO
HUCY Yy CTakby MHDOBama. 3aTO Ce OMPABJIAHO MOXKE IMOCTABUTHU IUTAKE A
JII ce pa3MaTpaHa TeopHja yBUjalba YOIIITE M MOXKE IPUMEHUTH Yy TaKBUM
ciaydajesuMa? Jla 6u ce 0oJroBOpPHJIO Ha TO NUTae MMOTPEOHO je MO3HABATH
U3BECHE eJIeMEHTe JIMHAMHKe oOpTama Tejla OKo oce. Hamwme, BpaTtmiio Koje
ce obphe m Koje je M3JI0KEHO JIejCTBY crperosa, yop3asBahe mim ycrmopaBaTu
y 3aBHCHOCTHU O] TOra KOI' je 3HaKa pe3y/JTaHTa (aarebapcku 30Mp) HOMEHYTHX
CIPeroBa. YKOJHUKO je Taj 30up jeqHak Hyau Bparmio Hehe memaru Op3uny
KojoMm ce obphe, makie obprahe ce koHCcTaHTHOM yraonoMm Op3mHOM. IIpema
TOME, aKO Ce BPaTHjIo oOphe KOHCTAHTHOM yTraoHOM Op3mHOM Moryhe je mpume-
HUTH TE€OPU]y YBHjamba, KOja je U3BeJIeHa 3a TeJo Koje je y paBHoTexu. Ojcry-
mama hie outn y ciaydajeBuMa OpP30XOJHUX BpPaTU/a, Kaja 0 U3parkaja JgoJia3e
U 3allpeMUHCKe CHJIe KOje HacTajy 300r ooprama, a 0 KojuMma 300r obmMa OBOT
Kypca mehe Outu pedn.

Mpumep 3.13 Bpamu.ao xoje je npuxadano na cauyu, obphe ce KonCmanmHom
YeaoHoM Op3unom. 3a 1weaa cy npuuspwhene mpu pemenuue u mo A Kxojy
nokpehe momop u pemenuue B u C xoje noxpehy padne mawune. Pemenuue
A u B cy onmepehene cnpezosuma:

M = 310Nm; My = 205Nm.

Hsepwumu dumensuonucare spamuia, xopucmehu xpumepujym wepemohe, y-
KOAUKO je 00360beHU HANOH “eAuka 00 Kojez mpeba u3padumu 8pamuao Ty =
T0M Pa. IIpu mome 3anemapumu 2ybumxe Ha AeHCajesuMa, Koju 3602 ynpoui-
hasarea cruye HUCY HU NPUKA3AHU.
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» Bparuno ce obphe koncTanT-
HOM YTaoHOM Op3WHOM, Ma je He-

mpeceka jeira AB je:

pemenuye Koje nozone
gﬁz paoue mawune

OIIXOJIHO Jia Cy CBa TPH CIpera y
paBHoTexxu. Ha ocHOBY oBOr ycisioBa
je J1aKO 3aK/by4YHTH Jia CIper Ha
pemenurn C uMa BPeTHOCT:

\c My = Ny — My = 105Nm.

MowmenT yBujama y geny mrana AB
je My = 9 = 310Nm, mox y
neny BC wmsnocu My = 9y —
My = 105 Nm. [Ipeunux mompedHor

1ok 3a neo BC uznocu:

3apgaun

. . . 103
dy > \3/ 16M1 = \3/ 16-310- 10 mm = 28.3mm,
Ty 770

. . 3
do > ¢ 160y = \3/ 16-105- 10 mm = 19.7mm.
Ty 770

3.19 Ilran npoMeH/BUBOT KPY?KHOT U IIPCTEHACTOT

IIOIIPETHOT

rpeceka

M

je

===

H3d

v

3 N

cBOjUM  KpajeM A oM %
NpuUYBpIINeH 3a KPYTH 3WJ U U3JI0XKEH JIejCTBY A

criperoBa wuHTeH3uTeTa, 29T w I Onpemurn A ._._._ (_ J2dl-- _di_._._
MaKCUMAaJIHA HAMOH y INTAIy U Yrao YBUjamba.

Moy knmu3ama MaTepujaia mrana je G. i L N/ N

3.20 Iramr  ©POMEHJ/BUBOI  IIPCTEHACTOT
MOTIPEYHOr Tpeceka je CBOjUM Kpajem A
npuyBpiheH 3a KPyTH 3UJ U U3JIOXKEH JIejCTBY
cuperoBa uHTeH3uTeTa 290 uw M.  Ogpenuru
MaKCHUMAaJIHU HAIIOH y INTAIly U Yyrao yBHjamba.
Moy kim3ama Marepujaja mrama je G.
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3.21 Iram  ©pPOMEHJ/BUBOI  KPY2KHOT

IIOIIPEYHOr IIPeceKka Ipednuka d; = 32mm
do = 20mm je cBojuM KpajeM A
npuyBpiiher 3a KPYTH 3HI. ran je
WU3JI0KEH JIEjCTBY CIIpEroBa HMHTEH3UTETa A M E)LT’IZ
M = 100 Nm u MM, = 60 Nm. d

M = B I i
Korupane nyxwne cy: i = 200mm, X \
lo = 500mm, I3 = 250mm. Opgppenuru I, A A

MaKCHMAQJIHM HAIlOH Yy INTally H yrao
yBujama. [llran je ox wenuka uuju je Moy
kmmzama G = 7.5 x 1010 N/m2.

3.22 IMlram je ceojum Kpajem A mnpuuspuihieHn
38 KpyTH 3HUJ U W3JIOXKEH JIeJCTBY CIPEroBa

. %1 M,  unremsurera NM; = 80 Nmu My = 110 Nm.
_____ IIran je mpobymieH Tako Ja je OTBOP IpPEYHHKA
..‘.'..‘.1.1 """" dzda At 4 d = 25 mm. dumensnonucaru mrail (OApeIuT

/ / criospantbe npednnke di u dz) ako je M03BOJbEHH
1 |2 HAIlOH MaTepujaja mrana oq = 100 N/mm?.

3.23 Ilran on weuka (G = 7.5 x 1010 N/m?)

nyxKuHe | = 1m, upuusprilien je cBojuMm

KpajeM A 3a KpyTH 3UJ U U3JIOXKEH JI€jCTBY CIIpera

unrensurera M = 8 Nm.  Coomammn A 9/3
npedynuk mrana je di = 36 mm. Ompemutu  Zo...

YHYTPAIILY HPEUHHUK IITAIA dy YKOIUKO je YCIoB - S =dy-====o=: _d21_ -t-
Jla MaKCHMAaJIHA yrao yBHjama INTala He mpebe - A
spenuoct 0, = 0,5°. Kosuku 6u tpebao ma Oyue [

peYHUK dp y CIydajy Jia je MHTEH3UTET CIIpera
M = 110 Nm?

3.8 Casunjame — gedbuHMLMja N OCHOBHMX NOjMOBN

Iram je ontepehen Ha caBujame YKOJIUKO je U3JIOXKEH JI€jCTBY CUJIA U CIIPe-
roBa KOjU ce Hajla3e y jeJHOj paBHU Koja caJpxku ocy mramna. I[Ilpm Ttome he
ce pa3MaTpaTd CcaMO CJIy4YajeBH KOJI KOjUX je IIpaBall CHje HOpMaJiaH Ha OCy
mrara, Kao mTo je To npukaszano #a Ciumm 3.42 a). ObakBo caBmjambe ce
HA3WBa U CaBUjahe CUJIaMa, 0K Ce y CJIy4ajy Jia je mrall onrepeheH NCKIbY 9uBO
CIIDEroBUMa TaJla PaJU O YHCTOM CABUjaIbY.

YKomKo ce Ha InTaiy Hanpasu 3amuinbenu npecek A (Cumka 3.42), mrran
he ce muMe nosienTH Ha JesioBe 1 u 2, a Ha IpeceKy he ce ojaBuTu pacuopehemne
yHyTpanbe cuie. Ilocmarpahe ce paBHOTeXkKa Jiesia mTala Koju je O3Ha4YEeH ca
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1. Ymecro pacnopehenux cuia Ha IIpeceKy, yBelilie ce IJIaBHU BEKTOD U IVIABHU
MOMEHT, KOjU UMa]y eKBUBAJIEHTHO MEXaHUYKO JI€jCTBO Kao U pacropehene cuie.
I'maBHE BEKTOp M IVIABHH MOMEHT IIDEJICTaBJ/bajy Mepy olrepeherma MOIpeYHOr
Ipeceka M HA3WBajy Ce TPAHCBep3aJHa CUJa ¥ MOMEHT caBhjama. byayhu ma
Cy OBe JIBe BeJIMUuHE y paBHOTeXH ca onrepehemnma Koja menyjy Ha sesn (1)
JIe0 TITalla, OHJIA Ce OHe Ha OCHOBY IO3HATHX CIIOJhAIIBUX olTepeherma MOry u
n3padyHaTu. VIcTo pasMaTparse ce MOKe IPUMEHHUTH U 32 JecHu (2) jieo mrara.

MowmenT caBujama ce padyHa Ha
OCHOBY:

M,=Y M} nm M,=>» M,

e cy M} ommocno ME momentn cB-
UX CUJIa U CIPEroBa KOJH Cy Ca JIEBE,
OJTHOCHO JIeCHE CTPaHe MIPEeCceKa, Y OJl-
Hocy Ha cam npecek. [Ipu Tome he ce
KOPHCTUATH KOHBEHIIH]a O TPEI3HAKY
MOMEHTa IIpeMa KOjoj je MOMEHT CH-
JIe UJIH CIIPETa ca JIeBe CTPaHe Ipece-
Ka [TO3UTHBAH YKOJIMKO je CMep MO-
MEHTa UCTU Ka0 CMep KpeTama Ka-
3aJbKe Ha caTy, JIOK je ca JleCHe CTpa-
He MpeceKa MOMEHT CYTPOTHOT CMe-
pa TMO3UTHBAH.

Cauxa 3.42: IIman onmepehen wa casujaroe:
a) wman xao yeauna; 6) pasnomesica deaa 1

3a TpaHCBep3aJIHE CUJIEe BayKU:

Fr = ZFJ wwm  Fr = ZFZ‘d,

IIITO 3HAYH Ja Tpeba cabpaTu cuiie Koje Cy ca JieBe WU Ca JeCHE CTPaHe MPEeCceKa.
IIpema xoHBeHIHjK O TIpE/BHAKY CUJIe, OHA he y m3pa3 3a TPAHCBEP3AJIHY CHILY
yhu Kao Mo3uTUBHA YKOJUKO je ca JieBe CTpaHe IIpeceKka yCMepeHa IIpeMa rope,
a ca JlecHe CTpaHe IIpeceKa IpeMa JioJe.

IIpu caBujamy mosasu 10 gedop-
nunuje Koje Malgje TakKo INTO Oca IITana, Koja
ce cipahyy je y HejilepOpMUCAHOM CTaiby IIpaBa,

npeJia3u y KpuBy Jinaujy. [Ipu Tome
he, ykosmmko ce mocMmaTpajy JuHUjE
Ha IITaIly, KOje Cy IapaJlejiHe ca O-

com mrana (Cimka 3.43), mohu 70
’Z,Z’j%"tbﬁq')‘ﬂmw IPOMEHE bUXOBUX JTyKUHA. ¥ IIPHU-
Ka3aHOM cJiydajy he ce JimHHje Koje

Junuje Koje
ce uz0yxHcyjy

cy bJIMKe TOPIEM JIEJTY TIITala CKpa-
Cauka 8.43: Jlunuje napaneare ca ocom wmana  TUTUA U Yy TadkaMa Ha TUM JH/IHI/IjaMa
Meragy ceofy dyorcuny he maron 6utu NpuUTHCHU, JTOK hie ce
JINHUje Y JIOIEeM JIely HITalla H3/LyKUTH, I1a he y Tauykama Ha THM JIXHHjaMa
HarnoH 6utn 3are3nu. [locrojahie u nuHEje Koje Hehe TPOMEHUTH CBOjY JyKUHY,
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ma Tadke Ha muMa Helie 6utn Hu omrepehene. One he Gutn y jeaHOj mMOBpIH
Koja ce HazmBa neympasna nospwuna (Ciauka 3.44). Pasan y Kojoj ce Haaze
cuJie U CIIPEroBH ce Ha3uBa pasan onmepehersa. Jlunuja koja ce mobuja mpecekom
pasuu ontepehema 1 HeyTpaJsIHe HOBPIIK HA3UBa ce heympaana auruja. IIpecex
ITOCMATPAHOT ITOIIPETHOT IIPeceKa Ca HeyTPAIHOM IOBPIINHOM je HEeyTPAJIHA Oca.
IIpu npoyuaBamy caBujara Kopuctuhe ce JlekapToB KOODAMHATHU CUCTEM, IIPU
geMy he oca z OHTH y HpaBlly HEyTpaJHe JIMHHje, 0Ca & y HPAaBIy HEYTPAJIHE
oce, 1ok he oca y 6utn y paBHu onrepeliema.

pasan onmepelier»a

Heympaina ocd

Heympanua
nospuuHa

nonpevlu npecexk

Cauka 8.44: Ocro8HU 2e0MEMPUICKU NOJMOBU

Pacnopep, HopManHux HanoHa No NoONpe4yHoM
npeceky wwitana npu caBujarby

IIpu npoyvaBamy j1oMOBa, 710 KOjUX JI0JIA3U IIPU CaBUjaIby y PEAJHUM YCJIO-
BUMa, MOXKE C€ YOUMUTH JIa JIO IOYeTHE IIyKOTHHE Hajdenine J10Ja3u Ha IOPHOj
WIN JIOFb0j HOBPIIUHE IITAla U JIa Ce 3aTUM Ta IYKOTHHA IMPOIIUPYje Ha Ie0
monpednn mpecek. OBaKBU pe3ysiTaTy yKa3yjy Ha TO Ja Tpeba OUeKUBATH JIa je
U HAIlOH HajBehW Ha TUM MeCTHMa, OJHOCHO Ja OH HUje PABHOMEPHO pacrnopehen
II0 HIOIIPEYHOM IIPECEKY.

Ha 6u ce ogpeanso kako cy pacropeheHrn HOPMAJIHI HAIOHU IO TOIPETHOM
mpeceky, nocmaTrpahe ce eJleMeHTapHHU JIe0 IITAlla U3/IBOjeH U3 HeaedOPMUCAHOT
u nedopmucanor mrana (Cinka 3.45). Ilpu casujamy mrana hie ce dbopmuparn
HEyTpaJiHa JINHUja U TaJ@ Ce€ CBAKO] TAYKM Te KPUBE JIMHUje MOXKE IPHUIIHCATH
BEJIMUMHA KOja Ce HA3WBa MOJyNIPEeIHUK KpuBuHE p. CBaKM eJIeMEHTapHU JIE0 Te
JINHUje ce MOXKe IPEeJICTABUTH KA0 KPYXKHU JIYK BPJIO MaJle Jy2KUHE, & IIPU TOMe
je paJaujyc TOr JiyKa YIpPaBO IOJYIPEYHUK KPHUBHHE, JIOK je IeHTap KJIMBUHE
osnaueH ca Cy. Ha HemedopmucanoM esrleMeHTapHOM JiesTy miTana he ce youurn
tauke A n B, koje npunajajy mmHuju Koja hie npu jgedopManmju mocraTu Hey-
TpaJiHa JimHuja. Youwnhe ce u tauke C u D Koje cy Ha JIMHUjU TAPAJIEIHO] Ca
JUHUjOM KOjy necdununty tauke A u B u Ha pacrojamy y. Pacrojame uzmely
ragaka A u B omgnocao C u D usnocn dz. Ilpu gedopmanuju ereMeHTAPHOT
Jlena, OBe TadKe IMpejia3e y HOBe TOJIoXKaje Koju cy o3Hadenu ca Aj, By, C;
n D;. 36or xumorese o pasuuM npecenuma (Bugern u Couky 3.11) tauke
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Ha GOYHUM CTpaHAMA €JIEMEHTAPHOT Jejia HeJeOPMUCAHOT ITara fie 1 HAaKOH
nedopMalije OCTaTH y PaBHUMA KOje Cy HOpMaJiHe Ha HeyTpaJsHy JuHujy. Tpa-
TOBU OBHUX PaBHHU Ce CeKy y IeHTpy kpusune Cy, Ha PACTOjamby p OJ HEyTPAJTHE
auanje, a yrao u3Mmehy mux he ce osmaduru ca dfl. 3agaTak je Ja ce ompesn
KoJIIKO he ce mipu caBujamy usmyxutu gy CD.

Cauxa 3.45: Hedpopmayuje npu casujarvy: a) nedegopmucaru wman; 6) degpopmucany wman

Monynpeuynuk kpusune jgyka A1B; je p, na je mwerosa myKuHa:
A1B, = pdd.

Tauke A1 u By cy Ha HeyTpaanoj muHUju rje Hema medopMarmja, na je ayKuHa
sayka A1B; ucra kao mro je n pacrojame uamely rasaka A u B, a camum Tum
u m3mehy tagaka C u D. IIpema Tome je:

CD = pdf. (3.24)
JIyk C1D1, xoju uma pajujyc p + y, uMa JIyKUHY:
CiD; = (p+y)db. (3.25)
Nmajyhin y sugy (3.24) n (3.25), uzmyxeme ayxu CD je:

ACD = C,D; — CD = (p + y)df — pdf = yd. (3.26)
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Vanyxkua quiaaranyja (Bugern uspas (3.6)) ayxu CD je:

ACD
CD’

a ce 3ameHoM (3.26) u (3.24) y osaj u3pas u ckpahusameM ca df obuja:

Heympanna
JUHUja

)

i

i
PAasan nonpeuroz
npeceka

wman max

Cauxa 3.46: Pacnoped Hopmasnux
HATONA O MONPEYHOM MPECEKY

y
=", 3.27
p (3.27)

Kopucrelin Xykos 3akon (3.7), Ha OCHOBY Kora
je:

e
=%
u 3ameHoM y (3.27) je KoHadHO:
E
o=—y. (3.28)
p

Kako je E ¢dusmuka KOHCTaHTa Marepujajia
O KOTa je INTall HAIPABJHEH, a IOJIYIPETHUK
KpDUBHHE p KOHCTAHTHA TIJI0OAIHA BeJIUJIMHA
3a JIATH T[IONPEYHU TIPECeK, OHJIa Ce MOXKe
3aK/bYYATH Jla e HOPMAJIHU HAIOH 110 TO-
IIPEYHOM IIpeceKy OuTu JimHeapHa (QyHKIUja

koopmunare y (Ciumka 3.46). [akie, mro je
TavKa KOjy [OCMaTpaMo yJaJbeHuja 0Ji HeyTpPAaJIHe IIOBPIIH, [1a CAMUM TUM HMa
u Behy koopaumnary y, y wm0j he 6utn u Behu mHTeH3UTET HamoHA, a HajBehn
HAIIOH Ok D€ OUTH y TadKaMa Koje Cy Hajy/aJbeHHje OJ HEyTPaJIHE ITOBPIIH.

Op,pteMBaH;e NWHTEH3NTEeTa HOPMAJIHNX HAMNoHa

ITocmatpahie ce jeman mompeunu mpecek
mITana, KOju MMa IPABOYTAOHW OOJIMK IIH-
pute a u Bucune h (Cimka 3.47). Yeemhe
ce Koopmmnarau cucreM Cxyz, Tue ce oca
2 IOKJalla ca ocoM cuMmerpuje, a tadka C
Te’KUIITe [IOIIPEYHOr IIpeceka. Panuje je Beh
HCTAaKHYTO Ja Cce Kao Iocjenulia cabupama
eJIeMeHTapHUX CHJIa KOje JIeJIyjy Ha TOM IIpe-
ceKy J00uja TpaHCBep3aJIHA CUJIa U MOMEHT
caBHjama. ¥ CBaKO] TAYKM Ha IIOIPEYHOM
mpeceky he ce mojaBUTH HOPMAJIHU M TaH-
PeHIjaJIH HAIIOH, ajii fie ce y OBOM KypCy

Cauxa 3.47: Odpehusarve unmensu-
mema HOPMANHUT HANOHA

aXKmba 00PATUTH CaMO Ha HOPMAJIHE HAIIOHE, KOjU CY Y IIPAKCH Hajderthe 3HATHO
Behu oy Tamrennujasnux nHamoHa. HopmasjHu HAOHM ¢ 3a Tadyke y JaTOM
IIOIIPEYHOM IIpeceKy 3aBHCe OJf KOOpJAWHATe Y, a He U OJ KOOpAWHATE T, IITO
3HaYM Ja je UCTH MHTEeH3UTeT HOPMAJIHHX HAIlOHA y TadKaMa KOje NMajy HUCTY
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KoOpAMHATY Y. 360r Tora he ce mocMaTpaTH eJleMEHTApHA IOBPIIUHA KOja je
y 00siuky OecKoHadHO TaHKe Tpake mupuHe dy. Hamonm y tadykama Ha 0BOj
€JIEMEHTaPHO] TOBPIINHA Cy KOHCTAHTHH, I1a he eleMeHTapHa CHJIa KOja JIeiryje
Ha Ty IOBPHIMHY OUTH:

dF = odA =ocady.
Osa cusia he y onnocy Ha Tauky C MMaTh MOMEHT:
dM = ydF =yoady,

Koju ce KopumliemeM u3pasa (3.28) Moxke HATMCATH Y OOJIUKY:
E
dM = =ay?dy.
p

Jlobujenn u3pas pecTaB/ba MOMEHT KOji CTBapajy HOPMAaJIHI HAIOHU Ca, jeIHe
esleMenTapHe nospmune. a 61 ce ogpeano 36UpHUT MOMEHT KOji YAHE HOPMAJIHI
HAIIOHM €A CBUX €JIEMEHTAapPHUX IIOBPIIMHA IHOIPEYHOr IIPeceKa, IOTPeCHO je
U3BPIIATH MHTErPaIjy IPeTXOJHOr M3pa3a II0 KOOPAMHATH I, KOja ce Memba
y rpanumama ox, —h/2 mo h/2, na je:

h/2 g E [h/2
M :/ —ay?dy = —/ ay?dy. (3.29)
—hj2 P P J—h/2

MowmeHT 0BUX CHIIa je je/THAK MOMEHTY caBHujama My y 1aToM npeceky. Y KOJIUKO
ce, TIOPEJ] TOTa YBEJIE AKCUJAAHU MOMEHIT, UNepyuje 3a OCY T KOjU ce TedUHHIIe
ca:

h/2
I, = / ay?dy, (3.30)
—h)2

u3pa3 (3.29) npesasu y:

E
My =—1,.
p

Komb6unosamem osor u uspasa (3.26) mobuja ce na je MHTEH3UTET HOPMAJHOT
HAITOHA:

(3.31)

Pemapamem unTerpasa y uspasdy (3.30) mobuja ce Ja BPEJIHOCT AKCHjaIHOD
MOMEHTa MHEpIUje 3a NpaBoyraoHu npecek msnocu I, = a h3/12. O6pazan
(3.31), Ha ocHOBY Kora ce oapeljyje MHTEH3UTET HOPMAJHUX HAINOHA, MOXKE Ce
IPUMEHUTH ¥ HA [ITAIIOBE YUjU IIOIPEYHU [IPECeK HUje IPABOYIaOHU. Y TaKBUM
cydajeBuMa ce y MOMEHYTH oOpasall 3aMerbyje BpegHocT I, Koja ce Hajiasu y
Tabean Ha Commnm 3.48.
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Caura 3.48: Axcujanru momenmu unepyuje 3G 0CY T 3a PASAUNUIME NONPEYHE Npecexe

MakcumanHu HOpMaJiIHM HanoOH NPU caBujarby

MomeHT caBujarba ce y OIIITEM CJIydajy Merba Y 3aBUCHOCTH OJI IOCMAaTPaHOT
[IOIIPEYHOT [IPECEKa, a Ierosa HajBeha BPEIHOCT Ce 30BE MAKCUMAAHY MOMEHM,
casujarba u O6uhe osmadyen ca M; p.x. Ko mrramoBa koju cy KOHCTAHTHOT
[IOIIPEYHOr TIPpeceKa MAKCHMAaJHU HAIOH Ce jaB/ba y IIPEeceKy y KOM je Mak-
cUMaJIHA MOMEHT caBujama. llopem Tora, Beh je mcrakmyTo jma je HOpMAJIHU
HAIIOH yTOJIUKO BeNM YKOJIMKO Cy TadKe Ha IIOMPEYHOM IPECEKY YAAbCHUjE O
HEyTpaJiHe oce, JIaKJle YKOJUKO UMajy Behy BpemHocT KoopauHare y. Mmajyhu
0BO y BHUIy, n Kopucrelin uzpas (3.31), MakcuMaJHu HANoOH lie ce ofpexuTH

IPUMEHOM 0DOpacta:
M
Omax — .}max Ymax (332)
x

TJIE j€ Ymax YAABEHOCT OJT HEYTPAJIHE OCe TadaKa Koje Cy OJ] e Hajy/lameHmje.

MNpuwmep 3.14 IlIman  AB, dyorcune 3,

ocaorer je xpajesuma A u B wma wenokpemmwu, F
00HOCHO — MOKpem®u  0cAoHay, U onmepehen
konuenmpucanom cuaom y mawku C. IIman je % C B
NPABoOY2a0H02 NONPEYHOZ NPECEKA CA CMPAHUUAMA %7 %
oyoicurne 2a u 3a.  Odpedumu MarKcumMaiHu L 2 r
HOPMAANY HANOH YKOAUKO je Y MPEOM CAYHAJY 29, 3a
WMan nocmasser maxo da je 0ysca CmpaHuya 1|{Ba 2 at 5

nonpeunoz npecexa (dyorcune 3a) sepmukanna, a
Y OpYeom CAYHaJY TOPUIOHMANHG.

» Illtan ocomeH Ha TPUKA3aHW HAYHH ce HAa3uBa npocma epeda. llpm
pelnaBamy 3a7aTKa fie ce Ipe cBera opeiuTu peakiiyje Be3e. YKambambeM Be3a
7 yBohemeM peakimja Be3a, mrai he 6utu c1060/1aH, Kao IITO je MPUKA3aHO Ha,
CJIWIIU, [1& CE 3a FHera MOTY HAIUCATH TPHU jeHAYMHE PABHOTEXKE U TO:

F
| Y S zi=24=0

Y, ¢ v, S Yi= Yo+ F-Y5=0;
y > Ma=-Fl+3Y51=0.
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Ha ocnoBy gpyre u Tpehe jennagune je:

2F F
Yo=—; Yp=—.
A 3 bl B 3

la 6u ce onpe/ MO MOMEHT caBhjama younhe ce jeiaH TPOU3BOJbAH IIPECEK
na gexy mrana AC, koju he ce o3naunTu ca 1. Yaa/beHOCT OBOT TpeceKa Off
Tauke A, a caMUM TUM U Off cujie Y, je neduHucaHa KOOPAUHATOM z. MOMeHT
caBujama y mpeceky 1 je MoMeHT cBux onTepehierma y OHOCY Ha mpecek 1, Koja
cy ca JieBe, Wian ca jecHe crpane mpeceka. Ca jeBe cTpaHe mpeceka 1 je camo
cwiia Yy, 1a je MOMEHT caBujarba:
2F

Mg =Ypz = ?z

OBoO je MOMEHT caBHjamba y IPECEennMa

F Koju ¢y Ha jeiy mrana AB, onHOCHO 32 Koje

A lL 2 B Baxu jJa je 0 < z < [. ITpu Tome ce kKopucTu-
C Jla KOHBEHIIAja O 3HaKy MOMEHTa CaBHjarba,

N z TYB npemMa Kojoj je MmomeHntT onrepehema Koja cy
' ca JieBe CTPaHe IIpeceKa MO3UTHBAH YKOIHKO

@} Wﬁﬂﬂﬂmﬂﬂw j€ cMep UCTHU Kao CMep KpeTama Ka3asbKe Ha
caty. [lobujeHn MOMEHT caBujarba je JIMHe-
M ax apHa (DYHKIIHja 0J] KOOP/MHATE 2 U PACTE Ca
[IOpacToOM Te KOOpJuHaTe. BpejaHocTu oBe
dyuknuje y raakama A u C Koje mpejicTaBibajy TpaHUIE HHTEpBaJIa Cy:
MSA = Ms (0) = 0; MsC = Ms (l) = %ﬂ
YKOIMKO ce youn Tpecek 2, Koju je Ha geny mrana CB, Taga he ce mpu ope-
DuBamy MOMeHTa caBHjama Ca JieBe CTpaHe IIpeceKa YBEeCTH M yTui@aj cuiae F.
Bonehu pauyna o npeazHaky MoMeHaTa OBUX CHJIa, MOMEHT CABUjAba Y IPECEKY
2 je:
z
l 3 ).
Iobujenn nzpas ce Kopucrtu y uarepsaiy | < z < 3l u oH je jimHeapHa QYHKIT]a
oJ1 KoopjimHaTe z. Bpennoctu oBe (hyHKIIMje HA PAHUIIAMa HHTEPBAJIA BayKerba,
y Taukama C u B cy:

2F
MSQ:YA27F(Z*Z):?Z*F(Z*Z):F(

2F1
MsC:Ms (Z)ZT, MSD:MSQ(SZ):O.
Caza je moryhe w mamprartn gmjarpaM MOMEHTA CABHjarba 3a I€0 IITAIl, KOju
je mpukazan Ha cauiu. Jlujarpam ce mo mpaBWIy IIPTa HUCIIOJ, IITAIA, TAKO 2
ce MO3UTHBHE BPEJIHOCTH HAHOCE HaJ0JIe, UCIOJ HyJITe JuHuje aujarpama. Ha
OCHOBY Jidjarpama ce 3akK/bydyje Ja je MaKCHUMAaJIHU MOMEHT CaBUjarba Oall y
npeceky C, oHOCHO J1a je:
2F1

Msmax: sC:?-
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AkcujasHu MOMEHTH WHepIUje 3a MPBU U JIPYTU CAYYa] TOIPETHOT IPeceKa Cy:

~ 2a(3a)®* 9 _ 3a(2a)* 4
="y =0 =y =

JOK yIaJ/beHOCT HajyJa/beHIjUX TadaKa OJ HeyTpaJIHe Oce M3HOCH

Ymax1 = 5@; Ymax2 = @.

Jlaksie, MAaKCUMAJIHU HAIIOHU Y IIPBOM H JIDYTOM CJIydajy U3HOCE:

_Mgmax _QFZ. _Msmax _1Fl
Omax1 = Tymaxl = §$7 Omax2 = IxTymax2 = §$

VuopehemeM 100MjeHNX BPEIHOCTH Ce MOYKe 3aKJ/bYUUTH Jia e HHTeH3UTET HOD-
MaJIHOT HAMOHA OWTH MambW y MPBOM CIytajy. [lakie, ca cTaHOBUINTA KpUTEPH-
jyma uBpcrohe morosHmje je MONpevHn MIPeceK OPUjeHTHUCATH TaKo jJa je kKpaha
CTpAHUIIA XOPU30HTAIHA, TO jeCT HOPMAaJIHa Ha paBaH ontepeherma. <

3apgaun
F
3.24 Hocau AB npuxazaH Ha CJIUIU, OCJIOHCH
je kpajeeuma A uw B Ha HemokperHw, A C B
OJIHOCHO TIOKDETHH OCJIOHAI[ U omrepehen 4
KoHIleHTpucaHoM cujiom F' = 4 kN 'y tauku C. ' L ! r

IIran je Kpy»KHOT MONPEYHOT IIPECEKA IPETHIKA
d = 5 cm oK je xota | = 120 em. Oxapenuru
MAKCHUMAJIHM HOPMAJIHY HAIIOH.

F 2F

B 3.25 Hocau AB mpukasaH Ha CJIMIU, OCJIOHEH
C D % je kpajesuma A w B Ha Hemokpernwm,
li 2

OJIHOCHO IIOKDETHH OCJIOHaI[ U ouTrepeheH

ca KOHIEHTPHCAHUM CHjIaMa WHTeH3suTera F wu
2F y raukama C u D. Ilonpeunn mpecek mrramna
e | B LS S je mpukasan Ha cuny. OApenTi MaKCUMAJHA
i HOPMAJTHU HAIIOH.

1
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3.26 Hocau AB mpukasan Ha CJIHIHU, OCJIOHEH
je Kpajesuma A wu B Ha HemokperHwu,
OJIHOCHO TIOKDETHH OCJIOHAI[ U omrepehen
ca KOHIIEHTPHCAHUM CHJIaMa HHTeHsuTera F u
2F y taukama C u D. Ilompeunn npecek mrrama
je y objuKy TpOyryia TPUKA3aHOT HA CJIAIH.
O ipeuTn MaKCUMAaJTHA HOPMAJIHUA HAIIOH.

OrnopHoCcT MaTepHjaJia

2F

9 c P
Il

3a

B
1%,

2F |3F

»)
||

3.27 Hocau AB mpukasaH Ha CJIMIHU, OCJIOHEH
je kpajesuma A w B Ha HemokperHH,
OJIHOCHO IIOKDETHH OCJIOHaI] U ourepehen
ca KOHIIEHTPDHCAHHM CHJIaMa HWHTeH3uTeTa F,
2F u 3F y rmaukama C, D u E, npu ugemy je

F = 0,7 kN. Tlonpeynu mnpecek mITamna
je 'y ODJHKY TIIeBH CIIOJbAIIEr IPEYHUKA
d = 80 mm. Oipeuru  1e0JbUHY

3Ua [EBU YKOJUKO Je JI03BOJbEHU HAIOH
oq = 150 N/mm?. Qyxuna | je 1100 mm.



Jeo 11

JInmnaMuka

93






4

KnHemaTtunka taudke

OmnucuBame mporieca y MPUPOIN MOApa3yMeBa mpahieme HIXOBe BPEMEHCKE
€BOJIyTIMje U yTBphUBambhe 3aKOHIUTOCTH IO KojuMa ce oHa onBuja. OBe 3aKOHU-
TOCTH Cy CaJpXKaHe y MAaTeMATHIKOM Mojieiy mporeca. Kaja ce ome yTBpae,
Mpy»Ka HaM ce MOryHOCT Jia Ha OCHOBY HIO3HABAFha CTaha IIPOYIaBAHOT CHCTEMA,
Ha II0YeTKY IIPOoIleca MPeIBUIMMO Kako he ce o ousujaTu y OyayhaocTu.

Ha 6u ce morao bopMUPATH MATEMATHYKNA MOJIE HEOIIXO/HO je HAajIpe yo-
YUTH BeJIMYUHE KOje Cy pesieBaHTHE 3a HocMarpaHu mnporec. Hbux hemo 3BaTu
seauvure cmara. Ilpomena BenMdMHA CTakba TOKOM BpPEMeHA HHUje CIOHTaHA—
OHa je m3a3BaHa Jejcmeuma, y3pOIHUIMa TIPOMEHE CTakba. THIINYaH TpUuMep
JejcTBa y MexaHUIM jecy cuse. CTPyKTypa MaTeMaTHYKOD MOJEIa Ce Taja
dhopMaHO MOXKe TIPUKA3aTH Ha cjaeaenn HaIuH:

Aseaunune cmara
At

= dejcmeso.

Vcka3aHo pednMa: mpupainTaj (IpoMeHa) BeJINYUHe CTamba TOKOM BPEMEHCKOT
naTepBasa At jenHaka je 1ejCTBY OCTBAPEHOM TOKOM HCTOT TOT MHTEPBAJA. Y
JTaJbeM TEKCTy NeMo BUJIETH /I OCHOBHH 3aKOHU MEXaHHKE, aJIi U MOJIEJIN JIPYTHX
GUBMUKAX U XEMHUjCKUAX IPOIECa, UMajy YIPaBO OBAKBY CTPYKTYDY.

IInsb oBe Ty1aBe jecTe yno3HaBame ca OCHOBHUM KapaKTEPUCTUKAMa KPeTarba
MaTepHjaJIHe TadKe, OJJHOCHO BeJIMYUHAMA CTakba KOje Cy HEOIIXOJHE 33 HHXOBO
onucuBabe. Jleo MexaHnke Koju ce 6aBu OBOM IIPOOJIEMATHKOM -U3y4daBa KpeTa-
e MaTepHjaJHuX TeJa He y3uMajyhu y o03up JiejcTBa KOja yTU4Iy Ha Fhera—30Be
ce KUHEMAMUKaQ.

4.1 OcCHOBHU NOjMOBU KNHEMATUKE

Mezxanuuko xpemarpe TpeICTaB/ba HAjjeITHOCTABHU]U BUJ KPETarha MaTepuje.
Ilox MeXaHUYKUM KPETAeM Ce MO/IPA3YMEBA NPOMEHA NONOHCAJA JEOH02 MENG Y
odHocy Ha dpyeo, Koja ce mokom epemena odeuja y npocmopy. OBa nedpunuUIM]a
HaM TOBOPHU JIa je 3a youaBalbe KpeTarha HEOIXOJHO UMATH 064 MeAd: TeJio

95
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4mje Kperarbe MpoydasBamo, Koje iemo 3Batu nocmamparo meso (P), u reso y
OmHOCY Ha Koje ce TIocMaTpa KpeTame' - mera hemo 3BaTH pedepenmio meao
(R), Bugern Ciuky 4.1. Ako mOCMATPAHO TEJIO He Merba CBOj MOJIOKA] Y OHOCY
Ha pedepeHTHO TeJo, OHJIa KazKeMo Jia OHO Mupyje.

- Pity)
/ AN

1 A

Nl N PO >4

Caura 4.1: Pepepermno meso (R) u nocmamparo meno (P)

Moxke ce, HapaBHO, IIOCTABUTHA U MHUTamke KpeTama pedepenTHOr Tema. To
MOTHUBUIIE U TIPBY TOJEJIy KpeTama Ha:

® anCcoIyTHO KpeTame (Kof KOr pedepeHTHO TesIo Mupyje);
e DeJIATUBHO KpeTame (Ko Kor ce pedepeHTHO Tesio Kpelie).

OBy 107181y Tpeba CXBATUTH YCJIOBHO jep, Kao IIITO je YUTAOILy CUT'yPHO ITI03HATO,
AIlCOJIyTHO HEMOKPETHA TeJia y TMPUPOM He 1ocToje. MehyTum, y TeXHUIKUM
npobJieMrMa, KojuMa heMo ce OBJie HajBUIlle U OABUTH, MOXKE C€ CMATPATHU JIa CY
HEIIOKPETHA CBa TeJIa KOja Cy Be3aHa 3a MOBPINUHY 3eMJbe.

ITommro ce Kperame MOCMATPAHOT TeJIA OJ[BAja TOKOM BPEMEHA, HerOB I0JI0-
JKaj y MaTeMaTHYKOM CMUCIY IIpejicTaBiba (MyHKInjy Bpemena. Crora epeme
t npejicTaB/ba HE3ABUCHO NPOMEHJbUBY. KpeTame ce yBeK IocMaTpa O] HEKOT
nowemmoz mpenymra to, Ia TOKOM KpeTama Baxku t > tg. Y MEXaHUIKUM
pobseMuMa ce ycBaja nia je tg = 0, Tako ja hemo cmarparu ja Baxku ¢ > 0.

Kpetare maTepujanHe Tauke. Tokom Kperama’? MaTepujasIHa TadKa OIHCY]e

KpUBY JINHUJY y IIPOCTOPY Koja ce 30Be mpajekmopuja. C o63upom Ha 06JIMK
TpajekTopuje KpeTarmbe MaTepHjaiHe Tadke ce Ipy0do MOXKe IIOJIeJIUTH Ha:

e 1IPABOJIMHUICKO (KO KOI' je TPajeKTopHja mpaBa JIMHU)A);

e KPUBOJMHHUJCKO (UHUja je TpajeKTopHja KpUBa JIUHUJA).

LV MexaHHIM ce 4ecTo Kaske [ je mocmampad Be3aH 3a pedepeHTHO TeJIo.
2V namem Tekcry hiemMo cMaTpaTH Ja je KpeTame MOCMATPAaHOr Tejla alcCOJyTHO, aKo Ce
Jpyraduje He HarJlacH.
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Mako npaBOIMHIJCKO KpeTare MOyKe OUTU TPETHPAHO KAO CIENUjaHH CIIy4aj
KPUBOJIMHH]CKOI KpeTama, OHO lie y HacTaBKy OMTH IOCEOHO IIPOYYEHO.

3a onucuBame KpeTarmba MaTePUjaJIHe TaYKe HUje HEOIIXOIHO UMATH Ha PACIIO-
Jlaramy 11eJ10 pedpepeHTHO Tesio. JIOBOJBHO je YyOUHMTH jeJHY FHeroBy TadKy-—
pepepenmuy mawky O-1 OJPEIUTH TOJOXKA] TMOCMAaTpane Tadke Py omHoCcy
Ha wy. OBO ce unHM TOMOhy gexmopa noaosicaja O P = r npukazanor Ha Ciunu
4.2. ToxoMm KpeTama ce 0Baj BEKTOP Meba U II0 MPAaBILy, U 10 MHTEH3UTETY:

r =r(t), (4.1)

1a ce Moxke pehn j1a IpoMeHa BEKTOPA I10J107Kaja TOKOM BpEMEHA, OIIHCY j€ KPETAHhe
mocMaTpaHe MaTepHjajiHe Tadke P, jep oHa IpeicTaB/ba HEroBy Kpajiby TadKy.

P@)

Caura 4.2: Kpemaroe mamepujasre mavke

Kapa je y nuramy Kperame MaTepujaaHuX Tesaa, Ouia oHa KpyTa win Jedop-
MabuiIHa, y OIIITEM CJIydajy CBaka Tadka Tesa onucuBahe Jpyradnjy TpajekTo-
pujy. ¥ ciiydajy KpyTHX Teja 1ocToje ojpeheHa orpaHnvemna Koja TpajeKTopuje
MODpajy 3aJ0BO/bUTH 300T ycyioBa Kpyroctu. Wnak, y HacTaBky hieMo ce OCBpHY-
TH 1 Ha KpeTame Tejia 1 yrnodHaheMo ce ca ojropapajyhum mocTynimuMa beropor
OIMCHBAbA.

4.2 T[lpaBoNuHNJCKO KpeTarbe Tauke

Y oBOM ey TekcTa he ce IPOYYnUTH IPABOJIMHHI]CKO KPeTame MaTepHjaiHe
Tauke. [1o 00Ky TpajeKTopuje OHO IpeICTaB/ba HAjjeJHOCTABHU]U BU/T KPDETAHA
u 3aT0 hie HaM IMOCJIY?KUTHU 33 YBODEIhe OCHOBHUX KHHEMATUYKHUX I0jMOBA, KOjU
he y HacTaBKy TekcTa OUTH YOIIIITEHH.

MapameTapcka jegHaunHa KpeTarba

Hexka marepujasina rauka P Bpimu Kperame 110 npaBoj p. [la 6u ce moJroxaj
[mocMaTpaHe Tadke OJPe/IN0 Ha IITO jeJHOCTABHUjH HAYWH, pedepeHTHA TadKa
O he ce ycBojuTu Kao Tadka Ha TOj MCTOj mpasoj. Ilosoxkaj Ttauke P 6u Tamga
Morao 6utn ojpeljen meruM pacrojamem OP o tauke O. To, mehyrum, Huje
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JOBOJBHO 3a IeroBo jerno3HadHo onpehuBame. Ha ocHoBy momarka o pacrojarmy
nuje moryhie ofpeanTn ca Koje crpamHe pedepenrne tadke O Ha TpaBoOj p ce
HaJla3u mocMmarpaHa tadka. (CTora ce mpaBa p MOpa OPHjeHTHCATH—MOpa Ce
YCBOJUTH KOODJMHATHA OCa KOjy heMo U3 TpaJIMIIMOHAHUX PAa3JIora O3HAYUTH
ca x. Tauka O he Taza npeicraB/baTu K0OPOUHAMMHU NOYEMAK, 8 KOOPAUHATA, T
tauke P, To ject pacrojame OP y3eTo ca onrosapajyhuM 3HaKOM y 3aBHCHOCTH
0J1 TOTa Ha KOM JIeJIy OCe Ce TavKa HAJIa3d, jeTHOZHAYHO he OJIPeUTH IT0JI0XKA]
tauke. Hajsasn, 3a nmornyHo onpehuBame KOOPJAMHATHE OCe IIOTPEOHO je yBECTH
" jeIUHUYIHU BeKTOp Koju hemo osmauutu ca i. To je reomerpujcku BeKTOp
jemumHUYHe JgyKuHe, |i| = 1, KOju MMa mpaBall KOODAMHATHE OCe, & CMEp HCTH
Kao cmep oce. OBaj BEKTOD IOKa3yje CMep IOpacTa KOOPJUHATE KOjy MEePHUMO
ayxk youeHe Ox-oce.

P(@)

x(t)

Cauxa 4.3: Iorooicaj mamepujansne mawke npu nNpasosUHUJCKOM KPEMaroy

ToxkoMm KpeTama IOJI0XKaj IIOCMaTpaHe TAaYKe Ce Mema, I1a Ce Ca BPEMEHOM
Mema I KOOPAWMHATA KOja Taj MOJIOXKA] OIHUCYje:

x = x(t). (4.2)

OBoM jeHAUMHOM, KOja Ce 30BE NAPAMemapcka jednauumna Kpemarsd, y TOTILY-
HOCTH je OINCAHO IIPABOJIMHU]CKO KpeTambe MaTepujaaHe Tadke. [lapamerapcka
jelHaYnMHa KpeTama IIpeJCTaB/ba CACTABHU JEO OIIITHjer, BEKTOPCKOI' OIIHCa
Kperama. Hamme, BEKTOp 1OJIO)Kaja MaTepujagHe TadKe Koja BPINU IIPABOJIU-
HUjCKO KpeTamhe uMa cjenehn ob/uk:

r(t) = z(t)1i. (4.3)

Ha rtaj maumn ce Beh Koj NpaBOJIMHUjCKOI KpeTarba MOTY YOUHTH CBe OUTHE
KapaKTepHUCTHKe KpeTama Koje NMajy BEKTOPCKH KapaKTep.

Bp3uHa maTepujanHe Tauke

Maia je mozHaBambe TpajeKTOpUje MaTepujaiHe TadKe U TapaMeTapcKe jeTHa-
qrHe KpeTama (4.2) JI0BO/BHO 3a OIUCUBAE KPETarbha, IOCToje jOIl HeKe Kapak-
TEPUCTUKE KOje YIOTIYILY]Y CIAUKY O HheMy.

Mpumep 4.1 Kpemare dee mamepujaare mauxe Py u Py onucano je napame-
Mapckum jeOHauuHaMa

z1(t) =vot u w2(t) = vt
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2de je vg > 0. Odpedumu koauxo epemena fie npomehu 0d nouemka Kpemaroa
to = 0 do mpenymxa xada he mauxe cmuhu do noaostcaja odpeheroe KoopOuHa-
mom X .

» [Ipumernmo Hajupe Jia 00e TayKe 3al0YHEby KPETare U3 KOODIMHATHOT
nouetka, z1(0) = x2(0) = 0, 1 ga ce TOKOM KpeTama yaasbyjy of mwera. O3naqn-
Mo ca 11 u T TpeHyTKe BpeMeHa y Kojuma he tauke Py u Py ctuhu 70 TpaxkeHor
nosioxkaja. Tama mmamo:

X
xl(Tl) = UOT1 =X — T1 = —;
Vo
X
.TQ(TQ) = 3U0T2 =X = T =—.
31}0
OuursiesiHo je ja je Tauku P; moTpeOHO TpU IIyTa BHINE BPEMEHA Jia CTUTHE JI0
HaBeJIeHOr MoJioXKaja Hero Tadku P,. Ha mpumep, ako 6u 6uimo X = 9m, a
vg = 3m/s, Tajga 61 TauKe JI0 Kpajmber nosoxaja crurie 3a 1) = 3, 0JJHOCHO
T2 =1s. «

OBaj mpumep mokKasyje Ja ce JiBe MaTepujaHe TadKe JIyK UCTe TPajeKTOpHje
He Mopajy Kperatu Ha uctu HadnH. OBje ce moxke pehu ja ce tauka P, Kpehe
bpotce ox1 Tavuke Py, jep joj je 3a mpesiazkerme UCTOT Iy Ta TpedaJio Mamhe BpeMeHa.
3aTo ce Ka0 KapaKTEPHCTHKA KpPeTarba TadyaKa MOXKe YCBOJUTH KOJMYHUK IIpe-
benor myra, y oBoM ciydajy X, U BpeMeHa IOTPEOHOT 3a HErOBO IIPeJIaKerhe,
T, omuocuo Ty:

X . . p—
:ﬁ:vo, 1)2—?2—31}0.
Benmnaune v1 u v9 he npesgcraB/baTi OCHOBY 3a yBoDeme 1mojMa Op3uHe.

Bpsuna Marepujasine Tauke je BEJIUYMHA KOja KApAKTEPHIIE IPOMEHY I10JIO-
JKaja Tadyke TOKOM BpeMmeHa. l[locmarpajMo aBa mosioXkaja MaTepujaiHe TadKe
P(t) u P(t + At) y nBa pa3nuuura TpeHyTKa BpeMena ¢t u ¢t + At (Cinuxa 4.4).
Koopaunare Tatike P koje oiroBapajy OBUM BpPEMEHCKHM TpeHyluMa he Ourtwn
z(t) u z(t + At). Hdedunumumo npupainraj KoopauHare rauke P kao:

U1

Az = z(t + At) — x(t).

Kommunuk npupamraja Koopauuare Ax 1 BpeMEHCKOr UHTepBaia At y KOM je
OH OCTBApEH 30Be ce cpeda bp3ura MaTepHjasHe TadKe:

_Ax
AL

UST

Bpentoct cpejbe 6p3uHe 3aBUCH OJf JLy?KUHE BPEMEHCKOr nHTepBasa At TOKOM
KOI' ce ToCMaTpa KpeTame. 3aTo OHA caMo npubausicho oiapehyje mpomeny
noJsioxkaja tauke. Ca japyre crpame, momro je At > 0 cpeama OGp3uHA HAM
rOBOPH O CMepY Kperarba Tadke: ako je vs. > 0 (v < 0), onzma je u Az > 0
(Az < 0) ma ce Tauka TokoM uHTepBaia At kpehie y cmepy nopacra (onajarma)
KOOD/IMHATE Z.
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P(t+A?)

Ve P(t)
v(t)

x(t)

Cauka 4.4: Bpsuna mavwke npu npagoauHujckom Kpemarvy

IIpernuznanja nudopmaryja o HAUMHY KpeTama TadKe Y HEKOM TPEHYTKY Bpe-
MEHAa ce MOKe JJOOUTH aKo ce IOCMaTpajy Kpahin BpeMeHCKU HHTEPBAJIN, OJHOCHO
ako ce npebe ma rpanmunnm npomnec At — 0. Ha rtaj ce maumn mosasum 10

nedbuHmIIje mpenymne 6psune’ TauKe:

o) = Tim 2% gy = 2

At—0 AL a(t) = dt (4.4)

TaukoM M3HAJ| CJIOBa T O3HAYEH je M3BOJ| mapamerapcke jenxadwmne (4.2) mo
BpEMEHY, JIOK KOJUYHUK JIudepeHIijaga 3aBUCHO U HE3aBUCHO MPOMEHJHUBE
npejicTaBiba JIajoHunoBy o3Haky 3a npsu n3soj. W3 jennauumne (4.4) ce jacHo
B M Ja Op3uHa Tadke MpeICTaB/ba MPBU M3BOJ, KOOPAMHATE MO BpemeHy. Kao
7 KOJ CpeJitbe Op3uHe, HheH 3HAK Yy HEKOM TPEHYTKY BPEMEHa OBOPH, O CMEpy
Kperama Tauke: ako je v(t*) > 0 (v(t*) < 0), orga ce y TpeHyTKY ¢* Tauka kpehe
y cMepy mopacra (omajama) KoopJuHaTe. Bp3mnHa uMma jguMensuje dyorcuna,
epeme, a jeTMHUIA Mepe je m/s.

Ha oBom mecTy ce MOxKe yBecTH U BeKTopcka jedunuimja 6psune. Iomro je
0JI0Kaj MaTepujaine Tavuke ojpelien Bekropom mosoxkaja r(t) = z(t) i, omga ce
6exmop 6psure MaTEpHUjaIHe TadKe MOXKe JTepUHICATH Kao IPBU U3BOJ, BEKTOPa
IHOJIOXKaja 1o BpeMeny™:

v(t) = i(t) = #(t)i = v(t) i. (4.5)

Kako je merosa mpojeknmja ma x—ocy v(t), cMep BeKTopa Opsume he Gurtm
carjacaH ca CMepOM KpeTamba TauKe y JIaTOM TPEHYTKY BpeMeHa.

VYb6p3are maTepujanHe Tayke

HUckycTBo je mokazaJio j1a Op3uHa HEje je/InHa BeJIMINHA KOja HaM je moTpebHa,
3a OIMCUBaME KpeTara MarepujajHe Tadke. HeonxomHo je, HauMe, yBeCTH U
BEJINYNHY KOja KapaKTepullle IPOMeHYy OP3UHEe TOKOM BpeMeHa—yOp3arbe Mare-
pHUjaJiHe TadKe.

3V namem Tekcry fie ce M30CTAB/LATH TPHUIEB TPEHYTHA.

4TIpumernmo aa mudepeHIpare BEKTOPa, MOJI0%Kaja 110 BPeMEHy TI0/Ipa3yMeBa TPaskKeHe
n3Boga npoussoga z(t)i. Ilomro je jenuHudYHM BEKTOp i KOHCTaHTaH, M3BOJ, Ce CBOAM Ha
IIPOU3BOJI KOHCTAHTHOI' BEKTOPA U M3BOJA KOODJUHATE.
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ITocmarpajMo oner japa mosoxaja Marepujaiane Tauke P(t) u P(t + At),
npukazana na Cyumnn 4.5, y 1Ba pa3nuauTa TpenyTka Bpemena t u t+ At. Heka
cy 6p3uHe Tauke P Koje oirosapajy OBIM BPEMEHCKHUM TpeHynuMa fie 6urn v(t)
u v(t + At). Hedbunumumo npupamraj 6p3une tauke P TokoMm unTepsaga At
Kao:

Av =o(t + At) — v(t).

Konuunuk npupariraja 6p3use Av u BpeMeHCKOr unrepBaia At y KoM je OH
oCTBapeH 30Be ce cpedive Yop3arbe MaTepujaiHe TadKe:

A
AL

a’ST‘

Kao u kom cpejimbe Op3uHe, BPEIHOCT CPEJEbEr yOp3arha 3aBHCH OJI JIy KUHE
BPEMEHCKOT MHTepBaJjia At TOKOM KOT ce mocMarpa Kperame. MehyruMm, 3a
cajia ce He MOXKe JIOHETU CYJ O TOMe KaKO ce y TOM mHTepBajy Kpehe Tauke,

OTHOCHO 71a JIH ce oHa Kpehe yOp3aHO MM YCIOPEeHo.

x x
P@i+At
i %IV(:A'L‘) /
P@@) P@) alt)

a
ey ///r;l//~4@
Cauka 4.5: Ybpaaree mavwke npu npaBoOAUHUICKOM KPEMAILY

Tpenyrno yop3aime MaTepujajHe Tadke ce MOXKEe OJIDEJIUTH aKo ce npebhe Ha
rpannynn nporec At — 0. Taga ce nobuja:

Av . Lo A2z

a(t) = lim — =0(t) =(t) = g

At—0 At (4.6)

13 oBe pedunniuje ce Bumau Ja yop3ame IpecTaB/ba IPBU U3BOJ, OP3UHE IO
BpPEMEHyY, a JAPYTHW H3BOJI KOOPJWHATE 10 BpPeMeHy. YOp3ame MMa JUMEH3nuje
dyorcuna/ speme?, a jemununa mepe je m/s2.

Ilo anajoruju ca BEeKTOPCKOM JIeDUHUIIAJOM OP3MHE MOXKE CE YBECTH U BEK-
Topcka jiepunuiuja yopsama. Hawmme, BekTop yOp3ama ce MOxKe JepuHICATH
Kao TPBU U3BOJ| BEKTOpa Op3uMHE, OJIHOCHO JAPYIU U3BOJ BEKTOPA IOJIOXKAja 110
BpeMeHY:

a(t) = v(t) = o(t)i

=it)=it)i=a(®)i (4.7)

Oszie ce Bum j1a je yopsame a(t) nedunucano jeguaadunnom (4.6) sanpaso mpo-
jexrmja BeKTOpa yopsama a(t) Ha r—ocy Ay Koje Tauka BPIIH KPeTame.

5Ha oBo norame he 6uTH OArOBOPEHO KPO3 aHAIM3Y KOHKDETHOT HPHMEpa,
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Benuuune crarba y mexaunum. Jla 6u ce morao dpopMuparu MaTeMaTUIKH
MOJIeJT HEKOT IIPOIIeCa HEOIXO/THO je MIIeHTU(MUKOBATH 8EAUNUHE CMAHG KOje Ta
onucyjy. ¥ MexXaHHYKAM IpoOsieMuMa BeJmdnHe Koje onpelyjy crame Kperama
MaTepujaJiHe TadKe jecy:

® BeKTOp IOJIOXKaja 1
e BekTOp Op3ume.

BekTop yOpsama MaTepujajHe Tadke He IIPEJICTaB/ba BEIUYHHY CTamba, Beh
OTIHCYyje TPOMEHY CTarba CHCTEMA.

Mpumep 4.2 Mamepujarra mawka ce kpehe cazaacko caedehoj napamemapcroj
jeonarun:
x(t) = 6t2 — 13,

a) Odpedumu b6psuny u ybp3arwe mauke u Haupmamu Jujazpame HUTOSE
npomene (kKunemamuure dujaepame r —t, v —t u a —t).

6) Odpedumu mpenymar t* y KoM MAMEPUIAAHA MANKA METOA CMED KPEMATHA.
6) Odpedumu nym xoju hie mauka npehu mokom npsux 6 cexkyndu Kpemarsa.

2) Odpedumu unmepsare 8pemena Mmokom npeux 6 cexyndu Kpemaroa y xo-
juma ce mauxa xpehe yopaamno, 00HOCHO YCOPEHO.

» 3a oupehuBaime Op3uHe n yOp3ama y HEOIXOIHO je MOTPaKUTU IIPBU,
OJIHOCHO JIPYTH M3BOJ IapaMeTapcKe jeJIHaYnHe KpeTamba. Y OBOM KOHKPETHOM
ciydajy mobuja ce:

KunemaTnuku nujarpaMu OBOT KpeTarba TOKOM MPBUX 6 CEKYHIW JaTH Cy HA
Cuma 4.6.

Tpenyrnu cmep Kperama Tauke oxpehen je cmepoMm BekTOpa Op3mme. Y
cilydajy TPaBOJMHU]CKOr KpeTama, Kaga je v(t) = ov(t)i, cmep kperama he
6utn oznpehen 3nakoMm Gpsune v(t). AKo TadKa Mema CMep KpeTama, TO 3HAIH
Jla OCTOjU MHTEPBAJ [t1,ts] TakaB Ja je Ha HErOBOM IOYETKY Op3MHA jeHOT
cmepa, Ha mnpuMmep v(t;) > 0 (wm v(t;) < 0), a HA Kpajy Apyror cmepa,
v(t2) < 0 (ommocHo v(tz) > 0). Bymylu ma mpermocraspamo na ce 6p3una
Mema HeIPEeKUIHO, MOPa MOCTOjaTn TpenyTak t* y kom he 6urn:

v(t*) =0.
Axo je TO jesmHM TpEHYTaK y MHTEpBay [t1,te] KOjU 3a/10BOJbaBa OBaj yCJIOB,

oHma MoxkeMo pelim jia ce MarepujasHa TadKka y uHTEpBady [f1,t*) Kpelie y
jemHOM cMepy, JIOK ce y mHTepBady (t*,ts] kpelie y cynporroMm cmepy. Tana ce
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Cauxa 4.6: Kunemamuuru oujazpamu npagoauHujckoe KPemarea mawke

Kazke Jla TadyKa Meiba CMep KpeTarba Yy TPEHYTKY t*. Y 0BOM IpHMepy TPeHyTakK
IIpOMEeHe cMepa KpeTamba ce oapehyje pemasameM jeqHadnne:

v(t*) = 12t — 3t*2 = 0.

Omasme ce mobujajy JaBa perema: mpso, t* = 0, oroBapa IMOYETHOM TPEHYTKY
Kperama, J0K je Ipyro, t* = 4s, OHO Koje ce Tparku y HaIeM ciry4ajy. Jobujenn
pe3yiaTar ce MOXKe IOTBPJIUTH M aHAJU30M v — { KHHEMaTHYKOI JIujarpaMa Ha
KOM Ce jaCHO BHJM TPEHYTAaK IIPOMEHe 3HaKa Op3UHE Kao TauKa IIpeceka rpaduka
dyuximje v(t) ca t—ocom.

O ipehuBarbse npeheHor myTa MaTepujaHe TauKe ce MOPa PAJIUTH ca oCeOHOM
naxkmBoM. Vako je Tauka 3amodesia Kperame U3 KOOpAUHATHOr noverka, x(0) =
0, npehenn 1myT ce He CMe OUCTOBETUTHU Ca TPEHYTHOM BDEJIHONINY KOOD/IMHATE
Koja ojipehyje meH mojokaj. Y OBOM IpHMepy y TpeHyTKy I = 65 mmamo
z(T) = 0, mTo MOXKe JIOBECTH JO MCXUTPEHOT 3aK/bydKa Ma je mpehenm myT
jemmak mymu®. TpemyTHa BpeJHOCT KOODAMHATE HE OTKPHBA KAaKO CE TadKa
kperana y uarepsaay [0,7]. Oma je, Kao mMTO ce MOXKe BUIETH Ha CJIUIH,

6Ta 6u ce yBepusIu y HEMCHPABHOCT 3aK/byUKa, 3aMHCIHMO ciegelly cHTyamujy: Bo3ad je
ceo y ayTo, Bo3uo ce 60 MUHyTa ¥ BPATHO Ce Ha MECTO Ca KOT je IOoIIao uayhu moBparKy UCTUM
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BpIIMJIA KPeTale y CMepy mopacrta KoopauHare y marepsaiy [0,t*), a morom
y CMepy mheHor omajiamba y uaTepBaty (t*,7T]. 3aro ce onpehusare npeleHor
IyTa MOKe MOJeINTH y ciaeneha Tpu Kopaka:

1. ozmpesie ce NOAMHTEPBAIN BPEMEHA Y KOJUMAa TAYKa HE MEHa CMep KPeTama;
pyOHe TauKe NOJMHTEPBAJIA MOTY OUTH IIOYETAK M KPaj HHTEPBAJIA Y KOM Ce
padyHa npeheHn IyT, Kao U TPEHYIM y KOJUMA TadKa Memba CMeD KPeTarba
(v(t*) = 0); y mamem npumepy ce ykyuru uarepsad [0, 7] Moxke nogenurn
Ha gBa nojmaTepBana, [0,t*) u (¢*, T], rue je t* = 4s;

2. ompenu ce npeheHu myT 3a CBaKU MOJAMHTEPBAJ HCTOCMEPHOI KpETarba;
Yy cayd4ajy HTpaBOJIMHUJCKOI KpeTama OH Ce M3padyHaBa Kao aIlCOJyTHa
BPEIHOCT Pa3jnKe KOODJAWHATA HA KPajy U Ha MOYETKY MHTEpBaJa; OBJie
TO 3HAYH:

Pi=y = |2(t*) — 2(0)| = [32m — 0| = 32m;
Py = [2(T) — 2(t*)] = |0 — 32m| = 32m;

3. ykyunu upebenn myT ce go6uja cabupameM ryTeBa npeheHnx y moguHTep-
BaJINMa MCTOCMEPHOT KPETarba; y HAIEM CJIydajy TO Jaje Pe3ysTarT:

P[O,T] = P[O,t*) + P(t*,T] = 64m.

Y6p3aHo, 0JIHOCHO YCIIOPEHO KPETarbe Ce y MEeXaHUIU JepUHUINE Ha HAIUH
KOjH je carylacaH ca HaIllOM HHTYUIHUjOM. 3a KpeTarbe KaXKeMo Ja je yop3aHo
(ycmopeno) kajza ce nosehasa (cmambyje) unrensurer 6p3une |v(¢)| = |v(t)| 6e3
0031pa, Ha, IIpaBal] 1 cMep KpeTama. 1o 3maun caexehe’:

a) |v(t)| pacre = kperame je yop3ano;
6) |v(t)| omaza = Kperame je ycnopero.

Kao mro je mo3naro, MoHOTOHOCT HeKe nudepeHIjabuine QyHKIHje ce MOXKe
YTBDAMTH aHAMM30M 3HAKA IPBOT H3Boma: ako je f(t*) > 0 (f(t*) < 0), onma
je dymkmmja f(t) momorono pacryha (omamajyha) y okosmunm tauke t*. Obaj
3aKJby4aK ce MOXKe IIPOIIMPUTU HA HHTEPBAaJle BPEJIHOCTH HE3aBIUCHO IPOMEHIbH-
Be y KOjuMa Cy 3aJI0BOJbeHe Topibe Hejepnakocru. Melyrum, na 6u ce uzberso
UCIIUTUBAIbE AICOIyTHE BPeJHOCTH (DYHKIHMje nckopuctulie ce YHIbeHHIA JIa
Jla cy y Torsiey MonoToHoctn Hemerarusue dynxmuje |v(t)| u |v(t)|? = v3(t)

IIyTeM KOJUM je uinao y ojjacky. Mako ce BpaTno y “nodernu noJioxkaj’ npemao je onpehenn
myr. To ce mMoxke younTm Ha ABa HadIWHA: a) NOKa3uBad Opoja mpehenmx kmiomerapa he
nokasuBaTu Bely BPeJHOCT Ha KPajy BOXKIbE HErO IITO je IIOKa3uBao Ha IIOYETKY; 0) HOKasuBad
HHUBOA ropuBa y pesepBoapy he taxohe 6uTn Ha HUZKEM HUBOY O/ OHOT Ha KOM je OGHO Ha ITOYEeTKY
BOKIb€-TOPHUBO Ce TpoIu 6e3 063upa Ha CMep KpeTamba.

"TIpumerumo a KpuTepHjyM yGp3aHOT KpeTama Jaje uurensuter 6paune |v(t)], a e memna
npojexuuja v(t).



4.2 IlpaBo/IMHIjCKO KpeTarbe TaduKe 105

IIOTIIYHO eKBI/IBaJIeHTHQS. 3aro he 3a mcnuruBame KapaKTepa KpeTamba ouTu

KopurihieH IPBU U3BOJ KBaIpaTa Op3MHE KOjU IVIacH:

d 5

s (t) = 2v(t)o(t) = 20(t)a(t).

Taa Baxku:
a) ako je v(t)a(t) > 0 kperame je y6p3ano;
6) axo je v(t)a(t) < 0 kperame je ycnopero.

Jpyrum pednma, KpeTame je ydp3aHo ako cy Op3uHa u yOp3arme UCTOr 3HAKA, &
YCIIOPEHO aKo cy Op3nHa u yOp3arme pa3jntdnTor 3HaKa. ¥ HAIeM KOHKDPETHOM
ciay4ajy he ouru:

>0 te(0,4);

v(t) = i(t) = 12t — 3t {< 0 te(4,6);

0 te(0,2);
a(t) — i) =12 —6t. {0 1€ 02
<0 te(2,6).
Onarie cienm na he kperame Tadxe 6utn yopsano y nuarepsaauma (0,2) u (4, 6),
a ycriopeHo y unrepsaiy (2,4). <

NHBep3Hu npobnem

V 1IpeTxoHOM IpUMEPY KPeTarhe MaTepHjasHe TadKe je G110 3a/1aT0 apaMe-
TApCKOM jeIHAYMHOM KpeTarba, a CBe OCTaJe KHHEMATHYKe KapaKTePUCTHUKE
(6psuna u ybp3ame) y 6umie oapebhene merum judepennupameM. Takas TuI
mpobitema ce 30Be dupexmnu pobiieM. AKo je, MeljyTum, 3a7aTo yop3ame Tauke
(nnm weHa Gp3mHA), OHJIA je 3a opeluBambe mapamMeTapeke jeJHaAYNHE KPETarha
HEOITXO/IHO TIPUMEHUTH MMOCTYIIaK WHTerpallije KOjUu je WHBEP3aH MOCTYIKY JId-
depennupama. OBaj Tui nmpobiema ce 30Be uHEEP3HU TPODIIEM.

Heka je kperame marepujajiHe TadKe OIMCAHO IPOMEHOM HHEHOI' yOp3amba
TOKOM Bpemena, a = a(t). Ilomro oHO mpejcTaB/ba NPBU U3BOJ GpP3UHE TIO
Bpemeny, 0(t) = a(t), 6p3una he 6urn oxpehena uHTErpanujom ybpsama;

o(t) = /a(t)dt + Oy = o(t) + Ch (4.8)

IIpumernmo ma je oBae 6p3mHa mobuWjeHa Kao Heompehenu mHTErpas yOpsama,
Te sa 300r Tora y mspaldy (4.8) dburypume uarerpaimona koucranra Cp. Y

80Bo TBpheme ce Moxke gokazaTu Ha ciaegehn mauun. [TocMaTpajMo HeHeraTHBHy BYHKIHA]Y
f(t) > 0. Then xBampar he Taxohe Guru HemeraTupHa byHKIH]a, f2(t) > 0, a meros npsu
ussox he 6uru (f2(t)) = 2f(t)f(t). Tlomro je f(t) > 0, a Tauke y kojuma je f(t) = 0
[Ipe/ICTaBJbajy TadKe JIOKAJIHOI MUHUMyMa, 3HaK usBoja dynkuuje f(¢) 6uhe ucru xao 3nak
U3BOJIA E-eHOT KBajpara f2(t).
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cnenehem Kopaky je 3a onpeljuBame KpeTama NoTPEOHO U3BPUIATU UHTETPAIM]Y
n3pasa 3a Gpsuny, jep je (t) = v(t):

x(t)

/”U(t)dt-i—Cz = /f)(t)dt-FCﬂf-‘ng
#(t) + Cit + Cb.

(4.9)

Jennauune (4.8) u (4.9) omnucyjy ca morylia Kperama MarepujajHe Taduke
KOja Cy caryiacHa ca yopsameM a(t), 3aT0 ITO cajipsKe NHTErPAIMOHE KOHCTAHTE
C1 u Cs xoje Hucy yHuampen ojapehene. Jla 6u ce oHe oipejuie HEOIXOTHO je
[IO3HABATH CTambe KPeTama TadKe y HMOYeTHOM TPEHYTKY BpeMeHa g, TadHuje
el moveTHr nosoxkaj (tg) = xo u nouerny 6p3umny v(tg) = vo. OBH MomanM
YUHE MouemMe Ycao6e podieMa U HEeOIXOIHH Cy 32 jeJHO3HaYHO ojpehuBarbe
KpeTarba TadKe. 3a 3ajaTe IoY9eTHe yCJIoBe MHTerpalione Koncranre oapelyje-
MO pemaBambeM CHCTeMa aare0apCKuX jeTHAYMHA:

U(to) = f](to) + Cl = Vo,
.Z'(t()) = ii(t()) + Clto =+ Cz = Xg.

CneuujanHn cnyydajeBn NpaBOSIMHNJCKOT KpeTarba

Op1 mHTEpeca 3a Ja/bl paJl je Jia MPOYYUMO HEKe CIIEeNHjaJiHe CJIydajeBe
IPABOJIMHU]CKOr KpeTama. 1o he 6urn jeHosmko (paBHOMEPHO), jeJHAKOIPO-
MEHJ/bUBO U XaPMOHUJCKO OCIUJIATOPHO KPETamhe.

JeaHonuko (paBHomepHo) kpeTarbe

Sa MaTepujasHy TAaYKH KarXKeMO Jia BPIIU jEJTHOJIUKO KDETame akKo joj ce
Op3uHa TOKO KpeTaiba He Merba:

v(t) = vg = const. (4.10)

OBaj ycJIOB MMa HEKOJIMKO BaKHUX Iocjeiuiia. IIpBo, TOKOM OBOI' KpeTarba
Tadyka He Mema cMep Kperama. Jlpyro, yopsame Taduke he OUTH HUIEHTUIKU
jeHaKO HYJIN CBE BpeMe KpeTama:

alt) = o(t)

Hajzan, napamerapcka jeiHadumia jeIHOTMKOT IPABUJIMHIjCKOT KPETAMba, CJIE N
u3 jeqnaunna (4.8)-(4.9):

0.

x(t) = vot + xo, (4.11)

rae je koopaunatoMm g = x(0) oxpeben moveran nomoxkaj Tauke. Ha Conmn 4.7
Cy IpUKa3aHU KUHEMATHYKH JUjarpaMH jeHOIMKOI IPABOJIMHIjCKOT KPeTarba
3a xg = —0.6m u vo = 0.5m/s.

VY JmTepaTypu ce 4ecTo MozKe cpecTn (popMyJIaluja 14, je JeIHOJUKO KPEeTamhe
OHO IIPY KOM TadKa y jeIHAKMM BPEMEHCKUM HHTEPBAJIMMa IIPEJIa3i UCTa PaCTO-
jama. OBO ce MOXKe OTBpAMTH anau3oM jeanadune (4.11). Axo ca At =ty — 1t
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Cauka 4.7: Kunemamuuku dujaepamu jednosuroe Kpemara

O3HaYUMO BPEMEHCKU UHTEPBaJI y KOM ITOCMAaTpaMO KpeTambe, OH/Jla CJAeIn:
Aac = l’(tz) — l‘(tl) = ’Uo(tg — tl) = UoAt,

IITO je U Tpebaso MoKa3aTu.

JeqHoyKo Kperame MaTepujaIHe TadKe je BeoMa 3HAYAJHO U 300T YMHECHUIE
Jla, TIpeCTaB/ba jeJHO OJ JBa HPUPOAHA cTama Kperama’. IHbera he Tauka
BPIIUTH Y OJICYCTBY OMJIO KAKBHUX CHUJIA, I1a C€ CTOTA YeCTO HA3UBA U UHEPUUJAAHO

KpeTarbe.

JepHakonpomeHnsbuBoO Kpetarse

Mo jeTHAKOIPOMEH/BUBIM KPETAKEM Ce TIOIPA3yMEBa KPETAe KOje Ce BPIIHN
KOHCTAHTHUM yOp3ambeM:
a(t) = a = const.

Tokom oBor kperama OpP3UHA Ce PABHOMEPHO MEIHa:
v(t) = at + vy,

a IapaMeTapcKa jeJHaYnHa KPETamba [NIACH:
L
z(t) = Eat + vot + .

Ose pesanyje ce MOry HermocpesHo n3pectu u3 jenHaqunna (4.8) i (4.9), a vg =
v(0) m kg = 2(0) mpexcrapipajy HoUeTHE BPEIHOCTH OD3UHE U KOODIMHATE.
Kacuwuje he 6butu nmokasaHo Jia y 0Baj BUJI KPETamba CIlIaia KPeTakhe Y XOMOI'€HOM
oJby cujie 3eMJbUHE TeXKe KaJla ce 3aHeMape OTIIOPH, & KAO CIIEIUjaIHN CIy4aj
ce jaB/ba W cyioboHU ma)| MarepujajHe Tadke. Ha Chwru 4.8 cy mpukazanu
KHHEMATHYIKA JTHjarpaMu jeJHAKOTPOMEH/bUBOT TPABOITMHUAJCKOT KPETAmha 3a
xo = —0.1m, vo = 0.6m/s u ag = —0.5m/s>.

3a jenHaKOIPOMEH/BUBO KpeTarbe BayKU Ja ce Op3uHa Tadke y jeTHAKIM
BPEMEHCKIM MHTEPBAINMA MMa jeJHAKE MPUPAIITAje:

Av =wv(ty) —v(t1) = a(ta — t1) = aAt,

rae je At = tg — tl.

9 IIpyro NPHPOJIHO CTAE je MUPOSatve.
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Cauxa 4.8: Kunemamuywru dujazpamu jeOHAKONPOMEHDUBO2 KPEMATHG

XapMoHMjcKo 0CLLMNATOPHO KpeTare

Kana je Kperame MaTepujaJIHe TaAYKe OMMCAHO HAPAMETAPCKOM jeHAMHHOM
caenelier o6mmkal:
z(t) = Asin(wt + ),

Kaske ce Ja TadKa BPIIN Tapmonujcko ocyuaosare'l. Bemmamme A, w w o

MPEJICTABIbAJY AMNAUMYDY, KDYHCHY PPperseryujy u novemny $asy OCIIIOBAbA,
pecrrekTuBHO. TO Cy TIaBHe KapaKTEPHUCTHKE OBOI BHJA KpeTama. Bp3una u
yOp3ambe TadKe IPU XapMOHIjCKOM OCIIMJIATOPHOM KpeTalby OIHCAHEe CY CJieie-
hum u3pasuma:

v(t) = (t) = Aw cos(wt + a);
a(t) = v(t) = —Aw? sin(wt + «).

OCHOBHO CBOjCTBO XapMOHHjCKOTI' OCIIUJIOBAIha jJECTE Jia C€ OHO BPIIH y OIDAHU-
4eHoj 06J1acTH, y 0BOM ciaydajy © € [—A, A], 1 Ja ce IepHOANYHO OHABIbA €A
nepuogioM T' = 27 /w. Ha Camnm 4.9 npukasanu ¢y KHHEMATHIKA JUjarDaMy
XapMOHHUjCKOT OCITHIATOPHOT KpeTama Tadke 3a A = 0.5m, w = 1.6s ' n a =

/4.

Cauka 4.9: Kunemamuuku oujazpamu Tapmorujckoe 0CUULAGMOPHOZ KDPEMArbd

4.3 KpuBOIMHNCKO KpeTakse Tadke

Y 0BOM JlesIy TeKCTa IaxKiba he 6utn nocseheHa KPUBOJUHUJCKOM KDeTarby
MaTepujaiHe Tadke y paBan. OHO MPeICTaB/ba IPBO YOIIITEhe TPABOJINHI]CKOT

100Bo Kperame eKBHBAJIEHTHO MOYKe GHTH OMHMCAHO M KOCHHYCHOM byHKImjoM, x(t) =
Acos(wt + ), rae je B=a — /2.
M OcrunaTopHo Kperambe He MOpa GUTH XapMOHH)CKO.
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KpeTama U IOjMOBHU KOju Oy/y 61N yBeIeHU IPUJINKOM FHerOBe aHAIU3€e MOTY Ce
HEeIIOCPETHO UCKOPUCTUATH U y aHAJIN3HU KpeTama MaTepHujaJiHe TadKe Y IIPOCTOPY.

Bp3uHa n ybp3are maTepujanHe Tauke

YV IpeTXOoIHOM OJIEJPKY je PEUEHO JIa je 3a OIUCHBAabe KpeTamba MaTepujaIHe
Tayke MOTPEOHO yBeCcTH BeKTOp mnojioxkaja r = r(t) koju ompelyje mosioxaj
nocMaTpane Tadke Py ofHOCy Ha pedepentHy Tauky O y OGHIO KOM TPEHYTKY
BpeMeHa t. Y KOHTEKCTY IPaBOJIMHUJCKOT KpeTarha Omin cy jaedWHUCAHN BEK-
Topu 6p3uHe n yOp3ama MarepujasnHe tauke (jexnaunne (4.5) u (4.7)).

Ko KpuBo/ImHIjCKOT KpeTarma MaTepujaIHe Tadke, OUIo J1a ce OHO BPIIU y
PaBHU WK y IIPOCTOPY, 6eKMop Op3ure MaTepujajiHe Taduke ce neduHuIe Kao
[IPBU M3BOJ, BEKTOPA [IOJIOXKA]A 110 BPEMEHY:

dr

v(t) =1(t) = e (4.12)

Bynyhu na je rpajekropuja tadke y ommTeM Ciydajy KPUBa JUHUjA, TOCTAB-
Jba Ce MUTambe MPaBIa U cMepa BeKTopa Op3mHe. [lokazahemo ma or mMa mpasailr
TaHTeHTe Ha TPAjeKTOPHUjy y IOCMATPAHOM IIOJIOXKAjy MaTepHujasHe TadKe U Ja
My je cMep carjiacaH ca TPEeHyTHUM cMepoM Kperamha Tadke. [locmarpajmo jiBa
nosiokaja mMarepujasine tadke P(t) m P(t + At), npukaszana na Commu 4.10,
Koja cy oxapebena BekropuMma nosoxaja r(t) u r(t + At). Hedunummmo BekTop
nomepara (IIpupaiTaj BeKTopa IosoXkKaja) Ar MaTepujajgHe Tauke W BEKTOD

cpenme Op3mHe Vg, Ha caemehn HadmH:

Ar =r(t + At) — r(t);
_ar
At

Vsr

BekTop momepama Ar mma mpaBall CEYUIle Ha TPAJeKTOPHjY, & BEKTOP CPEIHe
Op3UHE V. Ce OJI Ibera PasjIfKyje caMo 10 HHTEH3UTETY, jep ¥ ce0U eKCILIUIUTHO
cagpKu U HHPOPMAIHjy O BPEMEHCKOM HHTEPBAJIy TOKOM KOI' je OCTBapEHO
nomeparme. Ao mocmarpamo rpanudan nporec At — 0 tauxka P(t + At) na
TpajekTopuju he acuMnTOTCKH TeKMTH Tadku P(t), mpasar BeKTOpa Cpeibhe
Op3une he acCHMIITOTCKU TEXKUTU IIPABILy TAHIEHTE Ha KPUBY, & CaM BEKTOD
cpenmbe Op3uHe he mocraTu NpBU U3BOJ BEKTOPA MOJIOXKAja:

. Ar .
v = dimay =10

Kana je y nuramwy yOp3ame MarepujajiHe Tadke, sexmop ybpaara ce jnedu-
HUIIe Ko IPBU U3BOJ| BEKTOpa Op3uHe, a JPYrU U3BOJ] BEKTOPA MOJI0XKAja TAUKE
10 BPEMEHY:

dv . d’r
== F(t) = ek

ITomro KO/ KPHUBOJIMHUJCKOT KpeTama BEKTOD Op3uHEe Mema W IIPaBall, U
WHTEH3UTET, BEKTOP yOp3arba onucyje oba oBa acrekTa IpoMeHe Op3uHe TOKOM

a(t) = v(t) (4.13)
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IZOR2

P(t+At)

r(t+At)

Cauxa 4.10: Bpauna mavke npu KPpUBOAUHUICKOM KDEMATY

Bpemena. [TokaKuMo 3aTo Ja je BEKTOp yOp3ama yBEK yCMepeH y yayOsbeHy
(koHKaBHY) cTpaHy TpajekTopuje. IlocMaTpajyMo HOHOBO JiBa [OJIOKAja MATEPH-
jamme Tauxe, P(t) u P(t + At), u younmo onrosapajyhe Bekrope 6psuna v(t)
u v(t + At), npukazane na Counu 4.11. dedununmmMo npupaiinraj BeKTOPa
6p3uHe AV 1 BEKTOD CpeJiber yop3ama ag,. Ha ciejehn Hagms:

Av = v(t + At) — v(t);
Av

Agr — Tt
Axo ce youn mpaBar TaHTeHTe Ha TpajeKTopujy y mosoxajy P(t), onna ce Bumm
Jla ce JIyK TpajekTopuje of me jo Tauke P(t + At), 3a moBosHO Maso At,
€0 HAJIA3W Y jeJHOj IOJAYPABHU Yujd je pyO mpasall Tanrente 2. OQuuriento,
BeKTOpH AV U ag,. he 6uTH ycMepeHn Ka IOJIypaBHHU y KOjo] ce Haja3u TadKa
P(t + At). OBakBo ycMmepeme BEKTOpa cpejiher yopsama he 6uTu 04yBaHO 1
y rpanngHoM mporecy At — 0 Kaja BEKTOP g, IOCTajé BEKTOP TPEHYTHOT

yOp3ama:
. Av
A= A A =Y

P(t+At)

v(t+At)

Cauka 4.11: Ybpsare mauke npu KPUSOANUHUJCKOM KPEMATbY

12Mozke ce pehu n ga je Tauka “cKpenysna’ Ka TOj MOJIypaBHH, OJHOCHO Ja CE TPajeKTOPHja
“3akpuBUIIa’ Ka H0j.
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Bp3uHa n ybp3are y [lekapToBOM KOOpAUHATHOM CUCTEMY

Jla 6u ce KpUBOJIMHM]CKO KPeTarhe MaTeprjaaHe TadKe MOIJIO U KBAHTHUTATHAB-
HO UCIIMTATU HEOIIXOHO je IOCMATPATH KPeTakme Y OJHOCY Ha HEKU KOOP/IMHATH!
cucreM. [TocmarpajMo HajIpe KpeTame Tadke y oJHoCy Ha JIeKapToB paBoyTIn
koopmuuathau cucteM (Cimka 4.12). YcBojuMo Ja ce KOOPAMHATHU MOYETAK
nokJtarma ca pedepentHom Tadkom O m ycBojuMo koopjumHatHe oce Ox u Oy
ca oxroeapajyhum jeaumHumaauM BekTopuMa i u j. Tajga ce BeKTOp mmoJioxkaja
MaTepujajiHe TauKe MOYKe OIMCATH Ha cjieaehnn HaduH:

r(t) =z(t)i+ y(t)]. (4.14)

IIpojexnuje BekTOpa moOJI02Kaja Ha oce JlekapTOBOr KOOPAMHATHOT CUCTEMA TTPEJI-
CTaBJbajy IapaMeTapcKe jeJHadnHe KpeTama TadKe:

z=ux(t); y=y). (4.15)

BexTop 6p3uHe, Kao IPBH H3BOJL BEKTOPA, OJIOZKA]a [0 BPEMEHy, HMa, cJieaelin
o6k !3:

v(t) =&(t)i+y(t)]

— 0 (t) i+ vy (). (4.16)

Ca v, (t) u vy(t) o3uauene cy npojexuuje BekTopa Gp3uue Ha oce Jekaprosor
KOODJIMHATHOT CHCTeMa Koje Cy jeJHaKe M3BOJMMa IapaMeTapcKuX jeHaddHa
kperama (4.15) no Bpemeny:

va(t) = &(t);  vy(t) = y(b). (4.17)

WMurensurer 6p3une ce oxpehyje momohy mpojexiiija Kao MOyo BeKTOpa Op3nHe:

V(D) = \Jvi (D) +vg(t) = Vi (1) + 92 (D). (4.18)

Bexkrop y6p3ara ce go6uja qudepenippameM BekTopa 6psuse (4.16) u riacu:

a(t) = &(t)i+§(t)]

=a,(t)i+ ay(t)]. (4.19)

Ipojekrmje yop3ama ag(t) u ay(t) mobujajy ce Kao IPBU U3BOAM IIPOjEKIH]ja
6psuna (4.17), osHOCHO JPYTH U3BOAYM IapamMeTapcKux jeaHadnna (4.15):

ag(t) = 0z (t) = E(t);  ay(t) = 0y () = §(t). (4.20)

Murensurer yop3ama ce, IOIMYT HHTeH3UTETa Op3uHe, ojpehyje momohy mpojek-
[1ja Kao MOJyO BEKTOpa yop3armba:

|a(t)] = \/a2(t) + a(t) = VE*(t) + §2(1)- (4.21)

130Be cy, Kao 1 KOJI IPaBOJIMHI]CKOT KpeTarba Tauke, Kopuirhena mpasuia o u3BOLy 36upa
¥ U3BOJY IPOM3BOJA KOHCTaHTe U (DyHKIHje.
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Cauka 4.12: Bpsauna u ybpaaree mavke y o0nocy wa exapmos KoopoOuHamu cucmem

Mpumep 4.3 Kpemare mamepujanne mavke je onucaro napamemapcrum jeo-
HAYUHAME KPEMAHA:

Odpedumu:
a) mpajexmopujy mamepujanre maike;
6) mpenymax t* > 0 y xom he ce mauxa nahu na y—ocu;

8) eexmope Gpaune u YOP3ara U HUT0BE UHMENZUMEME Y NPOU3BOLHOM
mpenymxy epemena t;

2) esexmope Opaure u YoP3ara u HUT08E uNmMeHaumeme y mpenymey t*.

» /la 6u ce ojpeniia TPAjeKTOPHja TAYKe HEOIIXO/IHO j€ eJIMMUHUCATH BpEME
73 IapaMeTapCKuX jeJHadnHa KpeTama. Y OBOM IIPUMEPY CE TO MOXKE JIaKO
u3BecTH jep je t = 2y. YBpIITaBameM OBe pejaliije Y jeJHaunHy 38 KOOPIUHATY
x nobwuja celd:
z(y) = 2y° — 2y.

Ha oBaj Haumn nobujena je jeamaumna kpuse junuje'® qy:x Koje ce kpehe maTe-
pujajiHa Tavuka, aju TPajeKTOpHuja, y OIIITEeM CJIy4ajy, jOIl HUje y HOTIYHOCTH
onucana. Hanme, 1oj TpajekToprjoM ce mo/ipa3yMeBa KPUBA JIMHIja KOjy TauKa
OINCYyje TOKOM KpeTama, a OHO ce mocMarpa ojf TpeHyTKa to = 0. [pyrum

peunMa, Tpeba YTBPIUTH KOje BPEJIHOCTH MOTY MMaTH Koopmunare'S x u y 3a

14EJ'[I/IMI/IHaL[I/Ija BpeMeHa U3 [IapaMeTapCKHUX jeJHYMHA KpeTama HHUje yBek Moryha. Ako
ce MOKe U3BPIINTH, OHJA Ce MOTYy AOOHWTH je[HAUnHE KPUBUX y TPH Pa3HduTa OOJIHKA: B
excrummuTHa, y = y(z) wm z = z(y), n nmmwmnuraoM, F(z,y) = 0.

150Ba kpusa ce y moMalioj JTUTEpaTypH UeCTO HA3UBA AUHUIA NYMATbE.

16y MaTeMaTHUKOM CMHCITy OBjie Ce paju O oapehuBamy 06acTH BpegHOCTH (KOZOMEHA)
dyuxuuja x(t) u y(t) axko je obnacr nedunucanocru (gomen) onpeben nejennakomlhy ¢ > 0.
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t > 0. Y oBoM ciIydajy JIaKo ce BUIM Ja Baxku 2y = ¢t > 0, omgakJe ciaenu y > 0.
Ca mpyre crpane, jemmauunom x(t) = t2/2 — t onmcana je mapabosa y T — ¢
PaBHH, OJIAKJIE CE JIAKO MOXKe MOKa3aTh na Baxkw T > —1/2. Hejeamakoctuma:

1
> —— >0
T B n y-=

ompebena je obaacm xpemaroa Mmarepujaine Tauke. OHa 3ajeHO ca jeTHATHHOM
Kpuse oxpebyje TpajekTopujy.

ITosozkaj Tatke U TpeHyTaK BpeMeHa y KoM he ce ona Hahu Ha y—O0CH JIAKO ce
MOXKE YTBPJAMTHU aHaju3oM rpaduka rpajekropuje. Mehyrum, 6oibe je dopmy-
JINCATH GHAAUMUYKY KpUMepujym KojuM he ce ogapenntu oaj Tperyrak. Ilomrro
je y nuTamy MpaBoyIJid KOODJUHATHH CUCTEM, Y TPEHYTKY t* y KoM hie ce Tadka
nahu Ha y—ocu Baxkuhe:

z(t*) = 0.
OpaBje ce permaBambeM ojropapajyhe jeguadunne jgo6ujajy caepeha permema:
t*2

ITomro nHac nnrepecyje Tpeayrak t* > 0, ycBojuhemo t* = 2s
Oxpemnmo cajia 6p3umy u yop3ame y TPU3BO/FHOM TPEHYTKY Bpemena. [Ipo-
jexnmje 6p3une he Ouru:

va(t) = a(t) =t —1; wy(t) =§(t) = -

ma he BeKTOp Op3MHE U HEroB MHTEH3UTET ONTH:

1.m
tH)=t—-1)i+=j—;
v(t) = (- Di+ 550
5m
t) =4/t2 -2t + - —.
vt = /e -2+ "
IIpojeknuje yop3ama cy:

as(t) = (t) = 1;  ay(t) = §(t) =0,
a BEKTOD yOp3ama U HeroB WHTEH3UTET TJIACE:

m m
a(t)=1i—; |a(t)|=1—.
() =11"; Jap=1"
Bpsuna u ybpzamwe y TpenyTKy t* = 25 ce nobujajy HENOCpeIHUM yBPIITa-
BamEM OBE BPEJIHOCTH Y JI00HjeHe pe3ysTare KOju Bake y OMJIO KOM TPEHYTKY
BpeMeHa. 1ako ce jgobuja:
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JIOK yOp3ame ¥y TOM TPeHYTKY UMa cijiejiehe BpeIHOCTH:

IIpumeTnmo J1a ce IpojekTuje yop3arba, a CAMUM THM U BEKTOP yOp3arbha 1 heroB
WHTEH3WTET, HE MEFbajy TOKOM BpEMeHa. 3aTo Uy TPEHyTKY t* = 2s nmajy ucre
BPETHOCTH KA0 y CBAKOM JIPYTOM TPEHYTKY BpemeHa. [lopes Tora, Tako ce Moxe
IIOKA3aTH Jia BEKTOP Op3uHe Iaja y mpasall TaHrenTe Ha Tpajekropujy. Ilomro
je v'(z) = 1/2'(y), a y* = 1m kama je z* = 0, nobuja ce ma je z’'(y*) = 2,
opmocuo y'(z*) = 1/2 = tanp*, rue je ¢* yrao Haruba TaHTE€HTE Y OJHOCY
Ha z—ocy. Y HCTO BpeMe yrao Harmba BeKTopa Op3uHe y OJHOCY Ha T—OCy je
tan 0% = vy (t*) /vx(t*) = 1/2, mro sHaun na je 0° = p*. <

MpupoagHe KoMnoHeHTe yOp3arba Tayke

Bumesnn cMo y peTxo/iHoj aHam3n J1a BEKTOp Op3nHE MMa [IPABAI] TAHTEHTE
Ha TPAjeKTOPHUjy y IMOCMATPAHO] TAa4IKU, JIOK je BEKTOp yOp3ama yCMepeH y
yayospeHy crpany Tpajekropuje. McroBpemeno, /lekapToB KOOpIMHATHA CUCTEM
ce yBOJIM a Priori - Ipe OMJIO KaKBe aHAJM3€e caMe TPajeKTopHje. Y TOM CMUCILY
6uno 6u “mpupomnuje’ ma ce 6p3mHA U yOp3ame pa3jaky Ha KOMIIOHEHTE O
KoOjux OU jeJHA MMaJia IpaBall TAHIeHTEe Ha TPAjeKTOPHjy, a Jpyra IpaBall HOp-
MasiaH Ha 1y. OBO je ocHOBa 3a yBoljeme npamehez duedpa'” jeuHIYHIX BEKTOPA
U NPupodHuT Kommonenama ybpaara. la 6u npubimKuiam oBy uiejy Hajipe
hemo anaymsuparu jeJjaH IpUMep.

Mpumep 4.4 Mamepujarra mavwka epwu Kpemarbe no xpyey noaynpewnurae R
caznacro caedehum napamemapcum JeOHANUHAMA:

z(t) = Reosp(t);  y(t) = Rsinp(t),

2de je p(t) dsa nyma Judepenyujaburna dynruuje epemena t. Odpedumu
eexmope 6paune u Yop3ara Yy NPu3GoLHOM MPEHYMKY GPEMEHG U 00pedumi
WUT06E NPOjEKYUIE HA NPABAY, MAHLEHME U NPABAY, HOPMAAE HG KPYe.

» Ilokaxkumo, Hajupe, Ja je TpajeKTopHja Tadyke 3amcra Kpyr. Ako ce
mapamMeTapcke je/IHadNHe KBaIpupajy u cabepy mobuhe ce:
z? + y2 = R? cos? ©+ R? sin? p= R?,

IITO TIPEJICTAB/ba jeJHAYNHY KPyTa HOJyIpedHuKa R ca eHTPOM y KOODIMHAT-
HOM II0YETKY. YTa0 ¢ je yrao KOju BEKTOD II0JIOXKaja TauKe 00pa3yje ca £—O0coM,
Bugern Cnuky 4.13.

17Kasa Tadka BpIIM KpeTarse y IIPOCTOPY Mopa ce yBecTH npamehiu mpuedap jeaHuTHIX
BEKTOPA.
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JundepennupameM mapaMeTapcKux jeHadnHa J100ujajy ce MpojeKIrje BeK-
Topa 6p3uHe Ha oce /leKapTOBOr KOOPAMHATHOI CUCTEMA!

va(t) = &(t) = —R@(t) sinp(t); vy (t) = () = Rep(t) cos p(t),

a caM BeKTOp OpauHe je obsiuka (4.16), v(t) = (t)i+y(t)j. IIpojexiuje BekTOpa
yOp3ama riace:

as(t) = #(t) = ~R@(t)sin p(t) — RG(1) cos i (1);
ay (1) = §i(t) = R@(t) cos p(t) — RE (1) sin (1),

JIOK je caM BekTop ommcan m3pasoM (4.19), a(t) = Z(¢)i + §(¢)].

YA
€,
\ .
en
R %

RY

Caura 4.13: IIpamehu dujedap mavke npu Kpemarey no xpyey

Younmo cajia HocMaTrpaHy Tadky P y IpOM3BOJHHOM IIOJIOXKAj]y U “BEXKUMO’
3a wy aBa npareha jeIMHUYHA BEKTOpa Koja ce Kpely 3ajeHo ca mOM: BEKTOD
€, MMa IIpaBal] TaHIeHTe Ha KPYI U YCMEPEH je y CTpaHy Iopacra yria ¢,
a BEKTOD €, MMa IIpaBall HOpMaJle, OJJHOCHO IIOJIyIIPDEYHUKA, U YCMEPEH je Ka

eHTpy Kpyra. Jlako ce mokasyje jia cy mUXOBe IpojeKknuje Ha oce JlexkaproBor
KOOD/IMHATHOT CHCTeMa S:

e = —sing(t) i+ cos(t) j;
e, = —cos(t)i—sinp(t) ],

a 300 OPTOrOHAJTHOCTH UMaMO €4 - €, = (.
Pasznoxxumo BexkTop 6p3uHe Ha mpaBile HOpMAaJe ¥ TaHT'€HTE:

V =€ + v €y,

IIpojekimje vy u v,, he 6Gutn onpehene kKopurhemeM cKaJgapHOT TPOU3BOJIA, A HA,
OCHOBY TIPOjeKITHja BeKTOpa Ha oce JleKapToBOr KOOPAWHATHOT CUCTEMA,

vy =V e = —vg(t)sing(t) + vy cosp(t) = Ro(t);
Uy =V - e, = —v,(t) cos p(t) — vy sinp(t) = 0.

18]IpumernMo /la BEKTOPH €; M €, HICY KOHCTAHTHH BEKTODH: FbHMa CAMO HHTEH3HTET
oCTaje HEIPOMEIbEH, JOK Ce IpaBall MeHa TOKOM KpeTamba. MoxKe ce NOKa3aTH Ja Baxke
cnepehe penanuje namely muxosux ussoga: €¢(t) = ¢(t)en u én(t) = —p(t)er
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Kao mro ce n ovexyje, Gp3nHa MMa IPOJEKIM]y CaMO Ha MPABAll TAHTEHTE, T1a
MMAMO:
v(t) =v(t)er = Rp(t)e;.

Axko ce BekTOp ybp3ama pa3ioxkKu Ha UCTH HAYUH:
a = at€e + apen,

OHJIa Ce U MIPOjeKInje yOp3ama s U dy, MOTY OJIPEJIUTU IIOMONY CKaJIapHOT IPOU3-
BOJIA:

a; = a- e, = —ag(t)sinp(t) + ay cos p(t) = Rp(t);
an =a-e, = —a,(t)cos p(t) — a,sinp(t) = R*(t).

Bazxno je youurn Besy msmelly 6psumne v(t) = R¢(t), TanrentHor ybopsama
a:(t) n HOpMAJIHOT yOp3armba ay, (t):

ag (t) = R(,D(t) = i)(t)§ an(t) = R9b2 (t) = R

OpaBme ce BUJM J1a TAHTEHTHO yOpP3amhe MpeCcTaB/ba U3BOJ, MPOjeKIuje Op3nuHe
Ha I[paBall TAHIeHTe, JIOK HOPMAJIHO je yOp3ame jeTHAKO KOJIUIHUKY KBaJIpaTa
Op3uHe m nosynpedHuka Kpyra R. Imajyhum oo y Bumy moxe ce pehm ma
TaHTEeHTHO yOp3ame OJparkaBa MPOMEHY WHTeH3UTeTa Op3UHe, 8 HOPMAaJIHO PO-
MEHY HbEHOT IPAaBIA.

Jla 6ucMo jacHO MOTHUBUCAJIN JIaJby aHAJII3Y, YOUUMO jOII jeJIHY UHTEPECAHTHY
penanujy. AKo ce yBejie JIyKUHA KPYKHOT JIYKa $ KOja OJIroBapa IMEeHTPaHOM
Yoy ¢, OHzIa Baxku § = Ry, ogaocuHo ¢ = s/R. Tlomro je penanuja uameby s u
( JINHeapHa, JJaKo ce MOKa3yje a BaXKu:

dp 1

ds R

Benuunna k ce 3o0Be kpusuna Kpuse sunuje. Kom kpyra je oHa KOHCTaHTHA U
je/iHaKa penuIIpovIHOj BPEIHOCTU HeroBor noJynpednuka. [losynpednuk Kpyra
Ce y JIMTePATypH Ha3WBa IIOCEGHUM UMEHOM - NoAynpesnuk (padujyc) kpueune.

<

Pesynraru nobujenn y anaansu Kperarmba TadKe 110 KPYTy Ha IPUPOIAH HATUH
ce yOIIITaBajy Ha KpeTame TadKe JyK OnI0 KaKBe KPUBOJIMHU]CKE TPAjeKTOPHje.
Jla Ou ce oBaj MOCTYyIaK MOra0 OCTBAPUTH HEOIXOIHO je 3Hamu mpajexmopujy
moCMaTpaHe Tavke. 3aTUM Ce Ha CAMOj TPajeKTOPUjU MOpa yOUUTH pedepeHTHA
Tadka, ozHaunMoO je ca O') ommocy Ha kojy he ce ompebhuBaTn nmomoxaj mocMar-
pane tauke. On he 6urn ompehen ayzxunom Jyka kpuse O'P. Ilpu Tome ce
Mopa JiepUHUCATH IO3UTUBHU U HErATUBHU JIEO KPUBE 13 OU Ay Ha K0opIuHamMa
s = O'P jennosHadno ojpeuia IOJOXKA] TadKe, Kao ITO je MOKa3aHO Ha
Crammm 4.14. Kperame Tadyke je Taja OMUCAHO CAMO jEJHOM IapaMeTapCKOM
jeTHAIUHOM:

s = s(t). (4.22)
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Younmo casa nparehn aueap nocMarpaHe Tadke KOJI KOT' je IUHUYIHU BEKTOD
TAaHTeHTe €; UMa IIpaBall TAHTeHTe Ha TPajeKTOPHUjy U OPUjEeHTHCAH je y CMepy
opacTa JIiy4He KOODJIMHATE S, JOK je je/INHUYHU BEKTOD HOPMAJe €, yCMepeH
y yaybipeHy cTpaHy Tpajekropuje. Tajia ce MoyKe IMOKAa3aTH Ja BEKTOpP Op3uHe
nma ciaegehin obuK:

v(t) = v(t) e = 5(t) ey (4.23)

Bunnmo ma je mpojeknuja BekTopa Op3uie Ha IpaBall TAHTEHTE jeTHaKa MIPBOM
WU3BOY JIy'IHEe KOOpJAWHATE II0 BPEMEHY:

u(t) = 5(t). (4.24)

Cauxa 4.14: Jlyuna xoopdurama u nmpamehu dujedap mawke npu KPUSOAUHUJCKOM KPEMAILY

VY ucro Bpeme ce m BEKTOD yOp3ara MOXKe Pa3JIOXKUTH Ha IpaBlie ojipehene
jenuHUIHUM BekTopuMa npareher juenpa. Tama ce mobuja:

a(t) = ai(t) e + an(t) e,

=0(t) e; + UR—t)en = 5(t) ey +

$2(t) (4.25)
Ry €n,

a taHreHTHO W HOpMAJIHO yOp3ame cy oxpehenu ciemehuMm pesanujama:

alt) = i) =50 an() = = S0 (4.26)

Ca Ry je y jenmaunmun (4.26) o3HaueH IOJIYyNPEYHUK KPUBUHE TpajeKTopuje
y mocMaTpaHoM Hojoxkajy. To je reomerpmjcka KapaKTEPUCTHKa KPHBE U Yy
OKOJIMHU oipeDeHor moJIoXKaja ImocMaTpaHe TadKe Urpa UCTY YIIOTY KOjy je urpao
nonynpedHuk Kpyra y [Ipumepy 4.4.

Naxko je y jemmaamnama (4.23)-(4.26) marsamena eKCIUIUIATHA 3aBUCHOCT
0J1 BpeMeHa t caMO 3a M3BOJIe JIydHe KOOpJmHaTe, He Tpeba 3a00paBUTH & U
jeTMHIYHA BEKTODHU €; U €y, Ka0 U IOJIyIPEeYHUK KpuBuHe Ry, Takohe 3aBuce
o1 t. YounMo yrao ¢ KOju BEKTOD €; oOpa3yje ca HeKUM (DUKCUPAHUM IIPABIEM,
na mpuMep xopuzontagoMm. OBaj yrao ce MoyKe IIOCMATPATH Y (DYHKIHJH JIyTHE
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KoOpIuHaTe, ¢ = ¢(s), mim Kao GyHKIMja BpeMeHa, UMajyhn y Buny jeqnaqnmny
(4.22), o = (s(t)) = ¢(t). Tama ce MOKe HOKA3ATH Jia BaXKU:

do 1
— = = 4.27
=T =) (4.27)
OJTHOCHO:
. . v . . v
€ = 4,0(75) €en = R7k e €, =—¢(t)e; = _E €.

1 oBrie je, Kao u y mpumepy, ca Kk O3HaUeHa KPUBHHA KPUBE JIMHU]E.
OcHoBHa IIpenpeKa y IpakKTUIHOM ojipehuBamy TPUPOIHUX KOMIIOHEHTH YOP-
3arba jecTe HellO3HABAE eKCIUIUIMTHOL 00JIMKa TapaMeTapeke jeanadnte (4.22).
Hamnwme, kperame je najuerhie onucano y ojgHocy Ha /lekapToB min HEKH APYTrU
KOODAWHATHU CHUCTEM, TIa Ce TOCTaBjba muTame Moryhuoctu ompehuBarba TaH-
TEHTHOT M HOPMAJIHOT yOp3aiba U MOJIYIPEYHWKA KPUBHUHE TpajeKkTopuje 6e3
nperxonuor oipehusama 3asucnoctn s = s(t). 3aro Tpeba mpumMernTH Ja Y
ommreM cirydajy Baxu v(t)/|v(t)| = £e;. Ako ycBojuMo 1a je y mocMarpaHoM
TpeHyTKy BpeMeHa v (t)/|v(t)| = €, oHnna ce TAHreHTHO yOP3arbe MOXKE OJPEIUTH
Ha cuaenehn Hagwmm:
v a-v
a=a-eg=a-—=——

VT (4.28)

Ca sipyre cTpane, TIOIITO je HHTEH3UTET BeKTOpa yop3ama (4.25) oapeben cieme-
howm penarujom:

la(t)] = \/af () + aZ (1),
HOPMAJIHO ce yOp3ame ce MOyKe M3PadyHaTH [IoMohy obpacta:

an(t) = \/Ja(0)? — a3 (0). (4.29)

Hajzaz, ako ce 3Hajy 6p3uHa n HOpMaJIHO yOp3ame u3 jeanaanne (4.26)s ce Mmoxe
OJIPEJINTH U TOJIYIPEYHUK KpUBUHE TpajekTopuje!?:

Ri(t) = (4.30)

mmajyhn y sumy ma je v2(t) = [v(¢)]2.

Iloctymak onpehuBama npupogHnx KOMIIOHEHATa yOp3arma U MOy IPETHIKA,
KPUBHHE TPajeKTOpH]je, omucan jeqaaanaama (4.28)-(4.30), morogmo je mpumeHn-
TH KaJ[a KpeTame TadKe HUje Oucano noMohy Jsiyane koopaunare. HajBaxkauju
KOpakK y ToMe IpejcTaBiba ojapeluBame TanrenTHor yopsama. Ha mpumep, ako
je Kperame OIucaHo y onHocy Ha JleKapToB KOODJMHATHU CHCTEM, OHJIA Ce
Op3una, yoOp3ame U IbUXOBU MHTEH3UTETH MOLY OJIpeJUTH IoMohy jejaHadunna
(4.16)-(4.21). Tama u3 (4.28) crenu ma je TaHreHTHO yOp3arbe:

() = 00 + 0,00, 0)
vZ(t) +vi(t)

1908Baj mocTynax ce y JIMTEPATYPH 30B€ KUHEMAMUMKO 00pehuearoe Moy IPeIHHKa KPHBHHE.
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Ca oBUM DPE3YJITATOM Ce MOTOM JIAKO MOTI'Y OJPEIUTU HOPMAJHO yop3ame (4.29)
U [OJIynpeYHuK Kpusuhe tpajekropuje (4.30).

Mpumep 4.5 3a xpemarve mamepujasrne mawke onucarno y Ipumepy 4.3 odpe-
oumu npupodne Komnonenme yop3ara u MOAYNPEHHUK KPUBUHE MPAJeRmopuje
y mpenymry t* Yy Kom ce manka HawAa Ha Y—OCU.

-0.4 -0.2 S~ 9.2 0.4 0.6 0.8 1
~

-0.25 ~

Caura 4.15: Kunemamuwka aHaAU3G KPUBOAUHUJCKOZ KPEMAba MavKe

» Ha ocuoBy pesyirara jobujenux y Ilpumepy 4.3 3maMo ja mnpojekiuje
Op3une 1 yop3ama U HUXOBU UHTEH3UTETH Yy TPEHYTKY t* = 2s riace:

m 1m \/5m
() =1—; t) =5 —; )= —;
wult) =105 u () =3 ) =
* m * * m
az(t*) = 1;2; ay(t*) =0; |a(t")] = X

Tana ce stako mokasyje fa je TAHTeHTHO yOp3arbe:

a(t) = Uz (t)as (t7) + vy (") ay (1) _ l E
/ v ()] V5 82

Cana ce u3 jeanaunne (4.29) MoxKe OpeIATH HOPMAJHO yOp3ame:

an(t) =\l —a217) = [12 - (2)] R

V5 N
Hajzas, nomohy jenuaunne (4.30) ce m3padyHaBa MOJYIPEYHUK KPUBHHE:

v2(t*) _ %m

B =)~
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CmMucao moynpevHnKa KpuBuHE je ciaenehu: oH oapeljyje mosynpednuk Kpyra
qHju ce IeHTap HaJIa3W Ha MPaBIy HOpMaJle Ha TPajeKTOPHjy, UMa 3ajeTHIIKY
TAHTEHTY Ca TPAJEKTOPHUjOM U HAjOOJbe AIIPOKCUMUPA KPUBY Y OKOJIMHU ITOCMAT-
pane Tauke?’.

3a BexkOy unTasal] MOXKE OJIPEIUTH IIPUPO/IHE KOMIIOHEHTE yOp3ambha U I0JIy-
IIPeYHUK KPUBUHE TPajeKTopuje y TPeHyTKy 1 = 1s y KoM ce Tauka HaJla3H y

TeMmeny napabosie. <«

3apgaun

4.1 MatepujasHa Tadka BPIIN IPABOJNHNA]CKO KPETambe KOje je OIMUCAHO CJIeie-
hoM mapameTapcKOM jeTHA<THHOM:

x(t) = t3 — 6t% — 15t + 40,

rje je x y MeTpuma m, a Bpeme t y ceKyHIaMa s. AKo je Tavyka 3amotesna
KpeTame y TPeHyTKY to = 0, OIpenTn TPeHyTaK t1 ¥y KOM je IPOMEHHUIa CMep
kperama. Oapeauru nosoxkaj Tadke x(t1) y TPEHYTKY IPOMEHE CMepa, Kao U
IyT KOjU je TadKa Ipelnia oJ MoYeTKa KpeTarba J0 TOr TpeHyTka. Koimko je
yOp3ame TauKe y TPEHYTKY 17

4.2 Ocyunramopho kpemarve mamepujante mavwke. Kperame MarepujaiHe Tauke
OIIUCAHO je IapaMeTapcKOM jeTHATUMHOM:

x(t) = Asin(wt + a).

Opmpenntn 6p3uny u yop3ame Tadke y MPOM3BO/BHOM TPEHYTKY BpeMeHa t u
HalpTaTH KuHeMaTu4dke aujarpame. OJpeauTi TPEHYTKe Y KOjUMa TavyKa Merba
CMep KpeTatba, MOJIOXKaje TadyKe y THUM TPEHYIIMMa U FheHa yOp3amba.

Heka je crame Kperama Taduke y TPeHYTKy t1 oapeheHo mosoxkajem x1 u
6p3unoMm v1. Kosmko BpemeHa Tpeba Jia MPOTEKHE JIO TPEHYTKa to y KoM he
CTame Kperama Tadke OUTH UCTO Kao Y TPEHYTKY t1, Xo = Z1, v = v1 (0Baj
BPEMEHCKH MHTEPBAJI CE 30BE Nepuod 0cyus06arsa)?

4.3 Kperame maTepujajine Tauke je ONUCAHO HCTOM ITapaMeTapCKOM je IHATIHOM
Kao0 y IPETXOJHOM 3aJ1aTKy. AKO ca Tp O3HAYMMO HOYeTHN T1oJ10xka] Tauke x(0),
a ca vg eHy noderHny 6psuny v(0), HoKa3aTu Ja BaXKu:

2
Tow Vo

tana = —; A= :cg—i—(—) .
Vo w

203410 je MOy IPEYHUK KPUBHHE KPYTa jeIHAK CAMOM IOJTyIPEIHIKY KPyTa, a IOJIyIIPETHIK
KPHBHHE IIpaBe JIHHUje je GeCKOHAYHO BeIUK (OZHOCHO KPUBUHA K je jeJHAKA HYJIH).
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4.4 Jlonra je ©6adena BepPTHKAJIHO YBUC Ca
mwiargopme Koja ce Hanasum Ha BucuHH 20m
n3naj nospmuHe 3emibe. lloderna Gp3uba JomnTe
je buma vg = 15m/s. 3Buajyhu na je ybOpsame
rauke komncranTho (9.81m/s%) m ycMepeno ma goste
OJIpEIUTHU:

a) Op3WHY ¥ TI0JIOXKA] Tadke y MPOU3BOJLHOM
TPEHyTKYy BpeMeHa t;

6) BucuHy Jieta h TadKe U TEHYTaK t1 y KOM je OHA
JIOCTUTHYTA;

B) TpEHyTaK t yJapa Tadke O 3eMJby U OP3UHY
IIPUJIMKOM Y/Iapa;

r) HAIPTATH KHHEMATHIKe aujarpame & —t u v —t.

4.5 lIpaBosmmanjcKo KpeTame MaTepujasIHe TadKe OIICAHO je ciaejehomM mapame-
TapPCKOM jeJTHATUHOM:

T
z(t) = 3 cos (ft) .
0 i
Opnpemurn:
a) TpeHyTak t; y KoM he Tauka npsu myT npohu Kpo3 KOOPMHATHI IOYETAK;
6) Gp3uHy U yOp3ame Tauke y TOM TPEHYTKY;

B) myT koju he rauka npehu TOKOM npBUX 6 CEKYH/IU KpeTamba.

4.6 Marepujanna Tatdka ce Kpehe MpaBOJMHUjCKA U TIPU TOME ce YOp3ambe Merba

Ha ciaenehn HaYMH:
t
a(t) = ag (1 — ;) ,

ap — m/s%, 7 —s. OjpemuTn Kperame Tauke (IapaMeTapcKy jeHadmy) ako
ce 3Ha Jla je Tauka 3alodvesia KpeTame y TPeHYTKY to = 0 M3 KOOpJMHATHOL
oveTKa ¥ Ja je mMana 6psuny vg, £(0) = 0, v(0) = vg. OjpeauTn nosoKaj u
Op3MHY TauKe y TPEHYTKY Y KOM j€ HeHO yOp3ame jeIHAKO HyJIu.

4.7 JIudr ce kpehe BepTUKAJIHO HABUIIIE jeHAKOYOP3aHO M IIOCJE 5S KpeTarba
crurao je Ha Bucuty 6m. Axo ce 3Ha Ja ce yop3ame JudTa cacToju o rPABUTA-
monor y6psama g = 9.81m/s? ycmepenor na jiosie n y6p3ama @ yeMepeHor Ha
rope, OJpeIUTH KOJIMKO je TIPU OBOM KpeTarby 6mio yop3ame a Koje je OCTBapeHO
momohy esekTpomoTopa.
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4.8 Kperamwe Kma Kpo3 IUIHHIAD Y KOYHOHOM CHCTEMY OIIMCAHO je Iapame-
TapCKOM jeTHATMHOM:

z(t) = % (1—e ",

vo —m/s, k —s~1. Ompeurn:

a) 6p3uHy ¥ yOp3ame KJIUIa y IPOU3BO/FHOM TPEHYTKY BpPEMeHa;

6) Op3uHy KJMIa y MOYETHOM TPEHYTKY to W TpeHyTak t; y KoM he Gpsmma
KJIMITA [ACTHU Ha IIOJIOBHHY IIOYETHE BPEIHOCTH;

B) IIyT KOjU je KJIUII IPEINAo O II0YeTKa KPETamba J0 TOI TPEHYTKA.
4.9 Badamax 3a pasmuwmaree. Kamen je mymren ja naga y 6ynap 6e3 moueTHe
6p3une. 3BYK a8 y BOAy ce 1yo 4.7s Kacuuje. AKo ce 3Ha J1a je TPABUTAIIOHO

ybpzame g = 9.81m/s%, a 6psuna npocTupama 3ByKa vz = 336m/s, oxpeauTu
nybuny Oynapa h.

4.10 Kperame Tauke OINNCAHO je IMapaMeTapCKUM je/IHauYMHaMa KpeTarba:
x(t) = 4t — 2t%;  y(t) = 3t — 1.5t

Oppeautn 06JaCcT Kperama W TpPajeKTopujy MarepujasiHe tadke. Ojpeauntu
oJiokaj, op3umy u yopsame tadke y Tpenyriuma tg = 0, t1 = 1s u to = 2s.

4.11 3& KpeTambe TauKe OIIMCaHO ITapaMeTapCKUM je,anaqnnaMa:
x(t) = at; y(t) = bt?,

OJIPEJINTH TPajeKTOPHjy Taduke, BEKTOpe Op3uHe n yOp3ama U HUXOBEe MHTEH3U-
TeTe y TPU3BO/FHOM TPEHYTKYy Bpemena. OpeauTw TaAHT€HTHO W HOPMAJIHO
yOp3aibe U MOIYIPEYHNK KPUBUHE TPAjeKTOPHUje Y TPEHYTKY t1 = 1§ o1 movueTka
KpeTama.

4.12 Kperame Tadke je ONUCAHO IMapaMeTapCKUM jeIHaIMHAMA.
x(t) = 5cost; y(t) =3 — 5sint.

Onpenyru:
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a) TPajeKTOpH]jy TaduKe;
6) nosoxaj, Op3uny U yop3ame Tauke y TPeHyIuMa t1 = 7/28 u ty = Ts;

B) TAHIE€HTHO U HOPMAJHO yOP3ame U MOJIYIPEYHUK KPUBUHE TPAjeKTOPUje Y
IIPOU3BOJFHOM TPEHYTKY BpPEMeHa t.

4.13 3a Kperame Tavyke OMHMCAHO MapaMeTapCKUM jeTHAYNHAMA:
x(t) =3+ 4sint; y(t) =2+ 5cost,

OJIPEJTUTH TPAJEKTOPHU]Y, & 3aTUM OJIDEJUTH I0JIOXKa], Op3uHy U yOp3armbe, Kao
¥ TAHTEHTHO W HOPMAJHO yOp3ame M TOJYIPEIHUK KPHUBUHE TPAjEeKTOpHUje y
MIOIIETHOM TPeHyTKY to = 0.

4.14 Kperame Tadke je OIMCAHO HapaMeTAPCKUM jeTHATMHAMA!
x(t)=1*—1; y(t) =t
Oapenuru:
a) TPajeKTOpHjy TaduKe;

6

TperyTak t* y kKoM he ce Tauka Hahu Ha y—ocu;

W

)
) BekTOpe Gp3uHe U yop3arma y TPEHYTKY t*;
)

I') TAHT€HTHO M HOPMAJIHO yOp3ame U MOJIYIIPeIHIK KPUBUHE TPAjeKTOpHje Y

TPEeHyTKYy t*.

4.15 Bo3 ce kpehe 1y NpaB/IMHIjCKOT
nena upyre AB jennosnko Gp3uHOM vy =

65km/h. Y momoxkajy B mpenasu

Ha KPUBOJWHUJCKA €0 IIpyre KOju je

Kpy’KHOT obymka Tosmynpednuka R = 4 >0 B
1250m.  Koumko je yOpsame BO3a HAa ®

KPUBOJIMHUjCKOM JI€JIy TPajeKTOpUje aKo
ce 3Ha Jla je HACTaBUO Ja ce Kpehe
6e3 TpoMeHe WHTeH3UTeTa Op3uHe Uo7
Komuko 6u 6mio meroBo ybpsame ma je
mosrynipednnk Kpyra R = 800m? Ha
KOjy BpemHOCT v; 61 Tpebajio CMambuTH
nHTEeH3uTeT Op3UHe J1a yOp3ame Bo3a JyXK
KpYy2KHe TpajeKTopuje Mmoaynpednnka R =
800m Oyjxe wcTOr WHTEH3UTETa Kao IIPHU
KpeTamwy Op3HHOM vy [0 TPajeKTOpUju
mostynipednnka R = 1250m?
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4.16 IIpojekTnn m3badueH u3 aBuoHa Kpehe
ce carjacHo cienehuM  mapameTapcKuM

jenHaTHHAMA! - ~Line of flight
’ P Y R Al Ay
= .
1 5 N
= vot: =h-—= % _~ Trajectory
I(t) - UOta y(t) =h Qgt . -5 \\/ rajectory
Ty
he N h
Ogpenurn  6p3uny, yOp3ame, IIPUPOJHE X\\
KOMIIOHEHTe  yOp3ama U  HOJIYIPEYHHK Line of sight—" "\, ,
KPHUBHUHE TPajeKTOpHje y IOYeTHOM TPEHYTKY Target~ N A& |

to = 0. IlpermocraBuTu ma je xr—oca Be3aHa
3a TJI0, a Y—O0Cca yCMepeHa HABHUIIIE.

e 3m -l
4.17 Ilecak ce ca TpakacTor TpaHcmoprepa A

. el I
n3balyje y JeBKacCTy NOCYJy IIOBE3aHy ca - m
BEPTUKAJHOM TeBH. AKO ce 3pHIAa Tecka \\ | 4m
Kpehy sy2K TpajekTopuja omucanux y 3a/aTKy dmo N

. A

4.16, oxpenuTH y KOjUM C€ IDAHUIIAMA MOXKE A

B %, o
MemaTh Op3uHa vy TPAKACTOI TPAHCIOPTEPa g

7
Jia OH Iecak CUT'YPHO yIao y HOCY/ILY. Lj’

4.18 Marepujanna Tauka ce kpehe carjacuo cieiehuM mapaMeTapckuM jeiHa-
qUHAMA! g

x(t) = acoskt; y(t) = ﬁ(l — cos kt).
OipeuTi TpajeKTopujy Tadke, Kao U HeHy Op3uHy U yOp3ame y TPeHYTKY t1
Yy KOM je TIPBH IIyT IPECeKJIa i —ocCy.

4.19 Kocu zumay - ocnosny basucmuyky npobaem. llpojekTmsr nzbadeH ca
HoBpIIKHE 3eMJbe ce Kpehe caracHo ciefehnM napamMerapckuM jegHadnHaMA:

1
x(t) = votcosa;  y(t) = votsina — Qth’

r7e je vg moveTHa Op3uHa, (v yrao ejeBaliije, a ¢ rPaBUTAIMOHO yOp3ambe.
a) Ilokasaru ja je Tpajekropuja Tadka napabosa 4mja je je jeJHaduna;

g 2
r)=xtgo — ———5—a".
y(@) & 202 cos?

6) Oxpenurn Hasjehy BUCHHY JieTa TAuKe - Ymag-

B) Ozpeauru MecTo Ha KOM lie IPOjeKTHII TIOHOBO YJAPUTH Y 3eMiby (J0MeT
xuna). Kosuku Tpeba na Gyme yrao ejepanuje jga 6u JoMer xuia OO
MaKCHMAaJIaH?
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4.20 BarporacHo mnpeso usbaiyje Mja3 BOJE
GpsunoM vg = 25m/s. AKo ce 3Ha Jia je IpeBo
07l 3amajbeHe 3rpajie YAA/beHO 15m, OIpeIuTH
MaKCHMAJIHY BUCUHY KOjy MOKe JIa JOCErHe MJIa3
BOJIe, Kao U ojiroBapajyhu yrao a.

B

g R [ s s | {1

T3 s
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5

dnHamuka Tauke:
HoyTHOBM 3aKoHMU

Jurnamuka je 061acT MEXaHUKE KOja ce OABU IPOYIABAHEM KPETakha MaTepPH-
jasrHEX objekarTa M mejcTBUMA KOja TOM IpHankoM Hacrajy'. Hajsumre mpocropa
he 6uTn nmocseheHo JUHAMUIN HajjeIHOCTABHUJEI MOJIEIa MATEPUAJJIHOT 00jeKTa
- auHaMuI| Marepujasine Tadke. (OCHOBHE HJeje W KOHICITU KOju Ty Oyiry
Oun pa3BUjeHu KacHUje fie OUTHU yOIIITeHN U MPUMEILEHN Y aHAJM3U KPETArha
cruCTeMa MATEPHUjaJHUX Tadaka, KPyTux u j1edopMabmIHIX TeJsa.

5.1 HbyTHOBM 3aKOHU MexaHuke

OcHoBHY 3aKOHU JUHAMIKE MaTepujaste Taduke ¢y Fbymmuosu 3axonu. Oun y
OKBHUPHMa KJAaCHIHe MeXaHUKe NMajy craTyc akcuoMma. Vako je Behuna yuramna-
IIa YIIO3HATa Ca BbHUMa, OBJe eMO X IIOHOBUTH y 00JinKy Koju he 6uTH morogas
7 32 JaJha YOIIIITABAIbA.

OcHoBHe ANHaMN4kKe BesindmnHe

YBeIMMO Hajlipe HeKe MOjMOBe U JMHAMUYKe BeJIMYHMHE ITOTPeOHE 3a jacHuje
pasyMmeBame HbyTHOBUX 3aKOHA U HUXOBE IIPUMEHE y JIMHAMHYKO] aHAJIM3N.
Cramse kperarba n npuHuun ogpeljeHoctu

V aHaM3su KUHEMATHKE MATEPH]JIHE TadKe je HATOBEINTEHO Ja CY BEeJUIHHE
koje oxpelyjy meno cmarve xpemarba GUII0 KOM TPEHYTKY BpEMEHa BEKTOP MOJIO-
»kaja r(t) u Bekrop 6p3une v(t). Ilopen Tora, Kperame ce yBeK IPOYYaBAIO

TonceTnmo ce: y craTuimu cy mpoyYaBaHH yCJIOBH PABHOTEYXKE MaTepHjaJHUX objeKaTa Moj
JIejCTBOM CHJIa, Kao U JedopMaliije Tesla KOje HacTajy y CTalby MUPOBakba; y KHHEMATUIIN, Kao
JleJly IMHAMUKe, IIpOoydaBa Ce KpeTame MaTepujajHuX objekara He3asucHo O jJejcraBa Koja
Cce TOKOM KpeTarba jaBjbajy.

127
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TOYEB Of MOYETHOT TPEHYTKA tg, OMHOCHO BAXKWIIO je t > to. Tume je memokymna
npeducmopuja Kpemarsa, TO jeCT KpeTarbe Koje ce JOTOANIIO Mpe MOYTeTHOT Tpe-
HyTKa t < p oCTaJla U3BaH OKBHUDa aHAJIHU3e.

OBaj mocTynak HaJia3W CBoje omnpasuame y Fbymu-Jlanasacosom npuruyuny
odpehernocmu. Y TpUMEHN Ha MaTepPUjaJIHy TadKy OH TBpjau cjenehe:

Cmarve kpemarsa mamepujasre mavwke y nowemmom mpenymxy to, r(to) uv(te),
jednoanauno odpehyje rwerno nomorve kpemarve r(t), t > to.

v(t,)

P@)

N(t)
K@)

Cauka 5.1: Hayempayuja npuryuna 0emepmunHudma

Ha Cynnu 5.1 je nirycTpoBaH IPHUHIIAIL JeTePMUHU3MA—HUCIIPEKUAIAHOM JIMHUJOM
je IpuKazaH J1e0 TPajeKTOpHUje MaTepHjaJIHe TatuKe KOjU IIPUIAIa IPEIUCTOPHjU
Kperama. [Ipunnmn ojgpeheHocTr ce HEITOCPETHO MOYKE YOIIITUTH HA KPETAHhe
cHCTeMa MaTepHjaHIX Tauaka M KpyTux Teaa’. OH HaM TOBODH U Ja CACTABHH
neo dopMmyalugje jeaHOI MeXaHHYKOr IpobJieMa YUHU I[T03HABAIbE MOYETHOT
crama Kperamba’—nouemnux ycaosa r(ty) u v(ty).

Maca n konuunHa kpertarba

Beh je manmomenyro ma maca mpejcraBiba jeJaH O OCHOBHUX KOHIIETIATA,
Mmexanuke. ['pybo rosopehwu, oma omparkaBa KOJUYUHY MATEpHje CAIPKAHY Y
HekoM Teny?. JemmHuIa Mepe 3a Macy je Ku0epaM, I TO je OCHOBHA jeAMHUIA
SI cucrema.

Wcrakanmo oBJie jiBa BaxKHa cBojcTBa Mace. IIpBo, cmarpahemo ma je maca
jesHe MarepujasHe Tadke Koncmawmua, m = const. Ipyro, ako ce mocMmarpa
cucmem mamepujasnur mavaxa Py, ... Py, auje cy mace mq, ..., my, oHga he

2Hanomenumo fa ce kog, gedopMabuIHIX TeJla JOIYINTa, IIOCTOjahe MOJEIa KOJH y3uMajy
003Up IOHAllIalke CHCTEMA KOje je IPETXOAUJIO II0YeTHOM TpeHyTKy. TakBu MaTepujaiu ce
30By MAMEPUJANU CA MEMOPUJOM.

3OBO, u3Melhy ocrasor, MeXaHWKy YUHNA (DU3NIKOM HAYKOM - Ja OM Ce IOYEeTHH YCJIOBHU
HEKOT' KpeTarba ITO3HABAJIN MOPajy OUTH u3meperu.

4NMako ce oa dopMysanuja Mo)Ke CMATPaTH 3aCTapeJOM—IION 3HAK IMHTAMba je MOTY
CTaBUTH CaBPEMEHA Ca3Hamba O CTPYKTYPH MaTepuje, Kao M PeJaTUBUCTHIKA ¥ KBaHTHA
dusuka—ona hie 3a Haie norpebe 6uTn cacBuM 3a70BosbaBajyha
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yKyIHa Maca cucrema M 6urn jegnaxa 30Hpy Maca IIOjeJUHIX Tadaka:
N
M=mi+ - -+my= E m;.
i=1

Jpyrum peumma, Maca je adumueha CKaAapHa 8eAUNUNA.

HNaxko je pedero Ja je 6psuna v(t) jeiHa 0/] BeJIMIMHA CTarba KpeTama, Mopa
ce HATJIACHTH J[a T'a OHA OIHCYyje CaMO y KMHEMATHIKOM CMHUCIY - HE CAJpPIKH
cy cebu nabOpMAIjy O MaTEePHjaAJTHUM CBOjCTBUMA ITOCMATPaHE TadKe. 3aTO
ce YBOIU TIOJaM KOAUMUME KPEMarba Kao JUHAMHUYKE KapaKTEPUCTUKE CTAMa
kperama. OnHa ce jeduHHUIIEe KAO MPOU3BOJ Mace MaTEPHUjaJIHE TAYKE U HHEHE
6p3uHe:

K =mv. (5.1)

W3 came nedunummje je jacHo ja JiBe MaTepHjaJiHe TadyKe KOje MMajy je/IHAKe
Gp3uHe, a paszamyanTe Mace, Helle MMATH jeiHaKe KojmdumHe Kperama’. OBy
BeJIMUMHY je y JuHaMuKy yBeo IbyTH, a Bujehemo ja fie ona u mema yonmrema
UrPATH KJBYYIHY YJIOTY ¥ IEJOKYITHO] JUHAMUIKO] AHAJIU3H.

HoyTHOBUM 3aKkoHNM

Popmynumumo casa EbyTHoBe 3akoHe Mexanuke. lako ce cmaTpajy Teme-
JbMMa KJIaCHIHE MEXaHWKe, OHU Ce OJIHOCE CaMOo Ha Marepujasy Tadky. Ocamba-
jyhu ce Ha wux, Ojiep je untas BeK nocye FbyTHa mocraBuo oCHOBE KHHEMATHKE
¥ IUHAMUKE KPYTOT TeJa.

Mpeu HbyTHOB 3aKOH—3akoH nHepuuje

IIpsu FbyTHOB 3aK0H, MO3HAT WM KA0 3aKOH mHepluje, 6wo je npe Fbyrna
nosuat jorr lanmunejy. On rracu:

Tauka ie ocmamu Yy cmarey Muposara ual jednoAuK02 NPasoAUHUICKO2 KPEMa-
1a cee dok nod dejecmeom cune we 6yde npunybena da mo cmaroe nPomeHu.

Hume ce nmocrynupajy aBa npupodra cmarea Kpemarba—MUAPOBAIHE U jETHOTUKO
[IPABOJIMHUjCKO KpeTambe—Koja he TauKa BPIIUTH aKo Ha by He JejCTBYjy HUKaK-
Be cuite. [lonamame Tauke he 3aBUCUTH O BEHOT CTamba KPeTama y MOYETHOM
TPEHYTKY: aKO je y TPeHYTKYy to MupoBaJa, oHja he muposatu u 3a t > to;
aKo ce y TPEHYTKY to Kperaja Op3mHOM V¢, OHIa he HacraBuTu ja ce kpehe
KOHCTAHTHOM OP3WHOM KOja je jeJHaKa [TOYeTHO]:

I‘(to) = Tro, V(to) =0 = I'(t)
ro, v(to) =vo = r(t)

ro, v(t)=0
ro + vot, v(t) = vo

I‘(to)

5To ce MOMke HIYCTPOBATH jeJHOCTABHMM IPUMEPOM. 3aMUCJIUTE Ja CTe MCKOPAUMIIA Ha
[eIIaYKy Ipeja3 U y MCTOM TPEHYTKY YIVIEJaJd KaKO BaM Ce jeJHAKOM OpP3MHOM, PEIMO
30km/h, ca JseBe crpane npubsnrkapajy 6unmksi u ayrobyc. Ayrobyc here HecymmuBo
JIO’KMBETH Kao Behy npeTiy 3a Barry 6e36ea60cT 360r HeyropeuBo Behe KojmdnHe KpeTarba.
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Mako je y crBapHOCTH HE3aMHC/IUBA CUTyallja y KOjOj Ha TadyKy He OU JiejcTBO-
BaJle HIKaKBe CHJIe, 3aKOH HHePIHje ce MOXKe IIPIMEHUTH Ha MaTePHjIHY TaIKy
M3JI0KEHy JIejCTBY CHCTEMA CIJIa, Uhja je Pe3y/ITaHTa jeJHaKa Hysm®:

F, = zn:FZ =0.
i=1

Hajzas, Tpeba pehu na unepyuja npeictaBiba TEHIEHIT]Y TeJla J1a 33JIPKU CBOje
TPEHYTHO CTale KPeTama. ¥ TOM CMUCILY C€ MaCG MOYKe TPETHPATH Kao Mepa 3a
nuepiyjy Tena. a Ou ce crame KpeTama MPOMEHUJIO MOPa IOCTOjaTH JIE€jCTBO
KOje yTude Ha merosy npomeny. Ha taj maunn npsu EbyTHOB 3aKoH moctysupa
CIJIy Kao JIejCTBO KOje M3a31Ba IIPOMEHY CTamba KpeTamba.

Opyrn HbyTHOB 3aKOH—OCHOBHM 3aKOH AUHaMUKe

Hpyru HbyTHOB 3aK0H mIpecTaB/ba OCHOBHU 3aKOH—OCHOBHU AKCHOM MeXa-
wuke. OH moOCTy/IMpa Jla je CHIa, KAao y3POYHHK IIPOMEHE CTakba KpeTarba,
jeTHaKa ITPOMEHH KOJUYIHHE KPeTarha TOKOM BpeMeHa:

IIpomena Koaunune Kpemara mamepujaste mavke jednaka je cuau Koja Ha my
mauky dejecmeyje:

dK
K=—"—=F. 5.2
p (5:2)

Nmajyhn y Buny nedbununujy konmumaune kperama (5.1) u OpeTnocraBky ja je
Maca MaTepHujaJiHe TadykKe KOHCTaHTHA, m = const. ogakie ciaequ r = 0, u3BoJ
KOJIMUMIe KPeTarba [0 BPEMeHy ce MOxKe samucard y obmuky K = mv = ma.
Tana ce npyru HbyTHOB 3aKOH MOXKe U3PA3UTH HA MO3HATH HAYUH:

ma=F. (5.3)

Cauxa 5.2: Haycmpayuja dpyeoe Fbymmosoz 3axona

IIpumernmo Hajupe Jla ce 3aKOH WHEPIHje MOXKe JOOMTH Kao IMOCJIEe U,
japyroro IbyTHoBor 3akoHa. AKO Ha TadyKy He JejcTBYjy HUKakse cuie, F = 0,

60Ba unmenuma je y crarunu MarepujasiHe Tadke Kopuurhena 3a hopMyIHCaHe OCHOBHOT
yCJI0Ba paBHOTEXKE.
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OHIa BE‘L}KI/I7 :

K=0 = K =mv = const.

Ilomrro je m = const., omasze cieau ga he ce Tauka MO HABEJECHUM YCJIOBHMA
KpeTaTu KOHCTaHTHOM Gp3uHoM mim he Muposaru (ako je v = 0).

Axo je TauKa M3JI0KEHA JIEjCTBY CHCTEMA CUJa, Ko INTO je NPHKa3aHO Ha
Coumm 5.2, 1HUXOBO JI€JCTBO Ce MOXKE 3aMEHUTH Pe3yJITAHTOM, Ia e ce Tadka
KpeTaTH carjiacHO JipyroM EbyTHOBOM 3aKOHY IO JI€jCTBOM pe3yJITaHTe:

Tpehn HbyTHOB 3akOoH—3aKOoH akuuje n peakuuje

3akon akipje 1 peakiuje IMOCTyJIupa CUILy Kao Y3ajamHo MEXaHuIKO JejCTBO.
On riacn:

Jlee mamepujasre mavwke dejcmeyjy jedna ma dpyey CuAAMA UCTMOZ MPABUA,
JEOHAKUT UHMEHZUMEMA, & CYNPOMHUL CMEPOSA:

Fy = —Fys. (5.4)

Axo ce koHCTaTYje 1a HA HEKY MaTepUjasIHy TadKy (Teso) JIecjTByje Cuia, OHMIa

ce MOpa yKa3aTd Ha ro resio (Tauky) Koja mpeiacraBiba “u3Bop’ Te cuied.
y APy y 1

OBo ykagyje Ha JBa HAYMHA Ha KOja C€ MOXKE€ OCTBAPUTH JI€jCTBO CUJIE:
1. AUPEeKTHU - HENOCPEIHUM KOHTAKTOM J[Ba TEJA;

2. MHJIUPEKTHU - MOCPEICTBOM (DUBHIKOL 1I0Jba (TUIINIAH IPUMED j€ JejCTBO
PABUTAIMOHOL 10Jba, 3€MJbe Ha TeJIa y E-eHO] OJIU3KHMY).

R K
N
p

s
|

Caura 5.83: Tpehu Fbymmnos 3axon u 6e3aHO Kpemarse mawke

7OBa pesanuja mpeAcTaBiba npeu unmezpaa jenuaudune (5.3), jep je HajBumM H3BOX 3a
jelan peJi HVXKHM Hero y mnosia3uoj jexnadnuan. O npBuM MHTerpajuMa he Buile pedn OuTu
KacHHje.

8Usyserak uMHE CaAMO MHEpIMjaJHE CHJIE KOje HACTajy IPUJIMKOM DEeJaTHBHOI KPETarba
TayKe y OJIHOCY HA HEWHEPIMjaJHU KOOPJWHATHU cucreM. Fbuxos ce ‘“mspop” Hamasu y
IIPEHOCHOM KpeTarby IIOKPETHOI KOODJUHATHOI CUCTEMA.
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HanomeHa o Be3aHOM KpeTarby Tauyke. 3aKOH akIlje U PEakilhje ce HAJIA3N
Yy OCHOBHU HpHHIHUIA ocjiobahama o1 Be3a. ¥ cilydajy HEIOCDPEIHOI KOHTaKTa
[IOCMATPAHO TeJIO U Be3a (TesIo Koje OrpaHnvaBa Uild IOTILYHO CIPeYaBa HeroBo
KDPETame) y3ajaMHoO JEjCTBY]Y jeIHO Ha JIPYTo CHJIAMa y CATTIACHOCTH ca Tpehnm
Hbyrnosum 3akonom. Camum TuMm ce u apyru Hbyrnos 3akon (5.3) 3a Besano
KpeTame TadKe MOpa JOIMYHUTH:

ma=F +R. (5.5)

Ca F je osmadena pe3ylTaHTa aKTHBHUX CHJIA, a ca R pesysranta peakimja
Be3a.

Oanambepos npuHuun

[TocMaTpajMo BE3aHO KpeTarhe MaTepHjaJIHe TauKe OIMHUCAHO jejHadnHoM (5.5)
" JePUHUIIIAMO UHEPUUJAAHY CUAY:

F" = —ma. (5.6)

Omna je 110 UHTEH3UTETY jeJHAKA MMPOM3BOLY Mace TadKe W FHEeHOT yop3ama (u3-
BOJIy KOJIMYUHE KpeTarba), aji je CympoTHOr cMmepa. VHepumjanma cuia je
crierbUYIHA U IO TOME IIITO, 33 PA3JIUKY O/ aKTUBHUX CHJIA U peakilnja Be3a,
He oJIparkaBa JIejCTBO APYIHUX TeJsa, Beh IpencTas/ba HOCIEIUIly KpeTama. Ko-
pumrhemeM oBor nojMa jeanadnta (5.5) ce MoKe 3amucaT y o0JIHKY:

F+R+F"=0. (5.7)
R Fin

P

a F

Caura 5.4: Hanrambepos npuryun

Iobujena jeiHaduHa IpeIcTaB/ba MaTeMaTuIky 3anuc JlaiambepoBor npuHInIa
KOjU TJIaCH:

AKo y c6aKOM MPEHYMKY KPEMAIA AKMUBHUM CUAAGMG KOje 0ejcmeyjy Ha Ma-
MEPUJAAHY MAUKY U PEAKUUIAMA 8€3a 000GMO UHEPUUJAAHY cuny, onda he maj
cucmem cuaa bumu Yy paBHOMEINCY U HA 1e2d Ce M02Y NPUMEHUNU CEU 3AKOHU
cmamuxke.
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Kao mro ce Bumau, JasamMGepoB NPUHIAI OfpakaBa TEHJIEHIU]y Jia ce je/l-
HaYMHE JIMHAMUKE Hamuiry y (hOpMU jeIHAYNHA CTATHKE U PEeiaBajy MeToIaMa
KapaKTePUCTHIHUM 32 HCIHTHBAE PABHOTEXKE Tesa’.

3rogHa wiaycrpanuja npumene JlamaMOGepBoOr NMPUHIUNA jaB/ba TPUJIMKOM
onpehuBama 00/MKa CJI000/(HE MOBPIIUHE TEYHOCTH Y IOCYAHM KOja ce obphe
OKO BEPTHKAJIHE Oce. ¥ CTamy MUDOBalba CJI000/HA IOBPINUHA j€ paBHA U
xopuzoHTasHa. MeljyTum, ako ce mocyna o6phe KOHCTAHTHOM yraoHOM OP3WHOM
W, MOT'Yy Ce YOUUTH HHEPIMjaJHe CHjle y CBaKoM Jenanlly (eJeMeHTapHO] 3ampe-
MuHu) TeuHocru. Tama je moryhe MuUpoBame TEUHOCTH Y OJHOCY HA IIOCYIY
(pestaTuBHA paBHOTEXKA), ajn lie ce ycjiel| IPUCYCTBA MHEPIUjaJIHAX CUJIA CJIO-
6OHA IOBPIINHA TEYHOCTH 3aKPUBUTH I HMATH 00IHK 06pTHOTr mapaboonnal’.

WUHepuujantin pedepeHTHN cncremn

YV cBUM HaBeJIEHUM TBpDhemUMa Koja Cy Ce OJIHOCHJIA HA JUHAMUKY MaTepH-
jaJstHe TadKe I10/Ipa3yMeBaJIo Ce Jia OHA BPIIMH KPETAamhe y OJHOCY Ha HEIMOKPETHO
pedepenTHo Teso. Mako je mieja HemoKpeTHOr Tejia cama 110 cebu mpobiiema-
TUYHA, Y TEXHUUYKAM MPOOIEMIMA Ce TeJia Be3aHa 3a MOBPINUHY 36MJbE MOTY
TPETHUPATH YIPABO TAKO.

OBo nuTame AeTIMITHO MOYKe OUTH PEIeHo yBohemeM IojMa UHePUUjanHoe
pedepernmmoe cucmema'? (renma). 3a ase pedepenTHa cECTeMa KazKeMo Ja Cy
WHEPIHjAJHU aKO Ce jeJIaH y OJIHOCY Ha JApYTru Kpehy je HOTHKO MpaBOJIMHIjCKH.
OBakBOM JIe(hbUHUIjOM Ce He U3/[Baja jeJaH—IIPUBUIETOBAHN PeEePEHTHU CUCTEM
KOjU HA3WBaMO MHEPIHjaJHuM, Beh yuTaBa Kjaca pedepeHTHUX CHCTeMa Koja
mocejIyje OBO CBOjCTBO.

36or gera cy nHeprujaJgHu pedepeHTHH cucreMmu 3Hadajau! [locmarpajmo
KpeTame MaTepujajHe Tadke P y OMHOCY HA JBa HHEpIMjaIHa pedepeHTHA
cucrema S ca Jlekaprosum ocama Oxyz u S’ ca ocama O’z'y’z’. Bes ryburka
OIIIIITOCTHU MO2KEMO ITPETIIOCTaBUTHU J1a C€ CUCTEM Sl erhe KOHCTaHTHOM 6p3I/IH01VI
V' y upasiy x—oce y ojiHoCy Ha pedepeHTHHU cucTeM S, KaKO je IMPUKA3aHO Ha
Cournu. BekTopu mosiozkaja MarepujasiHe Tadke y OJHOCY Ha OBE KOOpPIMHATHE
cucreMe Cy:

—
r:(ﬁ:xi—l—yj—l—zk; ' =0P =2"i+y'j+ 72k

N3mehy koopamuara Tavaka y oBa JBa KOODJIMHATHA CACTEMAa MOCTOju cJieeha
peJiarmja:

=2 +Vt; y=9y; z=2, (5.8)
mrro ce yBohemem BekTopa Op3une V = V' i moxke 3anucatu Ha cienehn nHaunn:

r=r+Vt (5.9)

906uumHO ce Kaxke Ja Ce aKTUBHE CHJIe, PeaKilije Be3a I WHEPIHjaIHe CHIe TOKOM KDeTama,
Hajla3e y OUHAMUYKO] PABHOMENHCU.
1006pTHE mapaGosons je MOBpHI Koja ce mobmja poTammjoM Tapaboje OKO HeHe Ooce
cuMeTpuje.
HKama ce roBopu 0 pedbepEeHTHOM CHCTEMY MUCIIH Ce Ha KOODIMHATHH CHCTEM KOjU je Be3aH
3a pedepeHTHO TeJIo.
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Cauka 5.5: Hnepyujaaru pepepernmmy, cucmemu

Hudepennupamem pesanuja (5.8), omrocHo (5.9), mobuja ce Besa uzmebhy
Op3uHa TadKe Y WHEPIUjaTHUM CHCTEMUMA

i=d 4V, y=v; =4 & v=v +V.

Axko 61 ce pedepeHTHE cECTEM S TPETUPAO Ka0 HENOKPETHHU, OHJja Ou V Ipe-
cTaB/basa ancoaymny 6psuny, a v' pesamueny 6psuny. Hajsazm, jom jemamo
nudepeHIIpame HAC JOBOIM JI0 Bese n3MeDy yOp3ama Tadke y YHEPIHjaJHIM
KOODJAMHATHAM CHCTEMUMA

i=3 j=9; (=% & a=a. (5.10)
Onasre ciaenu 1a cy yop3ama TadKe Y HHEPIUjaJTHIM KOOPAUHATHAM CHCTEMUMA
jemnaka. OBa YHE-EHUIIA je OJ] IPecy/IHOT 3Havaja y (opMysncamy [ammiejeBor
[IPUHITUIIA PEJATHBHOCTU KO BaXKM y KJIaCMYHOj Mexauunu. TpaHcdopmarimja
(5.8) ce 3oBe [aaunejesa mparchopmanuja, & caMm IPUHIUII TBPJU Jia 3aKOHH
MeXaHWKe UMajy MUCTH OOJIMK y CBUM WHEDIMjaJHUM CHCTEMHMA (CHCTEMUMA
noBe3aHuM lanmiejeBoM TpaHcHOPMAIoM).

CTpykTypa cuna n OCHOBHM 3ajaun AuUHaMuKe

C ob3mpom Ha cTpyKTypy apyror Hbyrrosor zakona (5.2), ommocuo (5.3),
MOYKE Ce IOCTABUTH CTPYKTYpPe aKTHBHUX cmila y auHamvumu'?, OcnamarbeM Ha
Hyru-Jlannacos npuniun ogpeheHOCTH MOXKe ce MoKa3aTh Ja aKTHBHE CUJIe
MOT'Y 3aBUCHTH OJi BpEMEHa t, TO0JI0¥KAaja TadKe I' U IheHe Op3uHe V:

F =F(t,r,v). (5.11)

Cute He MOTy 3aBUCUTH O] yOp3ama mMarepujajHe tauke. ako ce cTpyKTypa
cuia (5.11) cyrenn U3 TEOPHUjCKUX pasMaTpamba, OHA Ce MOYKE OTBPANTH 1 eKCIIe-
pumenTtuma. [IlTaBuine, aHAJIUTHIKN OOJIUK KOHKDETHUX AKTUBHUX CUJIA C€ IO

12V npobireMuMa CTaTHKE aHAJTU3UPAJIH Cy CE IPOGIEMH Y KOJUMa Cy CHJIe G1jle KOHCTAHTHE.
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npasuity oapelyje Ha OCHOBY €KCIIEDUMEHTa, UJIU CE TEOPH]CKH IIPETIOCTAB/LEHN
Mozien Bepudukyje mopeljermem ca eKCrepuMeHTaTHAM HOJAIIMA.

Nwmajyhn y Buny jenuauunmy (5.11) u apyru Fbyrros 3akon (5.3), kao u nedu-
nunuje 6p3une u yoOp3ama MaTepujajiHe Tauke, Vv = I 1 a = ¥, OCHOBHH 3aKOH
JMHAMUKE ce MOXKe 3amucaT y ciegehem obuky:

mi = F(t,r, 7). (5.12)

TTonazehn oz oBor 3amuca Mory ce OpMyJIUCATH JIBA OCHOBHA 338/1aTKa JIMHAMIKE.

Mpeu 3agatak—aupeKkTHU Npobnem

Hupexktau npobseMm guHaMuke ce dbopMmydwnine Ha ciefehn HadwH: HEeKa je
3a/1aTO Kperame Marepujaine tadke r = r(t); onpeauru cuiy F o amjnm ce
JIejCTBOM OJIBHja KpEeTarbe.

Ilomro ce 3a 3a7aT0 Kperame Tadke Op3mHa U yOp3ame MOTY jeqHO3HATHO
oapenutn, v(t) = r(t) u a(t) = ¥(t), TpaxkeHa cuIa ce MOXKEe OJIPEJUTH HEIo-
cpenuo u3 apyror Ebyraosor 3akona (5.12):

F(t) = mit).

IIpumernmo fa ce y oBoM ciry4ajy cuia, y npunnuiy, oapebyje kao dynknuja
BpeMeHa, IITO 3Ha4YM 3 ce He qo0uja uadopMaImja o0 mheHOj CTPYKTYPH HATO-
Bemrenoj jemmadnnom (5.11). Umak, y mpobieMuMa BE3aHOT KpETarba TadKe
ommucanor jegaaauaoM (5.5), aKo je OCHM KpeTamba IIO3HATA U CTPYKTypa aKTHUB-
HUX CHUJIa, OHJIa Cé MOTY OJIPDEJUTH PEeaKIyje Be3a:

R(t) = mi(t) — F(t,r(t), i(t)).

MNpumep 5.1 JTugm, wuja je maca 3ajedno ca nymruyuma jedraka m, 3anouuroe
Kpemaroe u3 npudemna 6es nouemmne 6paune. Toxom npeoz unmepsaia Kpemaroa
t € [0,t1] xpehie ce jednaroybpsano xoncmanmuum yopaarvem ay > 0. ITomom,
y unmepsany t € [t1,ta], nacmaswa Kpemaroe KOHCMANMHOM OP3UHOM V1 =
v(t1) = const. docmuenymom Ha kpajy npemrodnoz unmepsana. Y nocaedrem
nepuody kpemara, t € [ta,ts], augdm ce xpehe jednaroycnopeno Koncmarmmum
“yenoperwem” —az < 0 do saycmaswarea y mpenymxy tz, v(tz) = 0. Odpedumu
CUAY 3aME3Arsa Cajae, Kojom je Audm noGe3an ca eAeKmpPOMOMOPOM, MOKOM
0602 Kpemaroa.

» VY oBOM IpODOJIEMY Ce TIOCMAaTpa MPABOJUHUJCKO KpeTame Judra. 3aTo
he ce ay»x mpaBIa Kperama yCcBOjuTH BepTuKaaHa Oy—oca ycMepeHa HaBuUIlle, a
KOOD/IMHATHHM [T0Y€TaK Ne ce CMEeCTUTH y MOYETHH I0JI0XKA] JIUTa—y IPU3EMIBE.
Ilomro je y nuramy Be3aHO KpeTare—Be3a je BEPTUKAJIHA cajia—oHO he ce
BPIIUTH II0JI JIEJCTBOM jeJIHe aKTHWBHE cuje, cujie texxumune F = mg = —mgj
yCMepeHe Ha JI0Jie, U jejiHe peakiije Bese, Cuje 3are3ama cajiie R = S = Sj.
Yopzame MaTepujaiHe TauKe Mermba ce Ha HAYUH OIICAH y TEKCTY 33/IaTKa, TAKO
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«—I1—o

Cauxa 5.6: Anaausa cuaa xoje dejecmeyjy Hna augm

18 IMaMo’3:

ma1j7 te [07 tl]v
ma = maj = { 0j, t € [t1,ta];
_ma?)j? te [t2a t3]

Opnarre crenn na apyru Hbytros 3akon (5.5) 3a 0Baj mpobyiem riacu:

ma =mg + S,
OJTHOCHO y CKAJIADHOM OOJIHKY

ma = —mg+ S.

360r paziuanTe CTPYKType yOp3arha TOKOM KpeTama, OHO Cé MOPa, AHAJIU3UPATH
3a CBaKM MHTEPBAJI IIOCEOHO.

1. ummepsas: t € [0,t1]. Tokom oBor mHTEpBasa Baxu ma; = —mg + Si,
OJTAKJIe CJIEIH JIa je CUJIA 3aTe3arba YKeTa:

S1 =mg + mas. (a)

OBie ce BUIH Jla ce TOKOM yOp3aBarmba JHMT CyIPOTCTaB/ha IIPOMEHH ITPBOOUTHOT
CTamba—CTalba MAPOBAbA—INTO ce MaHudecTyje BelinM MHTEH3UTETOM CHJIE 3a-
Te3arba cajie (y ofHoCcy Ha cumily TexkuHe yBehaH je 3a maq).

2. ummepsaa: t € [t1,t3]. Y oBom mHTepBasy saudr ce kpelie jegHONNKO,
yOp3ame je jelHAKO HYy/IHM, a CUJa 3aTe3armba cajie je jeqHaka CUIU TeXKUHE
mudTa:

Sy =myg. 6)

3. unmepsan: t € [ta,t3]. Tokom oBor uuTepBasa yudT ce Kpehe ycropeno,

ma mMaMo —mas = —mg + S3, ofakye ce 100Mja ma je cajia 3aTerHyTa CHIOM:
Ss = mg — mas. ()

I3Tlomro ce Tokom unTepsana t € [t1,t2] mubT kpehe jenHonmuxo, yépsame je jeHaKo HyIH.
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OB je cuia 3are3ama cajiie yMameHa 3a BpeIHOCT mas. YV 0Bo je pesysrar
TEXKIbe TeJa A 33JIPXKU 3aTEUCHO CTAlbe KPETAaba—y OBOM CIYUa]y je/IHOIUKO
KpeTarbe TOKOM MTPETXOAHOT HHTEPBAJIA.

Ananawnza jenmaunua (a), (6) m (B) moka3syje ma je cuia 3are3ama cajie
jeJTHAKa CHJIA TEXKHUHE JTUMTA CaMO TOKOM je/IHOJINKOT KpeTama. Y HHTEPBAJINMA
yOP3aHOT U YCIOPEHOT KPeTama OH Ce PA3JINKY]je O/ CUJIe TeXKUHE, IITO je TocIe-
Juna nHepIyje audra—TeHeHIrje Ja 3aJpXKU CTabe KPeTama y KOM ce HaJla-
3H0.

OBoMm mpobsieMy ce MOKe MPUCTYIUTH U Ca CTAHOBUINTa mpnMene arambe-
posor mpuammma (5.7). Hamve, maeprujamma cuma F™ = —ma, Koja ypasHO-
Te)XKyje CHIIy TeXKMHE U CHIJIy 3aTe3arba Cajiie, jaBjba ce TOKOM mpBor u Tpeher
uHTEpBaJa KpeTama. Tana u3 jennaunna (a) m (B) 3amcra BUAMMO JIa Ce TIO-
Behambe, OJIHOCHO CMAIEHe MHTEH3UTETA CHJIE 3aT€3arba Cajjie y OJHOCY CUJLY
TeXKUHE jaBJba YCJIE] IIPUCYCTBA WHEPIIHjaIHe CUJie. <«

Opyrn 3agatak—uHeep3Hu npobnem

Nusep3uu npobieM quHaMuKe riaacu: 3ajara je cusa F (¢, r, v) koja gejcrsyje
Ha MaTepUjajHy TadKy TOKOM KpeTarba; OJpeJuTH Kperarbe Tadke r(t). Opaj
3a/IaTaK Ce YeCTO HA3UBA U OCHOBHU IIPOOJIEM JIMHAMHUKE.

OBaj mpobuteM je y MATeMaTHIKOM CMUCITY CJIOXKeHUju o aupektHor. ok ce
KO/ IIPBOTI' 33J]aTKa pelllaBaibe CBOJN Ha IOCTyNaK JudepeHnupama, y JIpyrom
ce MOpa BDIIATH HHTErpanuja. AKO ce moriega cTpykrypa jeanadnue (5.12),
OHJIa Ce MOZKE IIPUMETHTH /I3 je KPeTarhe TauKe "CKPHBEHO” 13a Apyror n3sonal?.
3aro je onrosapajyhu cucrem qudepeHnuja Hux jeHaINHA HEOIIXO/THO JIBA Iy Ta
WHTErpupaTu Ja Ou ce OJIPESUIO KPeTambe.

Kao mro je nmoznaro, y mporecy mHTerpalje 1ojaBjbyjy ce MHTerDaIoHe
koucraute. [la 6u Kperame OUIO jeJHO3HAYTHO ofpeheHo MOpajy ce U OBe KOH-
CTAHTE OAPEUTH. 3a TO je HEOIIXOIHO IMO3HABAILE NOUEMHUL YCA080 TTPODIIEMA,
r(0) =rg u v(0) = #(0) = vg. Tex je mBUXOBAM 3a/1aBabEM WHBEP3HU MPOGJIEM
normyHo dpopmyaucan'®.

AnanuTuyko pemmasarbe pobiieMa JIMHAMUKE [oJIpa3yMeBa ojpeluBame Kpe-
Tarba TadKe Y OJJHOCY Ha HEKU KOODJMHATHH CACTEM. JeJHadHnHe KOje ce Ha OBaj
HaduH J06ujajy u3 apyror IbyraoBor 3akona (5.3) 30By ce dudepenyujanme
jednavune xpemaroa. Ha mpumep, y JleKapTOBOM KOODIMHATHOM CHCTEMY, ¥ KOM
ybop3ame riacu a = £i+§j, a npojeknuje cuite cy F = Xi+Yj, nudepennujanne
jenHadMHe KpeTama rjace:

mi=X; my=Y. (5.13)

AKO ce UCKOPHCTH IPUPOJIHE KOODJAUHATHH CUCTEM y KOM yOp3ame uMa CTPYyK-
Typy a = ve; + (v2/Ry)e,, a mpojeknuje cuie ce MOTy NPUKA3aTH y OGJHKY

14y maremaTumukom cmumcty, Apyrn FbyTHOB 3akoH maje mudepeHImjanHe jeaHaYUMHE
KpeTama MaTepHjajHe TadyKe y BHJy cHCTeMa AudepeHInjalHuX jeJJHaYNHA JPYror peja.

150Ba Bpcra npobiieMa ce y Teopuju audepeHnuja HIX jeIHAYNHA, HA3UBA NOUSMHUM UITH
Kowujesum mpobieMoM.
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F = Fie; + F,e,, mudepennujaine jeJHaUNHE KpeTamba IyIace:
mo =Fy; m— =F,. (5.14)

Mpumep 5.2 Mamepujarna mauxa mace m Kpehe ce Yy TOMOLEHOM NONY CUAE
Bemmune meorce. Ca sucune hg usnad nospuwure 3emme bauena je 8eEpmuKaNHO
yeuc opaurom vy. 3anemapyjyhiu cee cuase ocum cuae mestcune odpedumu:

a) Kpemarse mamepujasne maske;
6) sucuny aema H mauxe nosasehu od napamemapcke jednauumne Kpemarba;

8) Gpsuny mauxe y Pynryuju noroocaja u noaazehiu 0d oge jednavure odpe-
Jumu, BUCUHY AEMA TAYKE;

2) KO Cneyujasnu caytaj anaiusupamu caobodnu nad mavwke (vo = 0) u
odpedumu 6p3uHy Mauke NPUAUKOM YAapa 0 Mao.

\ &S

Cauxa 5.7: Junaumvwka anaau3a Kpemara mavwke

» Onaj mpobieM je y MeXaHHUIX TO3HAT O] HA3UBOM GEPMUKAAHY TUMAY,.
Bynyhu na ce pagu o Beoma jemHoctaBHOM mpobisieMy Jsomyctuliemo cebu fia ra
MoCMaTpaMo y HajommTujeM Moryliem obyinky. JejnHa mpermnocraBka, Koja ce
MOKe U JIOKa3aTH, bulie Ja ce tauka kpehe y Beprukainoj Ory paBHU.

Dopmupajmo Hajipe JudepeHnujaaHe jeHadnHe KpeTama U (GOPMYIUIITNMO
noderHe yciose. llocMarpajMo Taduky P Mace m y TPOM3BOJLHOM TOT0XKajy'S,
npukazanoM Ha Counum 5.7. Tlomro ce kpehie camo mos 1ejcTBOM CuJie TeXKUHE

mg, g = —¢gj, Apyru IbyTHoB 3akon he rracuru:
ma = mg,
a nudepennujasine jenHaunte kpearwa (5.13) he Guru:

mi =0; mj=—mg. (a)

16080 je mocrymax koju hie ce yBex mpumemsuparu. OH je Hy»KaH 3aTO INTO IPHUIIHKOM
dopmysncama IpobiieMa HHje yHAIpeJ, IO3HATO KpeTarmhe TadKe.
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Bes ryburka ommTocTH MOXKEMO MPETHOCTABUTH JI& Ce y MOYETHOM TPEHYTKY
TadKa HAJIA3WIIA HA Y—OCH, OJAKJIE CJIEIH /1A je TOYETHO CTAhe KPeTaha OIICAHO
cireehuM pesanujamas

r(0) = hoj;  v(0) = 1(0) = voj,
OJaKJIe cJede IIOYEeTHHN yCHOBH HpO6HeMa:

z(0) =0;  &(0) =0; (©)
y(0) = ho;  §(0) = vo. (8)

Samnounumo ojipehuBaibe Kperama aHaJIu30M y paBily x—oce. V3 jejgnadune
(a); creau'’:
. di .
i=—=0 = (t) =Ci = const.
dt
WMurerpanujom jobujene jennadunne jg00Hja ce ONINTE PEIIEIHE 38 KpPETare y
MIPAaBILY & —OCe:

l'(t) = /C1dt = Cit + Cs.
Unrerpanumone koucrante C1 u Co oapehyjy ce u3 nouernux ycmosa (6):
Opasre cienu Ja MarepHjaiHa Tadka Hehe BPHINTH KpeTaibe y IPABIY & —OCe
jep je'®:
z(t) = 0 = const. (r)

Wurerpanujom jenuadune (a)s M0 BpeMeHy J00Hja ce:

dj .
1
y(t):/y’(t)dt:/(fgtJrDﬂdt:*59t2+D1t+D2-

Kopuniliewem nouerHux yciosa (B) oxpenulie ce nHTerpamnuosne Koucranre Dy
n Dg:
y(0) = Do = ho;  9(0) = D1 = vy,

TaKo Jja IapaMeTapcKa jeJJHadiNHa KpeTama y IIPaBIly y—oce IJIACH:
1 2
y(t) = —égt +U0t+h0. (,ZL)

OnaBme ce BUAM Ja MaTepUjaHa TAYKA BPIIU jeHAKOMIPOMEH/BUBO KPETAE ¥
BEPTUKAJIHOM IIPaBILY.

17AAKO je HU3BO/JI HEKe BeJIMYMHEe je,HHaK HYyJIH, OHIA je Ta BEJIMYWHA KOHCTaHTHa TOKOM
BpeMeHa.
180,[[&TJIE U IIOTHUYE HA3UB BEPTUKAJIHU XUTAILL.
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Tauka he ce 10 JocTu3ama HajBUINEr ITOJI0XKAja KPETATH HABUIINE, ja Ou
IIOTOM HACTABUJIA KPETarbe HAHMKEe. 10 3HAYU Jla Ce y HAJBUINEM IIOJIOXKA]Y
BPIIE IIPOMEHa, cMepa KpeTama. lIpermocraBuMo 1a je HAjBUIIN MOJIOXKA] J1OC-
TUrHyT ¥y TpenyTKy t = 1. Taja numamo:

§JT)=—-gT+v9=0 = T=-2,
g

OJIaKJIe CJICN /I je BUCHHA JIeTA:
U%
H=vy(T)=—+ ho.
y(T) 5 + ho (H)

Bpsuna tauke y byHKIUjI mo0Kaja ce MOYXKE OIPEIUTH €TUMUHAIIjOM
BpeMeHa u3 jepnadnnaa y = y(t) u y = y(t):

. .2 2
vo — Y . Yy —
=209 = ho—
p y() 0 2
OJTHOCHO,
1 -2 2
207 —vg) = —g(y — ho)- (e)

Onasge ce 3a y = H u § = 0 gobuja pesymnrar (h).

Ho jennaunne (e) Moxe ce jjohu U HA PYTU HATHH—PENAPAMEMPUIGUUJOM.
Axko ce mpermocTaBu fa je 6p3uHa § yMecTo y (QYHKIUJU BpeMeHa ¢ n3parkeHa
y dyakuuju koopauaare y, § = y(y), OHJa ce yop3ame Tadke MOXKe JOOUTH Kao
M3BOJ, CJIOKeHe (hyHKITje:

j= Lyl = WYy ()
Y=w""Y T ayar T Vay "

Kopumhemewm pesynrara () y audepeHInjanto] jeJHaIuHI KPETabha, 3a Y —O0Cy
MOr'Y C€ Pa3/BOjUTH IIPOMEH/bUBE:

. .dy .
b=y =-9 = ydy = —gdy,
Yy

OJIaKJIe ce MHTEerpamujoM jobuja:

L. 1.
/ydy:—/gdy = §y2:—gy+0~

Kopumiliemem nmouernux yciosa (B) gobuja ce:

w5 = —gho + C,

N

oflakJIe cyenu penanuja (e).
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Hajzan, jeqnaunna cmobomnor majga ce gobuja Kaga je vg = 0:

1
y(t) = —§gt2 + ho.

Tokom oBOr KpeTama Tadka ce kpehe Ha J10/1e, a TpeHyTaK MaJia TadKe Ha TJI0
ce oxpehyje u3 yciona:

y(t1) =0 = &1 =4/—.

Bpsuna tauke y TpeHyTKy najza je:

v = gY(t1) = —+/2gho.

5.2 Cwune y mexaHunun

V ommrreM ciIydajy cusie Koje ce jaB/bajy y MEXaHUIKHAM IPOOJIEMUAMA MOTY
3aBHCHTH O BpeMeHa t, nosoxaja r u 6psune v, F = F(t,r,v). Mebhyrum,
KOHKDETHE CHJIe UMajy CHEIIMUIHY CTPYKTYPY Koja ce obudHOo yTBphyje omna-
skameM (excriepumenTtoM). Osjie hie 6uru HaBeieHe HEKe OJf IbHX.

Cune kao dyHkUMje nosoxaja

Tunuaan npumep cuite Koja 3aBUCH OJ] MOJI0Kaja jecte Fbymmosa epasuma-
yuona cuna. To je yHUBep3asHa IPUBJIAYHA CHJIA KOja ce jaBiba m3MeDy cBHUX
MaTepHjaJHIX Tela. AKO MOCMaTpaMo JiBa Tesa (MaTepHjaHe TadKe) Maca 1My
U Mg, OHJA je BUX0BA CHJIA y3ajaMHOI' IIPHUBJIaYerha IPOIOPINOHATHA MacaMa
Teja, a OOPHYTO IPOIOPIIHOHATIHA KBaIPATy PacTojarba 1 u3Mehy mux:

mims

F=y—F

r
KoncranTa nponoprmonanioct vy = 6.67 x 1071 Nm? /kg? jecre ynupepsasma
rpaBUTAIIOHA KOHCTAHTA.

Hanomenumo 1a je 1os/be rpaBUTAIMOHE CUJIE HEKOT TeJja IMEeHTPATHO CUMET-
PUYHO, aKO Y HeroBoj OJIM3UHU HEMa JPYTUX Teja cindne Mace. /lejcrBo rpaBu-
TAIFOHOT 1I0Jb& Ce MOXKe IPUKA3aTH U Ha yIpomheH Ha4YWH aKo Ce IOCMAaTpajy
TeJa MaJnX AMMEH3Mja KOja BPINe KpeTame y HemocpenHoj 6m3uHe 3eMibruHe
noBpInHe. Tajia ce OHO MOXKe TPeTUPaTH Kao0 XOMOI'€HO II0Jbe ITapaJIeTHIX CHIIa
KOje Cy IIPOIOPIIMOHAJIHE MacCH TeJIa:

F =mg,

a g ~ 9.81m/s? je rpasurammono y6paame.
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Cun yHUBep3aJIHe TpaBUTaIMje BPJIO je camdna Kyaonoea eaekmpuuna cu-
aa. Ona ce jaB/ba n3Mely HaeIeKTPUCAHUX YECTUIA, ITPOTIOPIINOHAIHA, j€ FHIXO-
BUM HAEJIEKTPUCABUMA ¢1 U g2, & OOPHYTO HPONOPIMOHAIHA KBAJIPaTy PacTo-
jama umamelhy gectura:

F= kqng,
r

JIOK je KomcTanTa npornoprmonannoctu k = 8.988 x 10°Nm?/C?. Enexrpuuna
cmyTa MO¥Ke GHTH M IPUBJIAYHA, U OA00jHA, Y 3aBUCHOCTH OJ] KADAKTEPa, HACJICK-
TpHUCama.

Caura 5.8: IIpussawna YeHMPALHA CUAG U CUAG Y EAAGCTIUNHO] ONPY3U

Jlox rpaBUTAIMOHA W €JICKTPUYHA CUJIA MOJIEJINPAjy YTULA] (DU3UIKOL [10Jba
Ha [IOCMATPAHO TEJIO, JOTJE eJACTUYHE CUJIE, O KOjUMa je BUIEe pedn OmjIo y
IIPBOM JIeJIy TEKCTa, MOJIEINPajy HOoHaIame onpeheHnx Bpcra marepujaja. Y
KOHTEKCTY JMHAMUKe MaTepHjajHe TadyKe OHE Ce MOI'Y TPETHUDATH U KaO CHJIEe
KOje 3aBuce o moJiokaja. 1o je pesynrar Kopuinhema MOJETIa eAGCmuYHe
onpyee—jeITHOCTABHOT (PUBUTIKOT MO/IEJIA KOJU OIHUCYje eJACTUIHY WHTEPAKIIN]Y
MaTepHjaJIHe TadKe ca JPYTUM MaTePHjaJHUM O0jeKTUMa. ¥ Hajje/IHOCTaBHUjEM
ciydajy Masux JecbopMariyja, KOju y MOTIIYHOCTH OJIroBapa XyKOBOM 3aKOHY,
CUJIa y OIIPY3H j€ MPOIOPINOHAHA IeHOM U3y Kemy Al, a KOHCTAHTa IPOIOp-
[IMOHAJTHOCTH je KPYTOCT OIpYyTe C:

F = —cAl

Cune kao dyHkumje Op3uHe

V MeXaHWYKOM CMECJIy Haj3HAYAjHUjU IIPUMED CUJIe Koja je dhyHKImja Op3uHe
jecTe cuaa omnopa kpemarwy meaa xpo3 @ayud'®. Ona mMma mpasar 6p3uHe, a
CcMep CyIpOTaH oJ cMepa Kperamba. Fben ommrru 06/iuK riacu:

F, = _,.;f(u)%.

Komncranra nponopionasnoctu k ce oapebhyje ekciepumenrom. @ynknuja f(v),
KOja OINCYyje MeXaHu3aM HHTepakiyje Tesa ca (JiyugaoM, nopei Op3une Tesa

19()Ba CHJia Ce YeCTO Ha3uBa CHUJIOM BUCKO3HOTI TpE€mba.
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3aBUCH U OJ] FheIOBOT 00JIMKA, KA0 U OJ] TyCTHHE U BuCKo3HOCTH duynma. Ona
ce Hajyenhe jaB/ba y JiBa OOJIMKA:

f@)=av 1 f(v) =B

IIpBu ciaydaj je TunUyYaH 3a KpeTame MambUM Op3UHAMA ¥ JJAMUHAPHO CTPY]amhe
bayuma. pyrum obsmkoMm ce oOm<HO Mojeanpa Kperame BehuMm Op3umHaMa y3
TypOysieHTHO cTpyjame duynga. Osa cuiia je BaxKaH npumep Jucunamuere
cune, 0 yeMy he Buiie pedu OUTH y HACTABKY.

B

Fw/ __/P

Cauxa 5.9: Cuna omnopa u Jlopenuyosa cuna

Jlpyra KapakTepuCTHYHA CHJIa KOja 3aBucu o1 6p3uHe je Jlopenyosa mazrem-
Ha cuaa. OHa ce jaBiba MPIINKOM KPETarha HACICKTPUCAHE TECTUIEC KOIUTHHE
HaeJIEKTPUCAHA ¢ KPO3 MarHeTHO mosbe mHIyKnuje B. Jlopennosa cuiia uma

caenehn obauk:
F=¢gv xB.

Cune kao dpyHKuMje BpemeHa

Cute MOTY €KCILTUIIUTHO 3aBICUTH OJT BpeMeHa ¢ Y Pa3INIUTHM CATYyallijaMa.
Osze hemo naBecTH JiBe KapaKTEPUCTUIHE.

Cua Moxke 6uTm QyHKIHja BpeMeHa aKO ce MaTephjajHa Tadka Kpehe y
necmauuonaprom dususrom nowy?C. Jejam on IpEMepa je KpeTambe Tadke y
BPEMEHCKH IIPOMEH/BUBOM €JIEKTPUYIHOM II0JbY, BUAETH 3a/aTakK H.8.

Jlpyru Tui cuiia Koje 3aBHCe 0J] BpeMeHa jecy ynpassmavke cuae. Ome Moe-
JIIpajy CHOJBAlllbe JEejCTBO KOje je HyKHO MemaTH TOKOM BpeMeHa na Ou ce
ocrBapuo ojpehenn muss. Hajdemhe ce jaBpajy Kao IOrOHCKe cHJle, Ha IPUMED
MTOTOHCKYA MOMEHT Ha OCOBUHHU KON Bo3mwaa. OYHKIMOHAIHA 3aBHHOCT OBUX
cuIa Of BpeMeHa MoKe OWTm yHampes 3aiara mianm ce ompelyje perraBamem
YIPaB/bA4KOr IIpoOsieMa. Y OBOM JPYIOM CJIydajy JUHAMUYKH IIPOOJIEM IIPe/I-
CTaBJ/ba CACTABHU €0 33/1aTKA YIIPAB/bAIba.

Cwuna KynoHoBor Tpersa

Kyaomoso nmun cyso mpere ce jaBiba HA MecTuMa aoampa jasa Teia. OnHo
j€ TocIenIia XpamaBoCTH Teaa. 300T TOTa Ce OCHM CHJIe Y3ajaMHOT TPUTHCKA,

QOHO/Q HeCTallMuOHaApPpHUM (1)1/[3H‘IKI/IM IIOJbEM Ce€ II0/Ipa3yMeBa OHO II0Jbe KOje ce Memwa ca
BPEMEHOM.
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KOja MMa IIpaBall HOpMaJjie Ha MOBPINUHE Teja y TadyKU JOJUpa, jaB/ba U CHJIA
Tpema Koja ce HaJIa3! y TAHT€HTHO] PaBHU.

Excnepumentuma je yrepheno ga he Teso Koje ce Hajla3u Ha XpaIaBoj XOpHU-
30HTAJIHOj TOJJIO3W, & W3JIOKEHO je JIejCTBY CHOJbAIEbe XOPU30HTAJHE CHUJIE,
OCTaTH y CTalby MHPOBamba CBE JIOK CHOJBAIIbE CHJIa HE JOCTUTHE oapehemy
KputndHy BpegHocT. OBy cmily ypaBHOTEXKYje CHJIa TPEHma KOoja MMa CMep
CYIIPOTaH CMEPY ¥ KOM TeJIO TEXKH JIa Ce IOMEPHU y OJIHOCY Ha mojiory. pyrum
pednMa, Yy cmary Muposarba MHTEH3UTET CUJIe TPema ce MOXKe KpeTaru usMelhy
HyJIe U TDaHUYHE BPETHOCTU:

0< Fr < F,.
FTA
N
mirovanje
- A Fgr Tovane ; kretanje

F
F 3 >
T \ mg F

Cauka 5.10: Anaausa cune Kyaonosoe (cysoe) mpera

I'pannyna BpeHOCT cule Tpema ce YTBpDhyje eKCIepuMeHTOM, a OPOjHHI OIMUTH
Cy IIOKAa3aJIf JIa je OHa ¥ BEJIMKOM ODPOjy 3a IIPaKCcy 3HA4YajHUX CIIydajeBa IPOIop-
[IMOHAJIHA CUJIM Y3ajaMHOT IIPUTHCKA!

Fq'r:,uSN-

Crarnakn KoeUIUjeHT Tpema jis ce oapehyje eKCIepuMeHTOM U MOYKe 3aBH-
CUTH O/ CTalba MOBPIIMHA (XPAIlaBOCTH), BIAYKHOCTH CPEJMHE, TeMIIeparype,
KopuIhiema cpejcTaBa 3a MOJIMa3uBame U JIpyrux hakTopa.

Axo unrensurer akrusze cuse F nocrane Beha ox Fy,., Tes0 he ce HOKpeHyTH,
a MHTEH3UTEeT CHUJIe Tpema hie TOKOM KpeTama MacTH Ha BPEIHOCT KOja je HEeITo
Mamba o1 Fy, u onpehena je penanujom:

Fr =pupN.

JuHaMuyaky KoedUIIjeHT Tpema (tp UMa BPEJIHOCT KOja je Mamba OJ BPEJHOCTU
CTATHYKOr KoeHIMjeHTa Tpemwa, [p < [S.

Mpumep 5.3 Mamepujarna mauka mace m bavuena je 6epmukasHo yeuc Op-
3uHoM Vo. TOKOM Kpemarba Ha MAYKY OCUM CUAE CONCMEEHE MENCUHE ME,
yemepene wa doae, dejemesyje u Cuaa 0mnopa Kpemarby nponopuuoHaita 6p3u-
Hu mauke, R = —mkv, 2de je k xoeduyujernm omnopa.
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a) Odpedumu xkpemaroe mauxe (napamemapery jeonavuny u 6pauny y Gyrk-
YUju 8pemena,).

6) Odpedumu sucuny aema H mauke u aHaiusupamuy je rweny 3a6ucHocm oo
napamemapa Koju duaypuwy y pewersy.

8) Ynopedumu dobujenu pesyamam ca UCUHOM AEMA MAYKE NPUAUKOM KDe-
marea 63 OMNOPa 3a PA3AUNUME HYMEPUNKE nodamre.

» [lomrro je Tauka OavueHa BEPTHKAJIHO YBUC, & TOKOM KPeTarba HUje IIPeTIIOC-
TaBJbEHO JIa IIOCTOje CUjle Koje OU je CKpeHysle ca BepTHKAJHe IyTame, OHa he
ce KpeTaTH caMo Y BepTHKaIHOM mpapmy>'. IlomTo je Tama g = —gj, a v = 7]
n a = §j j, npyru Ibyraos 3akon (5.3):

ma=mg+ R,

P(t)
mg

Vo
P(0)

Caura 5.11: JJunamuvka anaiuda ruya Yy cpeduru ca 0mnopom

he mam matu cienehy nudepennujanny jenHadnny KpeTama:

my = —mg — mky,
OJIHOCHO,

i =—g—ky. (a)

Osna jenmaunna je npahena nmogeraum ycirosuma npobiema, r(0) = 0j u v(0) =
v0j, OJTHOCHO:
y(0) =0;  y(0) = vo, (©)

riae je 0e3 I‘y6I/ITKa OIIITOCTHU IIPETIIOCTAB/BEHO JIa TaYKa 3all09Uibe KpeTambhe U3
KOOPDAWHATHOT ITIOYETKA.

21OBO Cce MO2Ke U J0Ka3aTu, Kao Yy IPETXOJHOM IIpUMEDPY.
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Kako je § = dy/dt, y jennaunuu (a) ce MOy pa3/BOjUTH IPOMeHJbUBE. AKO
yBeJIeMO O3HaKy v = ¢ umahemo:

dv dv
- _g—Fk = =— [ dt.
a9 /g-i—kv /

Opatiie ce mocsie uHTErparwyje 1o00uja:

1 1
Z In(g + kv) = -t + T InC,
OJIHOCHO,

g C _
U(t):_E_Ee kt.

VBpraraBameM modeTHor yciaosa (6)s oapelyje ce urrerparnuona Koucranra C':

C
U(O)z—%:vo = C=—g— kv,

a 3aBUCHOCT OP3WMHE OJ1 BpEMEHa, Ta/1a TJIACH:

o(®) = (1) = =% + (L +vp) e (»)

Y npyrom Kopaky ce HEeIOCPEeIHOM MHTErpPaIlijoM J0JIa3H JI0 Pe3yJITaTa:

_ 9, Ly —kt
y®) =~Zt- - (L4u) e+ D,

U3 mouernor yciosa (6); caemu:

y(O):f%(%Jrvo)JrD:O = D:%(%+vo)7

o/lakJie ce 06uja nmapamMeTapcka jelHaUnHA KpeTarba:

y(t):*ng(

. % g4 v0> (1- e*’“t) . (r)

k

Hajseha Bucuna sera H = y(T') mocruzke ce y TPEHYTKY IIPOMEHE CMepa
kperama, v(T) = 0. Ha Taj ce Haunn nobuja:

1 k
o(T) =0 = T:%In<1+%>7

OJIaKJIe CJIEJIH,
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k=0.0
° - - / k=0.1
/’ \\
4
2PN
7 RN N
e N \
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Caura 5.12: Jlujaepamu 6EPUKANHUT TUMAUE Y 8AKYYMY U CPEOUHU CA OMNOPOM

JlBa KapakKTepUCTHUYIHA HapaMeTpa Koja (DUTYPHIILY y Pe3yITaTy Cy MOYeTHA
6p3una vy u KoedwunujeHT ormnopa k. Buam ce ja ce ca mosehameM mnoueTHe
6p3une nosehasa u BucuHa Jjera. Ca jpyre crpane, nosehame kKoeduimjenTa
OTTIOpa yTUYE HA IHEHO CMAIbEHHe.

Jla 6ucmo yrpeauim oBie 100ujeHy BUCHHY JIeTa Ca BUCMHOM KOja Ce JIOCTUKE
MPUJIIKOM KpeTarba Kpo3 cpeinHy 6e3 OTIopa MOJICeTUMO ce Ja je oHa 3a hg = 0
(jemmaunna (h) us IIpumepa 5.2):

Axo ce yesoju vg = 5m/s u k = 0.1s71 (g ~ 9.81m/s2) nobuhe ce:
Hy=1.27Tm; H =1.23m.

3a japyru u360p BpeHOCTH IapaMeTapa vy = 10m/s u k = 0.1s~! no6uja ce:
Hy=5.10m; H =4.7Tm.

Hajzaz, axo ce ycsoju vy = 10m/s u k = 0.5s~! nobuhe ce:
Hy=5.10m; H = 3.84m.

Jlobujenn pesyararu HOTBPhyjy KOMEHTap 0 yTHUIA]y [moveTHe Op3uHe u Koedu-
IjenTa oTopa Ha Bucuny Jera. Ha Counu 5.12 npukazanu cy (z,t) aujarpamu
BEPTUKAIHUX XuTala y BakyyMmy (k = 0.0) u cpejuHu ca OTIIOPOM IIPH [OYETHO]
6psunn vg = 10m/s. <

5.3 O matematnykum mMopgenuma y gmHamuvum

IIpumepu 5.2 u 5.3 ykazyjy Ha npobjieM KoOju ce yBeK jaB/ba IIPUIHKOM
aHaJIM3e MUHAMHYKHAX 33/aTaka—IIPo0JeM MOJe/npamba IIPOoIeca, OJHOCHO CHC-
rema. [dundepennujanne jenaunue Kperama (jegnaunna (a) y oba npumepa)
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MIPEJICTAB/BA]Y MAMeMamuyke modese TPUKA3aHIX MEXaHMIKUX cucTeMa. lako
je, Hau3IyIes, y 00a npuMepa OMO OIHMCAH UCTHU IIPOOJeM, JTOOHjeHr MaTeMaTHy-
KU MOJIEJIN Ce CYNITHHCKU PA3INKY]jy 300T PA3IMINTHX MPETIOCTABKY O CHIAMA
KOja ce jaBjpajy TOKOM Kperama. ¥ Ilpumepy 5.2 6mo je 3aHemMapeH OTIOD
Baz/yxa, /oK je y IIpumepy 5.3 mperiocTaB/beHO /1a je cujia OTIOPa IIPOIOPIIH-
OHaJIHa Op3uHHU Tadke. 300r TOra je U KpeTaibe TauKe OUJIO OIMCAHO PA3JIMIUTAM
napaMeTapcKuM jeJHadnHaMa, IPeMJa Cy ¥ KBAJUTATHBHOM CMUCIY JIOOUjeHI
pe3ysaTaT BEOMa CJIMYHH.

[Murame ageKBATHOCTH HEKOT MATEMATHYIKOT MOJIETA j€ BEOMa BayKHO, AJId U
BeoMma citozkeno. OHo je Hen36exKHO yeMmepeHo Ha iopeheme pesyrrara moomjennx
ILETOBOM AHAJIM30M Ca PE3YITATHMA ONaKarba CTBAPHUX IpoIeca. 300r Tora ce
IIPETIIOCTABKE KOje Ce HAJIA3¢ y OCHOBHU CBAKOI MOJEIA MOPA]y BPJIO IaXKJLUBO
yCBajaTH ¥ IMPEIU3HO HABECTH.

Y nameM TekcTy hie OUTH aHAJIM3UPAHO KPETame MATeMaTHIKOI KJIATHA
Ka0 MaTeMaTHYIKOI' MOJlejIa Be3aHOI Kperamha Tadke. OHO he mHam mokazaru u
pasiiuKy u3Mely JimHeapHUX U HEJIMHEAPHUX MoJiesia (PU3NIKux rnpomeca. [lorom
he OuTm mpoydeH ciamdaH IpobJieM, ajid Y JAPYIOM KOHTEKCTY—MOJEIHPAILY
mpoMene 0poja jeIMHKU TOITyJIaIn]e.

MaTtemaTnyiko knatHo

Kao mro je Beh HammomenyTo, Be3aHO KpeTame TauKe ce aHAJIN3UPA Ha OCHOBY
npyror FbyTHosor 3akoHa, y3 npuMeny npuHnuna ocaobabharma o Besa (BujeTn
jemuaunny (5.5)). IIpu Tome ce noxpasymesa Jia ce mope]; oapehuBama Kperama
tauke, r = r(t), oapehyjy u cBe peaknmje Besa. [la 6u mpobGiem mMorao Gurw
“3aTBOpPEH’—TO jecT, Ja O ce U3 PaCIOJIOKUBOT CUCTEMA, jeTHATIHA, MOTJIE OJIpe-
JUTHA CBE HEIO3HATE BEJIMYMHE—HEOIIXO/IHO je YBECTU JOJATHE IMPETIOCTABKE
O CTPYKTypH peakija Be3a. One Tpeba ja ojpa3e OrpaHHYerma Koja Be3a
namehe nmocmarpanoj rauku. [lorsemajmMo Kako TO U3rJIeia Ha IPUMEPY KpeTarba
MaTEeMaTHIKOI KJIaTHA.

Mpumep 5.4 Tewxa mamepujarna mawka P mace m oxauena je nomohy aaxoe
Hepacmeznusoe konya dysrcure I o nenokpemny mauky O (Mamemamusko kAam-
no). Iloaooicaj mauke y 6uao Kom mpenymry epemena je odpehen yaaom @
KOJU KOHAY, 00pasyje ca 8EPMUKAIAHUM NPABUEM. Y NOYEMHOM MPEHYMEKY Y2a0
OMKAONHA KAGMKG OUO jE ©o, a nouemmna 6p3una mavke 6uia je vg.

a) Anaausupamu cune Koje 0ejcmeyjy na Mamepujasny maswky mokom Kpe-
marea.

6) Dopmupamu Judeperyujante jednavune KpPeMara mavke Yy 00HOCY Ha
npupodnu Koopdunammuu cucmem (npojexmosamu dpyeu Hbymhos saxon
na npasye npamehez duedpa).

6) Odpedumu Gpauny mavke Yy 3a6UCHOCTU 00 NOAOHCAJG.

2) Odpedumu pearuyufy KoHua Y 3a6UCHOCMU 00 NOAOIHCAIA MANKe.
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0) 3a cayuaj masux ocyusayuja (p < 1) odpedumu xpemarse mauxe (napa-
memapeky jednavuny xpemaroa o = p(t) ).

1) Vnopedumu pewere maune u auneapusosare dudeperyujante jednaune
KPEmaroa Yy CAYMajy GEAUKUT OCUUAGUUIA KAGMHA.

» [TocmaTpajMo TauKy y IPOM3BOJBHOM IIOJIOXKA]Y Koju je ojpehen yriom or-
KJIOHA KJIATHA (. AKO Ce IPEeTIIOCTABH /I3 je KOHAIL CBE BpeMe KPeTarba 3aTerHyT,
ony1a he Tpajekropuja Tauke P OuTH KpyT MOJIYNPEYHUKA [ ca IEHTPOM y TAIKU
O. Tana ce 3a onpehuBarbe M0I0XKaja TaTIKe MOYKE KOPHUCTUTH U JIy9IHA KOOD/IU-
Hata s y3 yBoheme npareher nuenpa (e, e,). Ilomro Baxu peramuja s = lp,
O6p3uHa u yOp3ame TayKe Taja MOU'Y OMTH OIMCAHU Ha cjiejiehn HaduH:

v=uve = se = lpey; (a)
-2
a:atet+anen:§et+87en:l¢5et+lgb2en. 6)
(0]
l
¢ S
—/
en
G
P/
s .-
L - g

Caura 5.13: JJlunamunra aHaiu3a MAMEMAMUNKO2 KAGMHG

Ha rauky P ocum cuse Tekume mg JejCTBYje U peakiinja Be3e—CHJIa 3aTe-
zama kouna S = Se,. pyru IbyrHos 3akon (5.5) ce Taga Moxke 3anmucaTu y
00JTUKY:

ma=mg+ S,

a JudepeHInjaiHe jeHaYnHe KpPeTara y OJIHOCY Ha IPHUPOJHUA KODPIMHATHH
CHCTeM rJace:

mlp = —mgsin p;

B
mlg* = —mgcosp + S. (=)

IoverHa BpeaHOCT U3BOJA yrila o0prama oapebyje ce u3 penanuje (a) mocMar-
pate y noderHoM TpeHyTKy t = 0, v(0) = vge; = l¢(0) e, na moyeTHH ycaoBu
pobJsieMa riace:

©(0) = wo;  ¢(0) = 7 (r)
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3a onpeljuBame O6p3mHe TAUKe y 3aBUCHOCTH OJ MOJIOXKaja Tpeba OIpeuTH
dbyuximjy ¢ = (). Y Tom nuby hie 6utn u3BpIIeHa pernapaMeTpu3aIm]ja:
p=¢ @
Veonehu osznaky w? = g/l jenmnaumna (B); ce MOXKe 3aIMCATH y OBJIUKY:
d¢ 2

—— = —w’sin gy,

P de

a OJIaBJIe Ce Pa3/IBajarbeM IMPOMEHJ/bUBUX W WHTETPAIIjOM /100uja:
g 2 . 1 .2 2

pdp = —w sinpdy = P =w cosp + C.

C o63upom Ha moverHe ycsose (T) uHTerpanmona koucranta C' he nmaru Bpes-
HOCT:

1 2
C = 57;—(2) —w? oS o,
ma, ce jobuja:
2
5 = v—0+2w2(cos<p—cos<p0). ()

=3
OnaBne coleu TpazkeHu m3pas 3a OP3UHY, OJHOCHO IbeH KBaJparT, y byHKIuju
nojioxkaja (yria ¢):

V() = P32(p) = v} + 2%?(cos i — cos o). (b)

[Monazehu ox jesnaunne (B)2, y3 Kopuinhieme pesyiarara (1), MOXKe ce ope-
JIUTH CUJIa 3aTe3ama KOHIA y (bYHKIUJU yIJIa (:

_ »2 s
S(p) = mip™(¢) + mgcosp
2
Yo
=m— +mg(3cosp —2cosgp). (e)
IMocmaTpajMo cajia CHENUJATHN CIAYYa] MAAUT OCUUAGUUJE MATEMATHIKOD
KJIaTHA. Y OBOM CJIy4Yajy BarkKu IPETIIOCTABKA JIa je yrao OTKJIOHA KJATHA @
TOKOM KpeTarha MaJu, OTHOCHO ¢ < 1. Taza ce y MATEMATHYKOM MOJIESLYy MOYKe
nckopucTuTh caeelia ampoKCHMAIm)a:

sinp =~ ¢; cosp ~ 1.

36or vera ce audepeHnujatHa jeIHaInHa KpeTamba (B) MOXKe 3aInucaT y 00m-
Ky:

. 2

p+wp=0, (k)

Hobujenu Mojest mpeacTaB/ba JUGEPEHIInjalHy jeJHAYNHY XapMOHUjCKOD OCIU-
JIATOpa 4Hje OIIITe PEIleHe IJIacH:

o(t) = C cos(wt) + Cy sin(wt),
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a narerpammone Koucraure C1 u Cy ce oapelyjy u3 nouernux yciaosa (r):

. Vo
@(O):ng:f = 02:77
l w
TaKO /Jla peniembe 1I1o4YeTHor HpO6J’IeI\la rJIacu:

o(t) = po cos(wt) + % sin(wt). (3)

Ca OBUM De3y/ITaTOM Ce HElOCPEeIHO U3 jemHauuHe (B)g MOXKE OAPEIUTH CUJIa
3aTe3arma KOHIA y (DYHKIUjU BpeMeHa t:

Vo

S%mg+ml¢2:mg+ml<l

cos(wt) — pow sin(wt)>2 .

0.1 0.1

-0.05 -0.05

Cauxa 5.14: [ujaepam (p,t) nymepuuroz pewera 3a oo = 0.1.

IIpumernmMo na HaM je IpeTIocTaBKa O MAJUM OCIMJIAIMjaMa U JIMHEApU3a-
nuja gudepeHnujaaHe jeJHaYNHe KpeTama oMoryhmia pemasame 1npobiema y
3aTBOopenoj dpopmu. Mehyrum, kaa KIaTHO BPIH BEJINKE OCIIAIAIT]E, OJHOCHO
Ka/1a IIPETIIOCTaBKa ¢ <K 1 He BaXKH, pelllere JIMHeapu30BaHe JindepeHIjaiHe
jemmaumne kpertama (k) Helie maTm KOPEKTHO Tpensubarme IoHAIIamba KIaTHA
ToKOM Bpemena. Ilokaxkmmo Hajupe Kako ce Moxke johm 1o “perema’ TadHe
nudepenimjaiie jegHadune (B)1, OJHOCHO:

G+ w?sing = 0.
Penapamerpusanujom je el oxpeljen mweH npsu mHTEerpas (1) Koju ce MOXKe

TperupaTn Kao Judepennujaina jequadnia npsor pena. llomro je ¢ = dp/dt
y 0] Ce MOr'y pa3jBOjUTH IIPOMEHJbUBE J1a OU ce J00UJI0:

V2 -1/2
dt = {Tg +2w2(cosgofcosg00)} de.
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Opnasje ce maTerpanujoM u KopurhemeM nodernor ycaosa ¢(0) = ¢o Moxe
Johm 1o m3pasa t = t(y):

02 —1/2
t= {TS + 2w?(cos p — cosgoo)}

vg + 212w?(cos ¢ — cos ) [ 41202 ()
vE + 212w2(1 — cos o) 27 12 4 202w2(1 — cos o)

2 F Yo 4[2&}2
vg + 212w2(1 — cos pg) 2702 4 202w2(1 — cos o) )

V jemmaunnu (u) ca F(p,m) je o3naden eaunmuuku unmeepas npee epeme>?

Koju ce pedunuie ciaegeliom peramujom:
v 2 )\ 1/2
F(p,m) = / (1 — msin” ) do,
0

rae je ¢ € (—m/2,7/2).

o
S

Cauka 5.15: [ujaepam (p,t) nymepuuroez pewersa 3a oo = 0.5.

3a ocoby meynylieny y jerasbe BeaHe 3a eJIUITHYKE HHTErpaJe pelemne (1)
MOXKe JIeJIOBATH HEPa3yMJbUBO. 3aTo fieMo oBjie npubehu Hymepuukoj urnmezpa-
yuju Tadne gudepeHIjaIHe jelHauYnHe KpeTama. HamomMeHnMo caMo fa ce
MIPUJINKOM HYMEPHYKOT pelllaBarba MpobeMa MOpajy 3a/1aTi KOHKpeTHe OpojHe
BPEJIHOCTH CBUX IIapaMeTapa U II0YeTHUX ycjioBa mpobsiema. OBje hemo jeana-
YUHY pelaBaTy 3a CJIy4aj Kperambha Koje je 3amo4dero 6e3 moderne op3une, vg = 0,
urae je w = 1s7'. Ha Cmurmum 5.14 ce MOXKe IPHUMETHTH Ja ce 32 MaJy
noueTHy BpemHocT yria ¢ = 0.1 g00uja HE3HATHO OJCTyNarbe perema (3)
JINTHEAPU30BaHE jeJHATNHE, TPUKA3AHOT UCIPEKUIAHOM JTMHUJOM, O HYMEPUIKOT
pemmema TavHe jenHaunHe y nHTepBaty t € [0, 30]. MehyTum, 3a Besmkn noueTHH
OTKJIOH, o = 0.5, pa3/imka y pelemnuMa je odurie Ha, mro ce suan #Ha Courum
5.15. Nako cy y KBAJIUTATUBHOM CMUCJLY PeIlerha CJIMIHA—00a Cy MepPHOJMIHA

22EaunTyyKky WHTerpasi MpUNaiajy Kiach cneyujaanus gynxyuja. Fbuxose BpeIHOCTH ce
mory Hahu cBpcraHe y Tabeisie y oaroapajyliuM Kmurama rnocseheHUM OBOj IPOGJIEMATHIN.
MebyTum, caBpeMeHr IpOrpaMcKu akeTu “jIako”’ baparajy oBUM (pyHKIHjamMa jep Cy UHTEPHO
nedunUCaHe.
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ca KOHCTAHTHOM aMILIHTYJ/JIOM —yO4Y/bUBa je KBAHTUTATHUBHA Pa3JiKa. ¥ TO Ce
JIAKO MOXKEMO YBepUTH IopehemeM neproia peniermba JInHeapu30BaHe jeTHaAYnHE

T7, ca nepuoioM pererba TadHe jegHadune 1pg:
T, =6.28s; Tg = 6.38s.

Hera/pbHa aHa/M3a IPOdJIEMa MOXKE IMOKA3aTH JIa je HMEePUOJ MajIuX OCIIUAJIAI]a
MaTeMaTHdIKor KiaaTHa Ty, = 27 /w ¥ He 3aBUCH OJ1 TIOYETHUX yciaoBa. Hacynpor
TOMeE 3a MepuoJ Beaukux ocumiaruja Tp He mocroju ciamvna penanuja. [llra-
BUIIE, MOYKE Ce MMOKA3aTH Ja MePUOJT BEJIUKNAX OCITUJIAIN]a 3aBUCH O] IOYETHUX
yCJIOBa, y IITa ce OBJie Hehemo ymymraTn. <«

IIpumep MaTeMaTHYKOr KjaTHA yKadyje Ha 3HAYa] MOJEIUparmbha (PU3NIKUX
nporeca. IIpermocraBka 0 Maj MM OCIUJIAIjaMa je JIOBEJa JIO Pellemha Ipob-
JleMa y 3aTBOpeHoj OpMH, ajii CMO BUJENIH U Ja TO PEIlee He Jaje 100pa
npe/iBuhama y KBAHTUTATUBHOM CMUCITY Y CIydajy Beaukux ocruianuja. Jlakie,
MPeTHoCcTaBKe KOje Boje ymporrhemy Mozesia MOTYy ONTH TOTOJHE, aJld Ce He
CMejy HEKPUTHYIKHU [TPUMEHUBATH.

Mopgenu pacra nonynauuje

MaremaTruku Mozesu mporeca KOju UMajy JAUHAMUAYKH, OJHOCHO €BOJIYIIH-
OHI KapaKTep y OIIIITeM CJIy4ajy MMajy CTPYKTYpPy KOja je aHaJIorHa JIPYTroM
Hbyrnosom 3akony (5.2), dK/dt = F. Paszmuka ce jaBba y u3bopy BeJdunHa
cTama 4dnja ce BpeMeHCKa eBOJIyIfja ITOCMaTpa U JejCTBIMA Koja Ha Iy yTHIY.
OBU MOJIEJIN C€ MOTY JABUTH y PA3JUYUTAM JUCIUIIAHAMA, & CTPYKTYpPa UM
MOXKe OMTH BPJIO jeJITHOCTaBHA, aJild U BeoMa ciioxkeHa. Opjie fie 6urtn npukasas
jemaH TakaB MOJIEST KOjU Ce€ jaBjba y AHAJU3U IIpOMeHe Opoja jequmHKH HeKe
TIOITyJIAIHje.

Mpumep 5.5 Hexa je ca y o3nanen 6poj jedunxu nexe nonyaauuje. Ilod npem-
noOCMaskoM 0a ce padu 0 MAcOBHOJ NONYAGUUU MOJICE ce cMampamu da ce 6poj
JeOUHKU MOKOM 6pEMENA MEIba HeNPeKudHo. Anaiusupamu ochoeny mamema-
MUNKY MOJEA PACTG NONYAAUUJE:

y=ay; a>0, (a)

U Yynopedumu 2a ca HEAUHEAPHUM MATNEMAMUNKUM MOOCAOM (A0ZUCTRUNKOM
Jednanumrom):

y=(a—by)y; a,b>0. (6)

» Ananusa CTpyKType NpHUKA3aHUX MaTEeMATUYKHX MOJIeJa yKasyje Ia ce
MIPUJIUKOM BUXOBOT (hOPMUPAFHa TOILIO 0/ PA3IMIUTHX CKYIIOBA IPETIIOCTABKH.
VY cayuajy jenmadnne pacra nomysangje (a) npupariraj 6poja jeMHKN Y jeuHE-
[ BpeMEeHA IIPOIIOPIMOHAJIAH je TPeHyTHOM Opojy jeauaku. V3a oBe crpykType
MaTEMATHIKOI MOJIEJIa CTOjU IMPETHOCTaBKA Ja MOCMATPAHA TOIY/IAINja KUBH
U30JI0BaHO (He CTyla y MHTEPaKIWjy ca IPYIUM BPCTaMa KOoje YKUBe Ha MCTOM
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[IPOCTOPY, HUTHU je OHe Ha OUJIO KOJU HAUYMH yIPOXKaBajy), Kao U Jia Cy U3BOPH
XpaHe HeOTDAHIIEHH.

VY ciydajy JOrUCTHYKE jeJHAYNHE 33/IpXKAaHA je IPETIOCTABKA O M30JI0BAHOC-
TH BPCTe, ajIi je 3aTO 0J0aveHa OHA O HEOIDAHMYEHUM H3BOPUMa XpaHe. 300r
Tora ce y Moesy (6) nojasibyje “Kopexumonn” wian —by?. Kama je momynamuja
Mana?® yTuraj oBor ujgaHa je 3aHEMApJbUB. JIPYTHMM pedmMa, pacIOJIOXKHBH
U3BOPH XpaHe MOI'Y Ja 3a/0BO/bE TOTOBO CBE jeJINHKE [TOCMATPaHe IOILyJIallyje.
MebhyTum, ca mosehamem 6poja jeMHKN yTHIlA] OBOT YjIaHa PACTE U OH CMambyje
IbUXOB TIPUPAINTAj Y jeUHUIM BpeMeHa. 10 3HAYM Ja M3BOPH XpaHe He MOTY
I3 3a710BOJbe TOTpede CBUX jeIMHKY, I1a OHE CTyIajy y mehycobry 60pby wmiam
YMEDY OJT TTIAIH.

MaremaTnuka cTpykTypa IIOCMaTpaHUX MOJeja IIoKa3yje Ja ce jeIHadnHa
pacra nomynamnuje (a) 7061ja Kao Crenujasny crydaj JOrucTdKe jeanadnne (6)
3a b = 0, OIHOCHO aKO ce OI0AIN NPETIIOCTABKA O OTPAHUYEHIM U3BOPUMA XPAHe.
Hpyru maumn 3a nobujame jenHadnne (a) u3 jexmadune (6) jecre opdanyBambe
HeTHHeapHoOT WIaHa 2.

Cauxa 5.16: Pewera jednarvune pacma nonyaayuje (1) u aozucmuuke jeonawunre (2,3)

IIpoyunmo cajza pemreba oBe jgBe audepennujasine jennadune. lIpermocra-
BUMO Jia je y movdeTHoM TpenyTKy t = 0 6poj jemmuku 6uo y(0) = yo. Tama ce
pelleme jeHaurHe pacTa MoIyIamyje 100uja y obIuKy:

y(t) = yo e, (8)
JIOK DeIlierse JIOTUCTHYIKe je/Hadnie (6) rracn:

a eat

a—byp(l —est)’ (r)

y(t) = yo
Mozxke ce mpumernTn 1a ce 3a b = 0 pememse (r) cBogm Ha u3pa3 (B). Unak, osa
pelliemha Ce OJINKYjy TOTIYHO PA3JIMIUTHM IIOHAIIAEM IIPH BEJIMKAM BPEIHOC-
THMa HE3aBHCHO IpoMeHJbuBe (t — 00). Pemerse (B) jeanaunne pacra IOy IaIy-
je HEOTPAHWIEHO PACTE, IITO jé Y CATJIACHOCTH €& IPENTOCTABKAMA HABEJIEHUM

23V oBoM citywajy ce Moe cMaTpaTH ja je momyinaruja “marna’ axko saxku y <K a/b. Y
JloKa3uBame OBOr TBphema ce Hehemo ymymraTy.
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3a oBaj Mozesn. MebhyTum, pemerme (T) JOMHCTHYKE jeJHAYUHE y IPAHAIHOM
CJIy9ajy TeXKU KOHCTaHTHO] BPETHOCTHU:

ae® a

tliglo y(t) = tlggo ZJOW =y ()
TIpumernmo Ja oBa rpaHUYHA BPEIHOCT HE 3aBUCH OJI IIOYETHOTr Opoja jeJIMHKH,
Beh caMo 01 BpeJHOCTH KOHCTAHTH a U b Koje ofpehyjy MareMaTuIKu MOJE.
Bpoj y = a/b yjenuo npeirasiba U pashomesicry 6poj jeIMHKH MOITy/anuje—
JlecHa cTpaHa jenHadute (6) je Taja je/iHaka mymr?. Ha Cimuu 5.16 cy npuxa-
3anu rpadunn Gyakuuja (B) u (r) 3a BpeaHoctu napamerapa a = 3.0 u b = 4.0
nodeTHe yciose Yo = 0.1 mw yo = 0.9. <«

3apgaun

5.1 Kuun napue mMalnumie BPIIU OCIMJIATOPHO KPETalbe Y XOPU30HTAJIHOM IIPABILY
10 3aKOHY:

R

z(t) = R | coswt + — cos 2wt | ,

4L
rae je R nyxuna kpusaje, L my:Kuna crojHe mojyre, a w KOHCTAHTHA YyTaoHAa
6p3una Kpusaje. AKo je Maca KJIUIa M, OJPEJIUTH CUILy KOja JIejCTBYje Ha KJIUII
7 TOKa3aTu Ja he mweH HajBehu nHTeH3uTeT OUTH:

R
pP= 2l1+=).
mRw ( + L)

5.2 Marepujanna Tauka mace m = 1kg Kpelie ce IPaBOJUHUJCKH IO J€jCTBOM
cuie F = 10(1 — t)iN, rue je Bpeme t uspaxkeno y cekynzama. Ozpeaurn
KpeTame Tadke (mapaMeTapcKy jeJHAYnHy) aKo ce 3Ha JIa je OHO 3AI09eTO U3
nosoxkaja 2(0) = 0 mouernom 6psunoM £(0) = vy = 20m/s. OxpenuTu TpeHyTAK
t1 y KOM TadKa MeHba CMep KpeTama U YIIOPEIUTU I'a ca TPEHYTKOM Y KOM CHJIa
Memba CMep CBOTa, J1e]CTBA.

5.3 Jlonra je 6adena BepTuKasHo yBuc 6p3uHoM 30m/s. JemaH ceKyH]| KacHUje
j€ M3 UCTOT TIOYETHOT M0JI0XKaja BEPTUKAJIHO yBUC 6adeHa japyra jonta. Omapein-
TH KoJinKa Tpeba Tpebda j1a Oy1e modeTHa Op3uHa Jpyre JonTe jia Ou ce cypapuia
ca MPBOM Ka,I 0Ba JIOCIIe y HajBUIIHK 110JI02Kaj. [IpernoctasuTu Ja ce jgonre Kpehy
caMo TIOJL JIejCTBOM KOHCTanTHe cujie Texkume (g ~ 9.8m/s?).

5.4 IlocmaTpad Koju cesiu y IPOCTOPHU)U U TJIea KPO3 IPO30p BUCUHE 21M YTJIEIa0
je KaMeH KOju IaJila BepTukajgHo. KameH ce y OKBUDPY IIPO30pa MOrao BHUIETH

24 Ao 6u 610 Yo = a/b, OH/A TOKOM BpeMeHa He G JOILIOo /10 mpoMeHe 6poja jeaunku. To
3Ha4M jga 6u 6poj HOBOPODEHUX jeJMHKHU y HEKOM BPEMEHCKOM HMHTepBaJly 6uo jegHak 6pojy
YIUHYJIUX.
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rokoMm 0.1s. 3amemapyjyhu cBe apyre cuje OCMM KOHCTAHTHE I'DABUTAIMOHE
cunie (g ~ 9.8m/s?), ompesuTu BUCHHY, MEDEHy OJ JIOIhe MBHIIE ITPO30pa, ca
KOje je ucnyrireH KameH (6e3 moderHne O6p3uHe).

5.5 Bepmuxaanu xumay y cpedunyu ca omnopom. MarepujajiHoj TadKu Mace
m CaoIIIITeHa je IovYeTHa Op3uHa vy BepTUKAJIHO HaBuiie. Ha Tadky JejcTByjy
CHJIa TEXKUHE U CHJIa OTIOpA KpeTamy KpOo3 Ba3/yX KOja je HIPOIOPINOHAJHA
mpBoM creneny 6psune R = —mkv, k = const. Oapeauru Kperarbe Taduke
(mapamerapcky jemmaummy.) Ycpajajyhu ma je vg = 5m/s, k = 0.5s7 ' u g =
9.81m/s? ompeauTu BUCHHY JieTa h TauKe I YIOPEIUTH j¢ Ca BUCHHOM JICTa, TAUKe
y 6€3Baz3IyHOM TPOCTOPY (TO jecT, IpU KpeTamy ca 3aHeMAPJHUBAM OTIIOPOM ).

5.6 Matepujanna Tauka je 6adeHa BEPTUKAJIHO Ha J0Jie 1 Kpelie ce 1o gejcTBoM
rpaBUTAIMOHE CUJIa HHTEH3UTETA ¢ 110 jJeIMHUIN Mace U CHJIe OTIIOPa HHTEH3UTe-
Ta kv 10 jeuHunM Mace, KOja je cMepa CyIpPOTHOT OJ CMepa KpeTarba U TJe je U
Op3uHa Tadke, a k mo3utuBHA KOHCTaHTa. 1lokaszaru ma he 6p3mHa marepujaine
TadKe, HE3ABUCHO OJ] BPEJHOCTH MOYETHE Op3mHe, TexKuTn Bpegnoctu g/k (mep-
munaana 6psuna). Kommka 6u tepmunanna Gp3unHa 6mira ako 6 MHTEH3UTET
cuse ormopa 6uo kv? mo jeauHunm mace?

5.7 Marepujanna Tauka mace m Kpehe ce y mossy jiejcrBa 3eMibUHE TDABUTAIIN-
OHE cmje Koja ce Mema To ciesehem zakony F = k/r?, rme je r pacrojame
TavyKe OJf IeHTpa IpuBjadera. Ha nospriman 3emsbe (1 = R, R - mOJIyipedHuK
Bemsbe F' = mg. OpapennTu 3aKOH IIpOMeHe OpP3WHE Y 3aBUCHOCTH OJ PACTOjAEbA
Tadke OJ TEHTPa MPUBJIAYeha, aKO Ce 3Ha Ja je TadKa 3arodvesa KPeTame ca
HoBpIIHE 3eMJbe MOYETHOM OP3MHOM vy KOja MMa IIpaBall KOju CIaja IEeHTap
SeMibe ca HMOYETHUM MOJIOKajeM Tadke. Kosmky 0u nodetHy Op3uHy Tpebasio
CAOMINTUTH TAYKH J1a OU HAIIYCTUJIA II0JbE JIejCTBA 3eMJ/bIHE IPABUTAIOHE CUJIE
(pyra KocMuUKa Gp3uHA)?

5.8 YecTuria Mace m 1 HAEJIEKTPUCAIHA, ¢ HATIA3H CE ¥ XOMOT€HOM €JIEKTPHIHOM
moJby poMeHsbuBOr nHTeH3uTera B = Asinkti. Ha gectuiry TokoMm Kperama
nejcrByje cuta F = gE. Ilokasaru fa je KpeTambe TadKe OIMCAHO jeTHAINHOM:

qA .

x(t) = —5 (kt — sinkt),
mk

aKo ce 3Ha Jia je Tauka 3amodvesa KpeTambe U3 KOOPMHATHOL T0YeTKa U3 CTamba

MUpOBarba. YTHUIA] CHJIE TeKUHE 3aHEMAPHUTH.

5.9 Yamar unja je maca 3ajeJHo ca myTHuUIuMa m, Kpehe ce o crajahoj Bosu.
VY 1tpenyTky to = 0 mpecrao je Jia paju MOTOD, a OpP3UHA YaMIla Y TOM TPEHYTKY
6mia je vg. Ha gamarr TokoMm Kperama JI€jCTBYje CHJIa OTIIOpa IPOIIOPIINOHAJIHA,
npBoMm creneny Opaune, R = —mkv. Cwmemrrajyhu koopaunaTtau moderax y
[TOYETHH II0JI0ZKA] YaMIla U ycBajajyhu z—ocy y IpaBIily U cMepy Ho4YeTHe Op3uHe
Ta4dKe, OJIPEJUTH:

a) 3aKOH [IpOMeHe OP3UHEe TauKe TOKOM BPEMEHA;



Bagamnu 157
6) mapaMerapcKy jeJHaYMHY KpeTarba;

B) BpeMme 3a Koje lie ce 6p3uHa YaMIa CMABUTH HA II0JIOBUHY [IOYETHE BPe/l-
HOCTH;

r) mokaszaTwu ja je Hajsehe pacTojame Koje qamar Moxke npelin, ako ce yeJaoBu
npobiieMa He IIPOMEHE, Tyar = Vo/k U ma hie oHO GUTH JOCTUIHYTO 32
t — oo.

5.10 Marepujasina Tauka Mace m 3alodesia je KpeTame ca Bpxa CTPMe DaBHU U3
cTama MUpOBama. Yrao Haruba crpme pasui je 6. Ilo crpMoj paBHE je IpocyTO
yibe, 1a Ha TAaYKy OCHM CHJIe TeXKUHE Mg JEjCTBYjeé M CUJIA BUCKO3HOT TPEIha
YMju je MHTEH3WTET HIPOIOPIMOHAJAH JIPYIOM CTeneHy oOpsume, F,, = mkv?.
Ilokazaru ma je 3akoH poMeHe Op3uHE Tadyke ¥ (DyHKIM]H BpeMeHa:

) €2>\kt -1
vt) =2() = S

rie je A2 = (g/k)sin6. Komuxy 6psuny Tauka Moxe joctulin Ha GECKOHAMHO]
cTpMOj paBHHU (Kaja t — 00)?

5.11 Teper mace m = 50kg Haa3u ce y cramby MEUPOBalba Ha XPAIIaBO] XOPU30H-
TaHOj noyio3n. KoedunujeHTn CTaTUYIKOr U JIMHAMUYKOL Tpema ¢y jig = 0.25
u pp = 0.20, pecuekTuBHO.

a) Ogpenuru HajMmamy OTPeOHY BpeaHOCT cuiie P, Kojom je Tpeba Bylin
TepeT Ja Ou OH II0YeO0 J1a KJIM3H 10 ITO/JI03H.

6) Axo Ha TepeT oJ] MOYeTKA KpeTama JejcTByje Koncrantha cuta 20% seher
UHTeH3UTeTa Off Ppin, 0ZpeuTn poMeny 6p3une v(t) TOKOM BpeMeHa u
napaMeTapcKy jeJHaduHy Kperarba T(t).

B) Oxpenuru 6psuny Kojy lie Teper mmarn Kaja Oyje Ipemao ImyT JLyKUuHe
l = 50m.

5.12 Teper mace m = 10kg HaJIa3u ce y cTamby MUPOBaba Ha BPXY CTPMe DABHH.
Koedurujertn craruakor u JUHAMIYIKOT Tpekha u3Mehy Tepera U ¢cTpMe paBHU
cy ps = 0.20 u up = 0.15. ga sm TepeT MOXKe Jla 3aI0YHE KPETamhe HU3 CTPMY
paBan 6e3 noverne 6p3uHe ako je yrao Haruba crpme pasuau 0 = 10°?7 Kosuka he
O6uTHu Op3rHA TepeTa y HOJHOXK]Y cTpMe paBHE yriia Haruba 10° u Bucune h = 3m
aKO My je CaollllTeHa IoveTHa Op3uHa vg = Hm/s yeMepeHa Ka IIOJTHOXK]Y.
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5.13 Tepery mace m koju ce kpehe y3 xpanaBy
CTpMy paBaH yria Haruba 20° caommTeHa je
noverHa 6psuna vy = 8m/s. Teper ce kpehe
y3 CTpMy paBaH [0 moJiokaja B, a 3atuMm ce
Bpaha y moJsiasny tadky A. Ako ce 3Ha Ja
je pacrojame n3mehy tauaka A u B d = 6m,
OJIPEJTUTH:

a) koedurmjenT JUHAMUAYKOD Tpemba
u3mehy Tepera u crpMe paBHU;

6) Gp3uHy KOjy TepeT MMa Ha IIOBPATKY Y
Tauky A.

5.14 Kocu zumay y 6e36a3dywmnom npocmopy. Marepmjamama Tadka mace m
Kpehe ce y BepTHMKAJHO] PaBHH IIOJI JEJCTBOM CHJIE COIICTBEHE TEXHUHE Mg.
Banouena je KpeTarbe OP3MHOM v KOja je 00pa30BaJia yrao (¢ ca XOPU3OHTATHIM
npaBreM. YcBajajyhm nma ce Tadka y mMOYeTHOM TPEHYTKY HaJa3MiIa y KOOD/IU-
HATHOM TIOYETKY OJIPDEJINTU Tapamerapcke jeamHadnmue Kperama (t) u y(t) u
[OKa3aTh Jia TpajeKTopuja onucana KpusoM y(x) mMa obJK mapabodie.

5.15 Kocu zumay y cpeduru ca omnopom. Marepujaina Tadka mMace m, Koja
je 3arodesia Kperame OP3UHOM v 10 YIVIOM (¢ IIPEMa XOpU30HTY, Kpehe ce y
BEPTHKAJIHOj PABHH IO JI€JCTBOM CHJIE COIICTBEHE TeXKHWHE Mg U CUJIe OTIOpa
MIPOIIOPIMOHAIHE TPpBOM crereny op3une R = —mkv.

a) ITokaszaru ja cy mapamerapcke jeJHaIMHe KpeTarba TadKe:

V( COS (¢ _ Vp Sin av g _ g

6) IMokazaTn Ja je MAKCHUMAJHHU JIOMET XWIA Tpee = Ugcosa/k m ma ce
ocTBapyje Kaja t — co.

5.16 3adamax 3a pasmuwmarse. IlpermocraBumo ja je KuimHa Kan cdepa
MOJIyIIPEYHUKaA T ¥ KOHCTaHTHe rycrure p. Ilamajyhm kposz obiak mena ce
Maca TOKOM BpeMeHa rmoBeliaBa mporropruoHasHO TOBPIIHHY [TOMPEYHOT IIPECEKa
HOPMAJIHO] Ha IpaBall KpeTama. AKO Kaml yjaasu y obJak y TpeHyTKy to = 0
ca MOJIYIPEYHUKOM 79 ¥ OP3MHOM Vg U Ha by TOKOM KpeTarba JI€jCTBYje CaMo
TPaBUTAIINOHA CUJIA, TTOKA3aTH:

a) Ja he ce NOJIyIIpeYHUK KUIIHE KAl TOKOM KpeTamba Kpo3 o0Jiak rnoseliaparu
JIMHEAPHO ca BpeMeHOM 1o 3akoHy r(t) = ro + (k/4p)t, rme je k > 0
KOHCTAHTa MPOITOPIINOHATHOCTH;

6) na he mox mpernocraBroM ga je 1o ~ 0 u vy ~ 0 6p3uHa Tauke TOKOM
KpeTarba Kpo3 00JIaK PAcTH JIMHEAPHO Ca BPEMEHOM 10 3aKkony v(t) = gt /4.
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Ynymemeso: Kummny kam tpermparn Kao Marepujaiany Tadky. Ocy Iy Koje
ce kpehe ycmepuTn Beprukasino Hanmke. Kopucruru apyrn HbyTHOB 3aK0H y
uzBopraoM 06Ky dK (t)/dt = d(m(t)v(t))/dt = F.






6

IlnHamunka Tauke:
eHepruja, pag n cHara

6.1 KwuHeTuuka eHeprunja matepujanHe Tadke

Bunenn cmo ga y EbyTnoBuM 3akonmMa IEHTPATIHY YJIOIY UIPA KOAUNUHG
Kpemarba Kao JMHAMHYKA BEJIMYNHA CTamba. FbeHa IIpOMeHa TOKOM BpPEMEHa
Y3POKOBaHa je JIejCTBOM CHUJIa Ha MAaTEPHjaJIHy TadKy.

[vy[=1vs] v,
Vi

3
b ¢

Cauxa 6.1: Kunemuuka enepeuja mamepujanre mavxe

V1ope1o ca OBUM BEKTOPCKHM IIPUCTYIIOM DPa3BHjeH je U JAPYTH HPUCTYI y
nuHamuiy. Iberos tBopar je 6mo Jlajonur, a y mweMy wunemuuka enepauja
CIIy?KU Ka0 OCHOBHA JMHAMUYIKA BeJmamHa cTamba. OHa ce KOoj MaTephjasiHe
TadKe JedUHAIIEC KAa0 [TOJOBUHA MMPOU3BOJA Mace W KBaJpara Op3uHe MaTepu-
jasHe Tavke:

1
E, = amvg (6.1)

IIpumernmo na je KUHETHYKA €HEPruja CKaAaPHG 6EAUYNUHA, 38 PA3IUKY O
KOJIMYUHE KpeTama Koja je sexmopcka eesusura. 'To 3HaAUM /1a iBe MaTepHjaJIHe

TadKe jeJlHAKUX Maca m 4uje cy Op3UHe je/IHAKUX MHTEH3UTETa, & Pa3JInIUTAX

161
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npasalia, UMajy jeqHake kuHernuke enepruje (Bugern Ciuky 6.1):
Vl#Vg Klzmvl#mVZZKg

[vi] = |vol By = %mv% = %mv% = Ej».

CTpykTypa uspasa 3a KUHETUYKY eHeprujy

Jla 6u ce y HacraBKy Jakiie “Oaparajo’ KHHETUIKOM E€HEPIUjOM aHAJIM3W-
palie ce mweHa cTpyKTypa 3a pasjinuuTe BHJIOBE KpeTama. [IpuMeTrnMo Hajipe
Ia ce KBaJpaT Op3mHE MOXKe JOOUTH Kao CKAJapPHU IIPOU3BOJ BEKTOPa Op3mHe
camMuM coOOM:

v =v-v. (6.2)

Opatie ce ako mokasyje ja Bazke ciaeaehe perammje!:

d(1,\ 1d
%<§v>f§%(v-v)fv-a7

1 1
d<§1)2> :§d(v-v)zv-dv.

(6.3)

Ha taj maunn KuneTnmdka eHepruja, HeH H3BOJ IO BPEMEHY U eJIEeMEHTapHU
[IPUPAIITa] MOTY OHTH IPUKA3aHU Y OOJINKY:

1 dE;
By=-mv-v; —-
k mv - vy dt

5 =mv-a; dE,=mv-dv. (6.4)

KuHeTuuka eHepruja npu npaBo/IMHUCKOM KpeTakby

Axo MarepujasiHa Tauka BPIIH IIPABOJIMHIAjCKO KpeTame, OHJa Nie meHa Op-
suHa 6w ommcana jexHadnaoM (4.5), v(¢) = #(t) i, ma he kuHeTHUIKA eHeprHja
[JIACHTH: . .

E, = —mv? = —mi?. 6.5
B35 5 (6.5)
Nmajyhin y Bumny jenuadmse (6.3) Moxke ce mokasaTu ja he M3BOJ KUHETHYKE

eHepruje 10 BPpeMeHy, Kao U HeH IIPUpAINTaj, Ourn:

dE
Wk =mai; dE, =midi.

KuHeTuyka eHepruja npu KpMBOAUHNJCKOM KpeTakby

Ko uspauynaBama KuneTuvuke enepruje mpu KpUBOJIUHIJCKOM KpPeTaiby Tpe-
06a mMaTH HA yMy a8 OHO MOYKe OMTH ONMHMCAHO y OJHOCY Ha PA3IUIUATE KOOPIH-
natHe cucreme. bpsuna y /lekapToBoM KOODAMHATHOM CHCTEMY HMa, OOJIMK

Ipumuxom muxosor usBobema ce xopuctu JIajGHUIOBO MPABUIO O H3BOALY MPOM3BOJIA,
NPUMEHEHO Ha CKaJIapHHM IIPOU3BOJ JBa BEKTOpPA, U CBOjCTBO KOMYTATHUBHOCTU CKAaJIADHOI
IIPOU3BOJIA.
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(4.16), nok je y upupoauoM onucana penarujoM (4.23). Kunernuka enepruja ce
TaJla u3padyHaBa Ha ciaeqehu HaduH:

E, = %m (Ui + vg) = %m (332 + 3)2)
(6.6)
= 1mv2 = —mé?
2 2 '

NMmajyhu y Bugy cTpyKTypy m3pasa 3a yopsame y JlekapToBOM H IPHPOIHOM
KOOpAMHATHOM cucTeMy, (4.19) u (4.25), u3B0oj KMHETHUYKE €HEepTrHje 10 BPEMEHY
U IeH [IPUPAIITaj OIUCAHU Cy Ha cjenehn HadnH:

dFE e
d—tk =m (Vzag + vyay) = m (& + ¥ij)

= muv = ms§;

dE, = m (vydvg + vydvy) = m (&dE + ydy)

= mudv = msds.

6.2 Papg v chHara

Pad cuse je ckajapHa BeJMYMHA KOja IIPEICTaB/ba MEPY JEjCTBa CUJIE Ha
marepujajiny Tadky. OH KapaKTepHIle HEHO JIEjCTBO TOKOM ITOMEparha TadKe
U3 TOYeTHOr mojiokaja P y Kpajmu nosioxkaj P, 3a pasjiuky oj KHHETHYKE
eHepruje KOja OIICY]je CTalbe KpeTama MaTepHjaIHe TauKe, DA/l CHIIE je BeJININHA

KOja ce OJHOCH Ha NPOUEC Kpemarva>.

Pag cune Ha npaBoOAMHNJCKOM KpeTakby

ITojam paja cuse he 6utn nocrynno ananusupas. Hajupe hie ce mpoydnTu
paJi Ha IPaBOJIMHUA]CKOM KpPeTarby, a [IOTOM Pa/i Ha KPUBOJIMHH]CKOM KPeTarby.

Pap koHcTaHTHe cune

IlocmaTrpajmo koncrantny cmity F = F'i koja mejcrByje Ha Marepujasimny
TavKy TOKOM FeHOT KpeTara y IpaBily £—oce. Heka cy y IMOYeTHOM TOJI0XKAa]y
P u xpajwem mos10:xajy Po KoOp/InHATE TaYKe T'1 U Lo PECIHEKTUBHO, a IIPUPAIIl-
Taj Koopaunare Ax = xo — x1. Tama ce pan cune F wa nomepamy Tadke u3
nojioxkaja Py y nosnoxkaj Py nedunuiie u3pazom:

Jenumuna mepe 3a pag cuise je [Iya, 1J = INm = 1lkgm?/s%. Tlpumerumo na
paJi CujIe MMa, HCTe TUMEH3Hje Kao KMHETUYKA eHepIuja.

2Hema cMuC/Ia TOBODHTH O paJly CHI€ y HEKOM IOJIO’Kajy Tauke, Beli caMo o pajy
M3BPIIEHOM TOKOM IIOM€para U3 jeJHOI IOJI0XKaja y APYTH.
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Cauka 6.2: Pad KoHCMaHMHE CuLe HA NPABOAUHUICKOM KDEMAHY

Axko cuta siejcTByje y cMepy moMeparha MaTepujaJiHe Tavuke, mhed fie paj 6utn
mo3uTHBaH. AKO JIejcTBYje ¥ cMepy CYIIPOTHOM O CMepa KpeTama Tadke, paJ he
joj outn HeratuBaH. IIpumeTnmo 1a 3a paj KOHCTaHTHE CHJIe HUje OMTHO BpeMe
KOje TPOTEeKHE TOKOM KpeTama Tadke m3Mel)y MOTeTHOr m Kpajier MOoJIoXKaja,
Beh camo omHOC Ta JBa mosioKaja m3pazkeH mpupamrajeM Az. OBo cBojcTBoO he
OWTH IPUCYTHO U KO PaJia KOHCTAHTHHUX cuia F = const. qy:K KpuBosnmHHIjCcKe
TpajeKkTopuje.

MNpumep 6.1 Hspauynamu pad cuse mescurne mokom crobo0noz nada mamepu-
jaane mauxe mace m ca sucune h. Iloxazamu da he uzspuweny pad 6umu jednar
NPUPAULMATY KUHEMUYKE EHEP2UJE MAMEPUJANHE TAYKE.

y Y Ay
v,=0

mg

L,

Cauka 6.3: Pad cuae meoicurne moxkom caobodnoe nada

> VY ciayuajy co0omHOr Iaja MaTepUjaJiHa TatdKa 3aIl0YUUIbe KpeTarbe U3
nosioxkaja Py ca sucune h 6e3 nouerne 6paune, y(0) = yo = h, y(0) = vg =
0. ToxkoMm Kperama Ha by JEjCTBYje caMO CHJIa TeKUHE ME = —mgj Koja je
koucranTHa. Ha Kpajy kpertama, y nosoxajy Py y kou je y(T') = y; = 0, 6psuna
rauxe je Y(T) = v = —/2gh. Onasne ciemn a je IpEpaIITaj KOODAUHATE:

Ay =y1 —yo = —h.
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To 3Ha4M Ja je TPaXKEeH! PaJl CUJIE TEXKUHE:
Agr = —mgAy = mgh. (a)

Hedunnumumo npupainTtaj Kunetndke enepruje kKao AEy, = Epp — Eyg. On
he TokoM cobomgHOT TTaIa OUTHI:

1 1
AEy, = §mvf — 5mv§ = mgh. (6)

Topehemem jequaunna (a) u (6) K0JA3UMO JI0 TPAYKEHOT PE3yJITaTa:

AE, = Ap.

Pap npomeHsbuBe cune

Bunenun cmo ga cura y ommrem ciaydajy Moxke Outu (hyHKIMja BpeMeHa,
nojoxkaja u 6psune, F = F(t,r,v). VY ciay4ajy npaBOJMHU]CKOr KPETamba TO
3HA4YU:

F=F(t =), (6.9)

rie je F mpojekiuja cuiie Ha Tr—ocy. Y CHTyalluju y KOjOj Ce Cujia Merba
TOKOM KpeTarba TaduKe U3 IOYETHOTr y KPajib I0JI0XKa] paJl cujie HHje KOPEKTHO
nedbunncaTn Ha HaduH onucaH jexHadnmuoMm (6.8). Umak, oBaj m3pas npyxka
jacHy MOTHBAIMjy: TpPajeKTOpHUjy Tadke Tpeba IOIEJUTH Ha IOJAUHTEpPBAJE Y
KojuMa he cura nMaT IpHOJIMKHO KOHCTaHTHY BpemHocT. lIpennsnuje peveno,
MOpa ce ITOCMaTpPaTH OeCKOHAYHO MaJjio—eJIEMEHTAPHO IIOMepame Tadke dr u3
nosnoxkaja P(t) y monoxaj P(t + dt), kako je nmokasano Ha Coumu 6.4—mua ce
enemMeRmapHy paod CIte MoyKe JTedUHICATH Ka0 IPOU3BOJ, CHUJIE M €JIEMEHTAPHOT
omeparba’:

dA = Fdz. (6.10)

Cauka 6.4: Pad npomensuse cune Ha NPABOAUHUICKOM KPEMAILY

3llako HHje HaIVIAIIEHO, y OBOj jeJHAMHMHM Ce TIOJpa3syMeBa Ja je CWJIa MPOMEHJbHBA W
onucana uspasom (6.9)
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Ounrienno je ma ce 3a M3padyHaBambe pajia MPOMEHJbUBE CHJIE HAa KOHATHOM
oMepamby 13 rojiokaja P; y nosoxkaj P Mopa U3BPIIMTH HHTErpalyja u3pasa
(6.10) na 6u ce mobGmIIO:

(P2)
A12 = / F(t, .Z‘,.T) dx. (611)
(P1)

Ila ©u ce paj, cujie Ha KOHAYHOM IIOMEPAaIby MO0 M3PAIYHATH Y OIIITEM
cilydajy ce Mopa 3HaTH Kperame Taduke, © = z(t). Taga (6.11) mocraje:

A= [ Pt 2(#), (1)) da(t), (6.12)

t1

re cy t1 U to TPeHylnHu BpeMeHa KOjUu OJ/IrOBPajy mosoxkajauma P u Ps.

Mpumep 6.2 Mamepujarna mauxa mace m = lkg xpehe ce npasosunujcru nod
dejemsom cune F = F(t) = 10(1 — t)iN (3adamax 5.2). Tauxa je sanouwera
Kpemarbe u3 koopdunammoe novemka opsunom £(0) = vy = 20m/s. Odpedumu
pad cuse F 00 nowemxa xpemarba do mpenymea tq Yy KoM CUAQG MEHA CMED CEO2
dejemea u 0o mpenymra to Yy KoM mauka mera cmep kpemarva. Iloxazamu
da he pad cunse bumu jednax npupawmajy KuHemuwke enepauje Mamepujaime
mauke.

» Pemasamem qudepennumjanne jequadnie Kperaba mi = F(t) = 10(1 —t)
MOXKe ce II0Ka3aTH Ja fie mapaMerapcka jeJHadnHa KpeTamba U OpP3MHA Tatdke
ourm:

5

z(t) = 20t + 5t* — 5753; (a)

#(t) = 20 + 10t — 5t°. (6)

OpaBjie ce JIaKO IOKa3yje Jia Chujla Meiba CMep JejCTBa y TPEHyTKY t1 = 1s, 10K

TaYKa MeIba CMEpP KpeTama ¥ TPEHYTKY ty = 1 4 v/Bs. EjeMentapHo moMeparbe
MaTepujaJiHe TadKe je:

dz(t) = &(t)dt = (20 + 10t — 5t%)dt.

Ha ocnosy Tora he pas custe F(t) TpeHyTKa IpoMeHe cMepa JiejeTBa OUTH:

Aoy :/0 F(t)dx(t) :/0 10(1 — £)(20 + 10t — 5¢%)dt "

=112.5J

=10 (20t — 52 — 53 + §t4)
4 0

Ha nctu magun ce onpebyje u paj cuite 10 TpeHyTKa IpOMEHE CMepa KPeTarba
TadKe:
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Bpsuna tauke y TpeHyTKY IIPOMEHE cMepa JejcTsa cuiie ce oapelhyje nomohy
jennauune (6):

v = I(tl) = 2577’1/57

a y TPEHYTKY IIPOMEHe cMepa Kperama je vy = Z(t2) = 0. Omasae ciuemm na je
y IPBOM CJIy4ajy IIPHUPAINTaj KHHETUIKE eHepruje:

1 1
AEkl = Ekl — EkO = §mvf - imvg = 1125J7 (,Zl;)

JIOK je y Jpyrom,

1 1
AEys = Epy — Epo = 5mv§ - 5mug —200J. 1)

Iopehemenm jeanaunna (B) u (1) ca jenmaannama (n) u () gobujajy ce xemern
pe3ysITaTh:

AEp =Apn n AEj = Aos.

Kaga ce pag cune moxe yHanpeg n3padyHatn? OBpje ce MOXKEe ITOCTABUTU U
jEJTHO BEOMa BayKHO IUTAe: MOYKE JIM Ce PaJl CUJIe H3padyHaTu 6e3 MPeTXOHOT
IIO3HaBaba KpeTakba Ta,tIKe? HOTBpﬂaH O/ITOBOP €€ MOzKe JJaThu CaMO Yy JIBa
cIlenujajaHa ciaydajas

1. ako je cujia KOHCTaHTHa—Ta/la Ce PaJ] CHJIe HA KOHAYHOM IIOMEPay CBOJIN
Ha jenHaunny (6.8):

Algz/‘” Fd:r:F(xg—ml):FAx;

U1

2. axko je cuia dbyHkuuja nosnoxkaja, F = F(x)—rama ce paj cuje CBOAU Ha
n3padyHaBambe ofpeheHor nHTerpasa:

A= [ R = U@ = U) - U, (613)

1
1

rae je U(z) npumuruBna dyskimja dysximje F(x); npumernmo na y
OBOM CJIy4ajy paJ cujie Helie 3aBucUTH OJf HAUMHA KpeTama Tauke uaMely
HOYETHOT U KPAjIber IMOJI0¥Kaja, HEro MCKIbYIHBO O/ CAMEX THX Hojoxkajal.

40B0 je KAPAKTEPUCTHUHO 32 NOMEHUUJAANE CULe, O KOjuMa he KacHuje 6UTH BHIIE pedH.
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Pap, cunne Ha Kpl/IBOJ'II/IHI/IjCKOM KpeTaky

Jennaunna (6.10) 3a exemMeHTApHM PaJi CHe MOXKe Ce HHTEPIPETHPATH Ha
cienehn maunn: F' je npojeknuja cuite F = F'i na x—ocy, 10K je dx mpojeximja
BEKTOpa eJieMeHTapHOr noMepama dr = dxi Ha ucry ocy. Taja ce oBaj uzpas
MOZKe 3aINCATH y OOJIHKY:

dA=F - dr. (6.14)

IlocmaTpajmo Kperambe MaTepHujajiHe TadKe u3 mojoxkaja P; y mosoxkaj Po
JIy?’K KPUBOJIMHUjCKE TpajeKTopuje, npukaszane Ha Couru 6.5, Koja je onucana
[apaMeTapcKoM jelHadYMHOM Kperama I = r(t). Heka Ha TauKy TOKOM KpeTama
nejerByje npomersbuBa cuta F = F(t,r,v). Eaemenmapnu pad cune F jecre
paJi U3BPIIEH TOKOM GECKOHAYHO MAJIOr HOMeparba y OJHOCY Ha mosoxkaj P(t)
TOKOM OECKOHAYHO MAaJIOl BPEMEHCKOT WHTepBaJia dt:

dA =F(t,r,v)-dr. (6.15)

Cauka 6.5: Pad cune Ha KPUBOAUHUJCKOM KPEMAtbY

Mozke ce mpuMeTuTH Ja je oBaj u3pa3 6mo morusBucaH jexHauunuoMm (6.14) kojy
CMO BHJIEN KOJ NMPaBOJUHUJjCKOr Kperama. llomro je dr/dt = v, sako ce
1oKa3yje Ja je BEeKTOP €JIEMEHTAPHOT IIOMeparha KOJIMHEapaH ca BEKTOPOM Op-
3UHe:

dr = vdt.

3aTo ra Ha je,JHOCTaBaH Ha4YMH MO2KEMO U3PA3UTU Y PAZJININTUM KOOPJINHATHUM
cucreMuMa.:

dr =dri+dyj=dse;. (6.16)

AKo ce u cuta Koja JIejCTBYje Ha TauKy IpHUKazKke y ojarosapajyhem KoopauHaT-

HOM CHCTEMY:
F=Xi+Yj=F,e +F,e,, (6.17)

oHza ce eaeMenTapun paj (6.15) mMoxe uspasurn Ha ciaejgehu HadnH:
dA=Xdx+Y dy = Fids. (6.18)

OpaBje cienn jefaH BaykaH 3aKJ/bydaK:
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Axo je cuna cee epeme Kpemarva nopmaara na mpajexkmopugy, F = F, e,, Fy =
0, onda he wen pad bumu jednar Hy.au:

Fldr = dA=F.-dr=0.

Pan cune na koHadHOM mOMepamy u3 HOJOXkaja P y mnojoxkaj P myx
KPUBOJIMHHjCKE TPajeKTOpHje jecTe M3paas:

(P2) (P2)
( (

Py) Py)

OBaj MHTErpaJ y MaTeMaTHIKOM CMUCJLY TIPEJICTABIba KPUBOAUHUCTKU UHMELPAA.
Jla 6u ce oH W3padyHAO MOpA Ce MO3HABATU TPAjeKTOPHUja, OJHOCHO KPETArhe
tauke r(t). ITopes Tora, y ommTeM cydajy paj “ucre” cuie’ Iy JBe pasImauTe
TpajeKTopuje ca 3aje HHIKIM KpajibiuM Taukama Hehe outu uctu. OBO OTKpUBA
JPYTO BasKHO CBOJCTBO PaJia CHJIE:

Pad cune 3asucu 0od obaukxa mpajexmopuje dyoic xoje ce kpehe mamepujasra
mawka.

Cauka 6.6: Pad peayamanme dee cune u cayvaj xkada je pad jednax Hysu

Axko ma marepujasnny Tadky jejcrByjy ase cuiae Fi u Fo, omyna hie eremen-
tapuu paj pesyiaranre F,. = F; + Fy 6urn jeguak 30upy ejieMeHTAPHUX PAJIOBA
KOMIIOHEHATA:

dA¥" =F, -dr = (F1 + Fy) -dr =F, - dr + Fy - dr = dAF" + dAF=.
Onarie cnenn ma fie eleMeHTapHT paJ pe3yJITAHTE CHCTEMA, CHJIA KOje JIejCTBY]Y

Ha MaTepHjaJIHy Ta4Ky OUTH jeJIHAK 30Upy eJleMEeHTapHUX PaJ/I0Ba KOMIIOHEHATA:

F= Zn:F = dA¥ = zn:dAFi (6.20)
=1

i=1

50Be ce Moz “HcTOM” CHJIOM MOIPa3yMeBa CHJIA KOja nMa UCT(YHKIIHOHAIHY 3aBHCHOCT OJ]
BeJIMYMHA cTama 1 BpeMeHa. OHa ce, MelyTuM, JIy»K pasiMunTUX TPAjEKTOPUja MOYKe MEHhaTH
Ha pa3jIiMyuTe HAYUHe.
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cro Baxku 1 3a yKYIIHU PaJi, IITO Ce MOXKE [TOKA3aTH HEIOCPETHOM MHTErDAIlU-
jOM TocIIeilbe jeTHaINHe:

AT, = AT (6.21)
=1

Mpumep 6.3 Odpedumu pad cure mesrcure Ha NOMEPAILY MAMEPUJAAHE MAUKE
mace m uz noaodicaja Py (21, y1) y noaooicaj Pa(xa,y2). Ja au pad cuse mesicune
sasucu 00 obauka mpajexmopugje?

A)Y

j mg " Yo

A

Y1

P,

A4S

Cauka 6.7: Pad cune mesicumne MG KPUBOAUHUJCKOM KPEMAI6Y

» Cuia texxure je y JlekapTOBOM KOOPIMHATHOM CHCTEMY OIMCAHA HA CJie-
nehu mHauwn mg = —mgj. Y uCTO BpeMe ejileMeHTapHO IIOMepParbe MaTepujajiHe
Tauke je dr = dx i+ dyj. Onarie cieau fa je eJleMEeHTapHUA PaJi CUJIe TEXKUHE:

dA =mg-dr = —mgdy. (a)

VkymHu paj cujie TeXKUHe TOKOM IOMeparba Tadke n3 MojIoXkaja Pj y mosmoxkaj
P, ouhe:

(P2) Y2
App = f/ myg dy = fmg/ dy = —mg(y2 — y1) = —mgh. (6)
(Pr1) Y1

Bugumo 1@ paj, 3aBHCH caMO OJ BEPTHKAJIHOI PacTojama H3Mely Kpamer u
MIOYETHOT IJIOXKAja, & He 3a6uct OJl ODJIMKA IyTarbe Jy2K KOje ce TauKa KpeTaJa.
Ipumernmo ga hie pas cuse Texxune GUTH HETATUBAH ako je Yo > Y1 (Tauka ce
kpelie Ha rope), OJHOCHO MO3UTHBAH ako je Yz < y1 (Tauka ce kpehe Ha jose).
«

MNpumep 6.4 Mamepujanra mauwka ce kpehe 00 xKoopdunammoz nouwemra Po(0,0)
do mauke Pi(R, R) na déa navuna: npeu nym Oysic npasosuHujcKe mpajermo-
puje, a dpyau nym Yy mpaxemopuje obauKa YEMEPMUHE KPYaa Ca UEHMPOM
y mawku C(0, R). Toxom kpemaroa na mayuky decimeyje “npameha” cura wuju
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je unmensumem xoncmanwman, ' = const., u xoja yeex uma npasay, maHzeHme
na mpajekmopujy F = Fe;. Odpedumu pad ose cune mokom Kpemara mavke
dyotc ceake 00 08UT MPAJEKMOPUJQ.

P

» YV OpBOM Cily4ajy MaTepHjaJiHa TadKa BPIIN IIPABOJIMHUJCKO KDETAE.
Axko yBesemo ocy O Koja ce MmoKJama ca IpaBleM KpeTarma, OHJIA HIUje TEIKO
YTBPAUTH Jia he KpajibuM I0JI0XKAjuMa OJroBapaTu ciiejiehe BpeHOCTH KOOPIH-
natre &:

S =0; & =V2R;, A£=¢& —& = V2R

ITomro cuna F niejcTByje y npaBIly KpeTama TadKe, (eH PaJl ce MOXKe U3padyHa-
TH Kao paJ| KOHCTAHTHE CUJIe Ha TIPABOJMHUJCKOM KpeTamy (6.8):

Al = FA¢ = V2FR. (a)

Y apyrom ciydajy, Kaja ce Tadka Kpehe J1y>k KpHBOJIMHUjCKE TPajeKTOPHje,
MOXKE Ce YBECTH IPHUPOJIHUA KOOPJAWHATHU CHUCTEM, OJHOCHO JIyYHa KOODIUHATA
s, koja he ce m3mely tawaka Py m P, mewarn y rpanmnava s € [0, Rm/2].
To 3Ha4m ja ce paj oBe cuile MOXKe M3padyHATH Kao PaJl JIyzK KPUBOJIMHU]CKE
tpajekropuje (6.19):

@ Rm/2 -
AR = [ Fas=GFR (6)

Iopehemwem pesyirara (a) u (6) J1aKo ce 0J1a3uU J0 3aKIby IKa j1a pa nparehe
CHJIe 3aBHCH OJ1 00JIMKA TPajeKTOpHje JIyK Koje ce Tauka Kpehe uzmely mosioxkaja
PiubP, «

Chara

Y1opeio ca pajoM Cujie MOYXKe Ce YBECTH jOII jeJlHa BJIMYMHA KOja OIHCYje
JIeJCTBO CHJle Ha MaTepHjajHy Tadky. 10 je craea W OHA UPeNCTaB/ba OP3UHY
Bpmema paga. Uwmajyhm y Buay jemmaunny (6.15) cmara cmme ce medpunmnime
cienehuM uzpasom:

_dA P dr

P="2=-F.Z =
dt dt

F-v. (6.22)
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Cuara mMma JUMeH3Wje pajia y jeJUHAINN BpEeMeHa, a jeJWHuIa mepe je Bam,
1W = 1J/s. Honyr paja cue (jexmaduna 6.20) u cHara je aIMTHBHA BeJTIHHA—
VKYIIHa CHara Cuia Koje JIejCTBYjy Ha MaTepHjaHy TadKy, OJITHOCHO CHAra lUXoBe
pesysrante F, = Z?:l F;, jennaka je 36upy cHara KOMIIOHEHATa:

n

P,=F,.v= Zn:F 'V:Z(Fi'V)ZiPZ’ (6.23)
i=1 i=1

i=1

3a paznuky o pajia cujie Koju je OO Be3aH 3a IPOIeC KpeTama, CHara CUJje
j€ BeJIMYHA KOja 3aBUCH O CTabha KPeTamba.

6.3 3akoH 0 NnpomeHu eHeprunje

IIpumepu KojuMa Cy WIYCTPOBAHU PA3JIMYUTH ACHEKTH PaJia CUJie TIOKA3aIN
cy Ja u3Mmely mera u mpupaintaja KHHETHYKEe eHepruje MocToju JyOoka Besa.
Omna he 6utu norephena Kpo3 3akon 0 npomenu enepauje, Koju hemo Ha3uBaTU
U eHepeujckom jeonauuHoM.

IMocmarpajmo uspas 3a apyru Hbyraos 3akon (5.3):

ma=F,

¥ CKaJIapPHO ra IOMHOYKUMO OP3UHOM MaTepHujajIHe TadKe vV, KopucTehu mpu Tome
[IPaBUJIO KOMYTATUBHOCTHU 38 CKaJIapPHU IIPOU3BOJ, BEKTOPA:

mv-a=F-v.

3pa3s ca jieBe cTpaHe 3HAKA jeTHAKOCTHU IIPEJICTAB/ba H3BOJ] KUHETUIKE €HEPIUje
o Bpemeny (jenuaunua (6.4)2) 0K je ca jiecHe CTpare 3HAKA JeJHAKOCTH CHAra

cuie:
dEy

dt

OBo je mpBU 0OJIMK 3aKOHA O TPOMEHU €HePruje KOju TJIACH:

=P (6.24)

IIpomena Kunemuwke enepauje mokom epemena jednara je chadu cuae nod “ujum
ce dejemeom mauka kpehe.

Jpyru obyink 3aK0oHa 0 TPOMEHU eHepruje ce J100uja TpanchopMaInjom u3pa-
3a (6.24). ITomrro ce MpBU U3BOJL MOXKE TPETUPATH KA0 KOJIMIHUK JIBE GECKOHATHO
MaJie BeJIMYWHE, OBa jeTHAYNHA CE MOXKE 3AITHCATU Kao:

dE, = Pdt.

U3 nedunuiyje cuare (6.22) caequ P dt = dA, ogakie nobujamMo apyru obiuk
3aKOHA O IPOMEHU €HEpruje:

dE), = dA. (6.25)

OBa pejanuja ce pednMa MOyKe UCKa3aTu Ha cjejehn HavmH:
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Eaemenmaphu npupapawmaj KuHemuyke enepauje Mamepujaite mavke jednax
je enemenmaprom pady cuse Koja dejcmeyje Ha roy.

Jennauuna (6.25) ce yecTo HA3WBA U TEOPEMA O IPOMEHH KHHETHYKE eHepruje y
1 epeHITjaTHOM O0JIHKY.

Tpehu o6mK eHeprujcke jejHadnHe ce jobuja MHTErpanujom uspasa (6.25)
Iy2K TPajeKTopuje OJi MOUeTHOr OoJIoXKaja Tauke P; /10 Kpajmer nosoxkaja Ps:

(P2) (P2)
/ dEy, = / dA.
(Py) (P1)

IIpu Tome Tpeba nMaTH Ha yMy Ja je KHHETUYKA €HEPTUja GeAUNUHG CNAt6d, T1a,
ce ’eHOM MHTEerpaljoM Jo0uja KOHAYHU TPUPAIITaj:

(P2)
/ dEy = By|(1}) = Exa — gy = AP,
(P1)

Ca spyre crpaHe paJl cuile je KapaKTEePHCTHKa [POIECca KpeTarba, TaKo Ja Ca
JIeCHe cTpaHe 3HaKa jeJJHAKOCTH UMaMo yKyIHu paj cuie (6.19). Ha ocnosy ose
aHaJjm3e J1001jamo:

AE), = Aja, (6.26)

OJTaKJIe CJIeIM:

Ipupawmaj Kunemuvke eHepauje Mamepujaite Mauke Ha KOHGYHOM NOMEPAIbY
jednax yxynrom pady cuae koja dejcmeyje na Y.

Tpeba namomenyTu ja ce japyru u Tpehu OOJIMK €HEeprujcke jejHaduHe y
JIMHAMUI MaTepujasiHe Tadke derrhie KoprcTe o IPBOT, aJjli je 3aTO0 IPBU 00JINK
[IOTOJIHUUjU 3a YOIIITaBame M INpUMEHe y ciydajy JAedOpMabHIHUX Teaa U
HenpekuaHuX cpeauna. Mako ce y dpopmysranujama 3aKoHa O IPOMEHU €HEpruje
TOBOPH O CHA3W U Pajly CUJie, MOJpa3yMeBa Ce Jla Ce y CIIydajy JliejCTBa BHIIE
cuyia, OWIIO Jia Cy y NMHTamy aKTUBHE CUJIe WIN Peakilje Be3a, padyHajy cHara
U PaJi CBUX CHUJIA KOje JIejCTBYjy Ha TAUKY.

Mpumep 6.5 3a mamemamuuro kaammo anasudupano y Hpumepy 5.4 npume-
HOM 3GKONG 0 NPOMENY ernepauje odpedumu 6p3uny mavke Yy GYHKUUU NosodHCa-
ja, yeaa @, ¥Xao u OP3UNY npomene KUHEemuUYKe eHepauje.

» llomazehn ox m3paza 3a Op3uny, v = $e; = lpe;, MOXKEMO H3padyHATH
eJIeMeHTapHU Pa/Ji CHJIe TeXXWHE Mg U cujle 3are3ama Kourna S. Tlormrro je:

mg = —mgsinpe; —mgcospe, uw S=Se,,
a eJIEMEHTapHO [IOMeparbe IVIACH:
dr = vdt = ldpey,
nobujamo cienehe pesymirare:

dA™8 = mg - dr = —mglsinpdp; dAS =S - dr = 0. (a)
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IIpumernmo ma je paj cuiie 3aTe3amba KOHIA jeJJHAK HYJIH 3000 OPTOTOHATHOCTH
BekTopa S m dr, mro ce moxe Buaern na Coaumm 6.8. OBaj pesyiarar Huje
crieruuyan camo 3a rnmocmarpann mnpobsiem. Peaxmuje maeasnux Be3a cy 1o
IPUPOJN TAaKBE /A Cy OPTOrOHAJIHE Ha BEKTOD OP3MHE, OJHOCHO €JIeMEHTAPHOT
nomepama tauke®. Crora je pad pearuyuja udeasnur 6e3a yBeK jeJJHAK HyJIH.

0

l

P +.S

_/\\ dr
en
P

S ///

-

mg

Cauxa 6.8: Anaausa cuaa €00 MaAMEMAMUYKO2 KAGMHA

Axo ce u3Bprin uHTErparyja uspasa (a) 3a eJeMEeHTAPHHU PaJ[ O HOYeTHOr
TOJIOXKAja g JI0 IPOU3BOJHHOT TTOJIOXKAja , OHJIA fie ce TOOUTH YKYITHH PaJT CIIIa,
KOje JIejCTBYjy Ha MaTepHujajHy TadKy:

%)
A= / (—mglsin 0)df = mgl(cos p — cos ¢g). (6)
®

0

Tana ce nmpumenom tpeher obimka 3akoHa 0 IpoMmeHu enepruje (6.26) moxe
J00UTH IPHUpAIITaj KHHETUYKE eHepruje MaTepujajiHe TadKe:
Lo o

AEk = Ek - EkO = 5mv

Opmatie ce nobuja 6p3nHa y GYHKIMJU MOI0KAjA:

1
— §mv(2) = mgl(cos p — cos pg) = A.

v? = vE + 2gl(cos p — cos @), (B)
Koja je ekBuBasienTHa jexnaunun () usz Ipumepa 5.4.
3a ompehuBame Op3uHe TpoOMeHe KHHETHYKE €HEPTHje HEOMXOIHO je MpIMe-
HUTH OPBU OOJIMK 3aKOHa O HpoMmeHH eHepruje (6.24) u ofpenuTu CHAry CBUX
cnma Koje JejeTByjy Ha TAauKy' :
P=mg-v+S-v=—mglysine.
Tana ce jrako jobuja:
dEy,

el P = —mgl ¢ sin .

60Bo je moceauIa OCHOBHE KapaKTEPUCTHKE PEaKIija Be3a: OHe OJpaskaBajy OrpaHMYeHa
Koja Beze Hamehy mocmarpaHoM Teury.
7Crara peaxiyje KOHIIA je, KO U H€H Pajl, jeJHaKa HyJIH.
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MoTeHunjanHe cmne n noTeHumjanHa eHepruja.
VYKynHa mexaHu4ka eHepruja

Y Ilpumepy 6.4 Bumeanm CMO KakKO PaJi CHJIE MOYXKe 3aBUCUTHU O 0OJHKa
TpajekTopuje Tadke. ¥ HCTO BPEMe YOUYE€HO je Jia PaJ| CHjle TeXKWUHE He 3aBUCH
on, obsmka tpajekropuje (IIpumep 6.3). a jim ocuM cujie TeXUHE IIOCTOje U
Jpyre cujie Koje moceayjy oBo cBojcTBo? OJIroBop je MOTBp/IaH, a OBe CUJe ce
HA3UBA]y NOMEHUUJAAHUM CUAGMA.

"
P p

P, P,

Cauka 6.9: ITomenyujaare cune

ITocmarpajmo Tauky P koja ce o monoxaja Py 0 nonoxkaja Ps kpehe jryx
JiBe pasimauTe Tpajekropuje, ozuadene ca (1) m (2). Heka ma Tauky TOKOM
kperama jejcrByje cuia F. Ako paj cure F Ha momepamsy Tadke o TOJI0XKaja
P 1o mostoxkaja P, He 3aBucHu o1 00IMKa TpajeKTopuje JAyK Koje ce Tauka Kpehe,
Beh caMo oJ1 IeHUX KpajihIX Tavaka, OHJa ce Kaxke Ja je cuia F nomenyujasna:

A =49, (6.27)

[Morennujasne cuse ce Mory JeUHUCATH U HA APYrH HAYnH. Ycsosy (6.27)
eKBUBaJEHTaH je yCIOoB Ma je pas cuae F Ha 3aTBopeHoj myTamu® jeqnax Hysm:

A° = fF Cdr = 0. (6.28)

Byayhu na paj noreHmujaine cuse 3aBUCH caMo O] KPAJbUX TAYAKa Iy TAbe,
MopaJia Ou IoCcTojaTh HeKa @Gynkuyuje Koja OM 3aBHCHJIA CaMO OJ II0JIOXKAja
(koopauHaTa) n umju 6u IpUpaITaj 610 jeHak nsspmenom pary’. OBa byHK-
nuja 61, aKO IIOCTOjH, ¥ HOTILYHOCTHU OIUCAJa JIejCTBO HoTeHInja e cute. Hbena
€r3UCTEHINja Ce MOXKe JTOKA3aTh, & U3 TPATUIIMOHAIHUX PA3JIora ce ycBaja Ja

je IeH He2amueHu Npupawma; jeHaK M3BpIIeHoM pay ciae!l:

A1g = —(II(rq) — I(ry)). (6.29)

83a myTamy KaskeMo Ja je 3aTBOpPeHa aKO Ce IheHa, KPajiba TadKa, TOKJIAIa Ca TTOTEeTHOM.
90B0 CBOJCTBO je MOTHBHCAHO j€[HAYHHOM (6.13) mobmjeHOM IPUIIMKOM aHAJIU3E CUJIA TUjU
ce paj| Ay»K IPaBOJINHHIjCKE TPAjeKTOPHje MOXKE yHAIIPe]] H3padyHaTH.
10Ca r1 u ra cy 03HAYEHM BEKTODH IIOJIOXkAja KPajHBUX Tadyaka IyaTme, P1 u Po.
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DOyukuygja II(r) ce 30Be nomenyujanra enepeuja. Axo peannmja (6.29) Bazku
HE3aBUCHO O] TPAjeKTOpHje IyK Koje ce Tadka Kpehe, om/a ce MOXKe yCIoCTaBUTH
Be3a m3Mely esleMeHTapHOT pajia MOTeHIMjaIHe cuite, Kojy hemo mamme oznada-
saru ca F!I u ejlementapror npupamTaja noTennujasme enepruje I1(r):

dAT = FI . dr = —dIL. (6.30)

Jennaunna (6.29) ce Mmozke 706UTH HeOCpeTHOM HHTErpanujom jeaaaqauie (6.30):

(P2) (P2) (P»)
A{g:/ FH-dr:—/ dll = — 1(r)| ;) = T(r1) — I(r2).
(P1) (P1)

Nako ce y jeanaunnu (6.30) Hausrien usjeqaaqayjy asa dugepeniujaa, MOpa
ce nmoasyhn pasmuka mamely enemenrtapror pajga dA™ u eemenTapHOr TpH-
pamrraja moreHiyjaane enepruje dll. Pas cuite je y ommmnreM ciry4ajy BeIUdnHA,
KOja OIIICYje IejCTBO CHJIE U 3G68UCU 00 NPOUECE Kpemarsa IMOCMATPAHE TatKe.
ITorennujanna enepruja je dbyHKIMja Koja Takohe omucyje JejcTBO cuie, ajau
3a6uUcCu camo 00 CMaa KPEMara mavke, a He Of Ipoleca Kperama. Crora
OHA y MATEMATHIKOM CMUCJY IMPEICTaBba MOmasny Judepenyujan, Ta je u
WHTETPaInja Koja je CIpoBeeHa Y MOC/Ie/Ib0j jeIHaINHN MOryha.

YKynHa mexaHuuka eHepruja. o caja cMO YIIO3HAJM JIBA BHUA MEXaHUYKE
eHeprrje—KUHEeTHIKY M MOTEHIHjaIHy. 3a [IPBY Ce 9eCTO KarKe Jia IPEeJICTaB/ba,
eHeprujy Kperamwa. Jlpyra mak jaje mHMOpPMAINA]Y O Pe3epBU €Hepruje Koja
Ou ce MOTJIa yTPOIIUTHU Ha BpIIEH-€ paja. FbuxoB 30up je ykynha Meranuyka
enepauja;

EF=FE;,+1IL (6.31)

Omna he urpatn neHTpaIHy yJIory y HAIIO] JA/b0Oj aHAIM3H.

Mpumep 6.6 Odpedumu nomenyujarty enepaujy cune MEHCUHE, CUAC Y eAac-
muunoj onpysu u Ebymnose epasumanuone cuie.

» EjemenrtapHu paj cmie TeXKHHE Mg = —mgj Ha OECKOHATHO MAaJIOM
nomepay dr = dx i+ dy j ouhe:

dAY = mg - dr = —mgdy.
Kopucrelin jennaunny (6.30) mobuhemo:
dllY = —dAY = mgdy,

OJaKJIe IIoCJIe I/IHTeraHI/Ije cjeau:

ngmg/dy:mgerC,

rae je C wmarerpammona kKoucranta. OBme ce MOpa JaTh BarXKHA HAIOMEHA
o maTerpanuonoj Koucrautu. OmHa je 3a oxpehuBambe MOTEHNUjaIHe €HEPrHje
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nebummna. IIpBo, He oCcTOjU yHUBEp3aaHa KaauOpalinja IMOTEHIMjalHe eHEPTH]e.
To 3Hauym na He MOCTOjM jeIMHMYHA IOTEHIMjaJIHA €Hepruja Koja Om Moria
[IOCJIy?KUTH KaO eTaJlOH U Ha OCHOBY KOje O ce KOHCTDYHCAJH OJroBapajyhu
mepuu ypebaju. [pyro, y ciay4ajy cuiie TexXKuHe OBa KOHCTAHTA 3aBUCH O]
usbopa pedepenmuoz nueoa. llomTo oBaj M360p MOXKe GUTU ITPOU3BOJHAH'!,
KoHcTaHTa Hehe 6urn jennosuauno oxpehena. Tpehe, 3a kperame he oy 3navaja
OUTH caMO IIPOMEHa—IIPUPAIITaj IOTEHI[UjAJIHE €HEPrUje, a Taia aJUTUBHA KOH-
cranta Hehie urparn HumkakBy yiory. OBa pasmaTpama ce MOTY TPUMEHUTH
Ha O6MJIO KOjy NMOTEHIMjaJHy CHILy, IIa NeMO MX y HacTaBKYy IPUMEHHBATH 0e3
TOCEOHOT HalvIaIIaBaba.

IlocmaTpajMo onpyry KpyTocTH ¢ uja je Jy>KUHA y HEHAIIPreHYyTOM CTalby
lp. IlpermocTaBnMO ma ce IpaBal OIPyre He Meba IPUINKOM JAehOpPMUCAIHA
¥ HeKa je Jy:KuHa oupyre y jgedopmucaHoM cramy [. Paju jakine padyHuie
ycBojuMo pedepenty Tauky O Ha MECTY MOKDPETHOT Kpaja onpyre y Hejedop-
MHCAHOM CTalby U HEKa FeroB TPEHYTHH I0JI0XKaj Oyze ojpeheH KOOpIUHATOM
z. Tana he nzayxeme u cuiia 3are3ama OIpyre OUTH:

Al=1l—-lp=x2;, Fo=Fpi=—cAli=—cri.

Ilomrro je eslemenTapHo momepame r = dr i, eJileMeHTapHU TPUPAINTa] OTEHITH-
jasine enepruje cuse y onpysu 6buhe jennax:

dll® = —dA° = —Fy - dr = cz dz.

Opatiie ciieqin 1a je NOTEHIUjAIHA €HEPrUja CUJle y OIPY3H:
o L o
I =c¢c | zdx = 5T

OBaj pe3yaTar ce MOXK€ HEIOCPEJIO YOIIITUTH Ha CJIydaj IIPOMEHe IIPAaBIa, Jie-
dopmucane onpyre. Taja je mOTeHIWja/IHa eHEPrUja;

1
e = 5c(Az)2.

VY cayuajy EbyrHOBe rpaBuTarmone cuse nocMarpahemMo paJi cuiie Ha paiy-
jaJIHOM TIOMeparby MaTepHjajiHe TadKe—IIoMeparby y IPaBILy JI€jCTBA CUJIE €.
Tasia ce rpaBUTAIMOHA CHJIa MO¥Ke ormucaTu penamujom F = —(k/r%) e, 1ok je
eJIeMeHTapHO moMmepame dr = dre,. EjemenrapHu mpupariraj mOTEHIHjaJIHEe
enepruje he burn:

dll = —dA = —F - dr = — dr,
T

oJjlakJie ce Jobuja rorennujaana enepruja Fbyrnose rpaBuTanuone cuiie:
K
m=——.
r

<

1 360p pedepenTHOr HHBOA je CAMO YCIOBHO HPOM3BO/baH. OH MOpa GUTH XOPH3OHTATAH
(HopMasiaH Ha IpaBall CHJIe TeXKUHE) U HEIIOKPETAaH.
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3akoH o npoMmeHn n ogp>Xakby YKynHe MmexaHun4dke eHepere

YBohemeM NOTEeHNNjaIHIX CUJIA CTBapa ce MOIyHHOCT J1a ce CBe cujle Iojelle
ma norernujame FI i ome xoje To nucy F*. Hbux lieMo 3BaTy HEIIOTCHIH]aIHIIM
cumamal?. Tasa ce pe3ysTanTa CBUX CHIIA KOje J€jCTBY]Y HA MATEPHjATHY TAUKy
MO2Ke IIDUKa3aTH y BHJly 30Upa PE3yJITAaHTU OBE JIBe KJlace CUJa:

F =F" 4+ F*

Kao mocnieinmia, pag u caara cuiia Takohe Mory OUTH IpUKa3aHU y BUILY 30Mpa,
jep ce paji O AJINTUBHUM BeJIMUYNHAMA. 38 eJIEMEHTAPHU PaJ] BayKu:

dA=F -dr=(FY+F*).dr

. (6.32)
=F" -dr+F"-dr=—dIl +dA",
JIOK Cce 3a CHary JoOuja aHAJIOTHU PEe3YJITaT:
dA
P=— =F-v=F'4+F).v
t . (6.33)
:Fn-v+F*~v:—E+P*.

VKynHu paJi cBux cuia he ce rakohe cacrojaT o1 yKyImHOT pajia MOTEHIIUjAJTHAX
cuia, jeJJHAKOT HEraTHBHOM IMPHUPAINTA]y MNOTEHIUjaIHE €HEPThje, U YKYITHOT
paJia HEMIOTEHIIN]aTHAX CHJIA:

(P2) (P2)
Ay = —/ dIl +/ dA*
(Pr) (Py) (6.34)

=—(IIy — II;) + A}, = —AIl + A7,

IIpumernmo jor na he npupainraj u u3Boj, yKylHe MexaHuuke exepruje (6.31)
110 BpeMeHy OurTu:

dE = d(Ek + H) =dEy + dI;

AE = A(Ey, + 1) = AE), + ATl (6.35)
dE  d dE,  dII
&S g rm =
T Sl A

Hobujenn pesynararu omoryhyjy fia ce 3aKOH O IPOMEHU €HEpruje, y CBa TPH
obmmka (6.24), (6.25) u (6.26), 3anume u uHTEpIpETHpa Ha HOB HaunH. U3
jemmaunna (6.24) u (6.33) coequ:

dEy, dll
— =P=——+4P".
dt it

12Henorenmujaisae cute MOry GUTH U aKTUBHE, M PeaKiije Be3a.
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I'pynucamem KuHeTHYKe U OTEHIINjaIHe €HEPrUje Ha JIEBOj CTPaHU jeJHAKOCTH,
n kopumnthemeM jeanadnue (6.35)3, 1o0uja ce MpBU OOJIUK 3GKOHG O MPOMEHU
YKYNHE METAHUYKE enepauje:

dE  dE, dll

E—W'FE—P. (636)

Ou ce Moxke popMysIrcaT Ha ciejehn HaduH:

IIpomena (u3600) yxynne mexanuuke enepauje Mokom 6pemena jednaxa je crasu
HENOMENYUJAANUL CUAQ.

Axo ce, mehyTum, mohe ox jemmadume (6.25) u uckopuern penarumja (6.32),
oHJla ce jobuja:
dE, = dA = —dIl + dA*.

OpaBre ce TPyNHCAHEM €HEPTHUjCKUX WIAHOBA HA JIEBOj CTPAHU J00Wja JAPYTH
00JIMK 3aKOHa:

dE = dEj, + dIl = dA*, (6.37)
KOjI/I Ce pednuMa MOXKe MCKa3aTu Ha CJIe,ILehI/I Ha4YUH:

Eaemenmaprnu npupawmaj ykynhe mexanuvke enepauje jednar je enemernmap-
HOM DAY HEMOMEHUUJAAHUL CUAQ.

Hajzan, momazehu ox jemmaumne (6.26), y3 momoh pemammje (6.35)s, mobuja
ce:
AE, = —AIl + A7,.

Mcrum mocTynkoM Kao y HIPETXOJHUM CilydajeBHMa Moxe ce johum no Tpeher
00JIMKa 3aKOHa O IIPOMEHU YKYIIHE eHepruje:

AFE = AE, + All = A7,, (6.38)
IITO ce MOXKe (POPMYJIHCATH OBAKO:

Ipupawmaj yxkynme MexaHuwke enepauje Ha KOHAYHOM NOMEPatby jednax je
YKYNHOM pady HENOMEHUUJAAHUL CUAA.

3akoH ogpxxatrba eHepruje

Baxan cnenujasnu cirydaj 3aKoHA O TIPOMEHM YKYIIHE MEXAHUYIKE €HePTHje
jecre 3axon odpotcarsa enepeuje. Kana je paj| HENMOTEHIMjaTHUX CHJIA jeJIHAK
HyJIH JIy2K 1ese Tpajekropuje, dA* = 0 omumocno Ajs = 0, u muxosa cuara he
6urn jennaka myau, P* = 0. Tana u3s jeanaunne (6.36) cuaemu:

dE
22
dt
Opatie mobujamo ma he yKynHa MeXaHMYKa €HEPIHja TOKOM KpeTarba TadKe

6UTH KOHCTAHTHA!
E = Ej, +1I = const. (6.39)
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Koncranra koja dpurypuiiie y 3aK0Hy OJIp2Karba MPEICTAB/ba HHTEIPAIIMOHY KOH-
cranTy u onpebyje ce u3 mouernux yciosa. o anasorue pesanuje, BpJio KOPUC-
He IIPUJIMKOM DelllaBarba 3a/laTaka, J0JIa3u ce ako ce noje ox jeanaqunne (6.38):

AE=FE;,—FE, =0.

Tana BumMo fga yKyIlHa MeXaHUYKa eHepruja Ha IIOYeTKy W Ha Kpajy KpeTarba
MOpa UMaTHU UCTY BPEIHOCT:

E1 = Ekl + H1 - Ek2 + H2 == Eg. (640)
E A EAL
E=const.
A
E,
11
v

¢

Cauka 6.10: 3axon odpotcarba enepeuje u enepaujcku oujazpam

Ha Cowunum 6.10 je mirycTpoBaH 3aKOH OJpyKatba eHepruje. TokKoM BpemeHa
YKYIIHa MeXaHU4Ka eHepruja F ocraje HEIPOMEmeHa, JOK ce KMHETUYKa U II0-
TeHIWjaIHa eHepruja Mory Mmemaru. OHe ce, 3aIPaBO, TOKOM KpeTarba TPaHC-
dopmuIily jeaHa y Jpyry.

Vieuarspuu npuMepu TpaHcdopMalyje jeJHor Bujla MeXaHUIKe eHepruje y
apyru mory ce Bujetu Ha Comnum 6.11. Y aTieTury, IpujinkoM CKOKa ¢ MOTKOM,
[IOTEHIIMjaIHa eHepruja eyacTudHe Jedopmaliije MOTKe ce TpaHchOopMuUiie y
KMHETUYKY €Heprujy TakMudapa, 3axBajbyjyhin Kojoj on jeru ysuc. Kom Bojo-
1a/1a ce MOTEHIIjaIHa eHePIHja BoJle TOKOM I1a/la IpeTBapa Y KUHETUUIKY, KOja Cce
IIOTOM MOKe MCKOPHUCTUTH Yy JIpyTe CBPXe, Ha IIPIMEDP IPOU3BO/IIY €JIEKTPUYHE
enepruje.

Eveprujckn amnjarpamu. Axo 3akoH oiapxkarba enepruje (6.39) Baxku 3a HEKO
KpeTambe, OHJA je MOTylie M3BPIIUTH HErOBY jeIHOCTABHY KBAJNTATUBHY aHAJIN-
3y. Hamme, mormmro je kunermdka enepruja HeHeraTUBHA, DyHKITHja:
1
E.=-mv?>>0
2 )
paxkulie cieziehia HejeqHakocT Koja coenn u3 (6.39):

E-N=E,>0 = FE>IL (6.41)
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Cauka 6.11: Haycmpayuje npumene 3aK0Ha 00pHCaAIa, eHepauje

Ipyrum pednma, norennujassa eaepruja I He Moxke TOKOM KpeTama 6utn Beha
oz ykynHe mexaanake enepruje F (sumern Ciuky 6.10). OBa HejeqHakocT Moxke
O6UTH O/ KOPUCTH NPUJTMKOM aHAJIN3E M0jeINHIX KAPAKTEPUCTUKA KPETarha, Ha-
POYHTO y CJIy4dajy IPEBOJUHUJCKOT KpeTarba MaTepHjaJIHe TadKe, U KPUBOJIU-
HUJCKOI' Kperarba Jy»XK 3ajare IyTame (Bese).

Mpumep 6.7 Tepem mace m moowce da ce xpehie no 2aamKoj TOPU3OHMANHO]J
nodao3u. 3a mepem je saxauena onpyea kKpymocmu ¢ u dysrcune lg y nenanpee-
Hymom cmarvy. Jpyeu kpaj onpyee je duxcupan. YV nouemuom mpewymry
MEPEM, CE HANASUO Y NOAOHCATY 00peheHOM KOOPAUHAMOM To U UMGO je bp3uHy
vo-.

a) Odpedumu kpemaroe mepema u nokasamu da fie 1e208 Nepuod 0CUUAOBAIHA

oumu T = 27 /w, 2de je w = \/c/m.

6) Ioxasamu da 3a 060 Kpemarse 8aNCU 3aKOH 00PHCAILA YKYNHE METAHUNKE
enepauje.

6) Ilomohy enepeujckoe dujepama 00pedumu amMnAumydy 0CUUNOBAILA Mepe-
ma.

» [lomro Teper BpIu MPaBOJIMHI)CKO KpeTarke ycBojuhemo JlekapToB Koop-
JIMHATHU CUCTEM 4Hhja ce £—O0ca MOKJIAla Ca MPaBIeM KpeTama, a KOOPIUHATHU
IOYeTaK O/IroBapa I0JIOXKAajy TepeTa y KOM je onpyra HeHampernyrta. Ha Teper
TOKOM TOKOM KpeTaa JI€jCTBY]Y JIBe aKTUBHE CUJIE: CHUJIa TeXKUHE M = —mgju
cuta ejtactu4ane onpyre Fo = —cri. Byayhu na je kperame Tepera orpaHuyeHo
[JIATKOM XOPU30HTAJIHOM II0JIJIOTOM, Ha TepeT he jiejcTBoBaTH peakiinja mo/jIore,
cuna N = N j. Umajyhu oo y Buny apyru HbyTHoB 3ako 3a KpeTtarme TepeTa he
outu ma = mg + Fo + N, a qudepennujasnme jequainne kperama he riracurn:
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y y
lO j X X AN
m
o A Fo
vmg
mx = —cx;

i (a)
my = —mg + N.

ITomro ce Teper kpehe TPaBOJMHM]CKH, Y XOPHU30HTAJHOM IIPABILy, BaxKnhe
y(t) = 0 = const., omakne ciequ §y = 0 u § = 0. Ha Taj nauun jejnaduna
(a)2 mocraje obuuna craTMUka jeJHaYMHA U3 Koje ce oapelyje peaximja Bese,
N = myg. Ilpumerumo ga ce u3 jequadmue (a); MOIY OJIPEIUTH IIOJOXKAJH
paBHOTEXKe Tauke. Hamme, y cramy MupoBama Baxku x(t) = const., ogaxie
ciemn & = 0, £ = 0. Tama y monoxajy paBHOTeXKe Baku —cx = 0, OZHOCHO
z = 0. JlakJe, jeuHN 110I02Kaj PABHOTEXKE TEPETA je Y KOOPIUHATHOM IIOYETKY.
Jennaunna (a); je mpasa mudepeHnujanHa jeIHATMHA KPETamba Koja e yBO-

bemem xpyorcre Ppexsenyuje w:
c
w=4/— 6
Ve (©)

MOXKe 3anucaru Ha cuaejgehn Hadmun:
.. 2
Z 4wz =0. ()

OBo je obuuHa audepeHInjalia jeHaunHa JPYyror pe/ia ca KOHCTAHTHUM KOe-
dunujeHTIMa Ynje OIIITE PEIIeHe TVIACH:

x(t) = Cy coswt + Cy sin wt. (r)
Ja 6u oHO 6MJIO caryiacHO Ca MOYEeTHUM YCIOBUMA:
z(0) = z0;  #(0) = v, (m)

UHTEerpalnuoHne KOHCTaHTe Mopajy nMaTn cneaehe BPEHOCTH:
Vo
Cl = Zo; 02 = ; (b)

Pememe jesmaanne (B) ce 9€CTO MpUKasyje y jeJHOM IPYTOM OOJIUKY, TOTOT-
HujeM 3a aHaiau3y. Ymecto kKoucrantu C7 u Ch yBely ce KOHCTaHTe A U «
cienehuM pesanujamas

C) = Asina A=,/C}+C3

Cy = Acosa tana:g—;.



6.3 BakKoH 0 mpoMeHH eHepruje 183

Ha taj Hauuu ce, y3 kopuinlieme aJIHoHe TeopeMe, pellene (I) MoXKe 3aucaTh
y 0bJIuKy:
z(t) = Asin(wt + ). (e)
Kao 1o ce Buin, TepeT BPINHM OCIUIATOPHO KPETAHE Y OKOJIMHI KOODJINHATHOT
noderka (II0JI02Kaja pABHOTEKE), a KOHCTaHTe A U o IPeICTaBibajy amniumyoy
u novemny a3y OCIUIOBaa KOje Ce MOTY OJPEAUTH Y 3aBUCHOCTH O HOYETHIX
ycJoBa:
A=|22+ (E)z; o = arctan <@) . (x)
w Vo

VY ucro Bpeme Kpy:kHa dpekBeHImja w, oxpehena jenuadunuom (6), u nepuod

ocyunosarsa 1"
2
T=""cop [0 (3)
w c

KOjH je jeJIHaK Iepuojy CUHycHe (DYHKIHje, jecy BeJUYnHe KOje He 3a6uce O
[TOYETHHUX YCJIOBA, HETO IIPECTaB/bajy KapaKTePUCTUKE CHCTEMA.

Ja 6ucMo M3BPIMIIN €HEPTUjCKY aHAJIN3Y IMPUMETHMO HAJIpe J1a je eJeMeH-
TapHO moMeparbe Tepeta dr = dxi. Y TOM Ciaydajy Cujaa TeKWHE U PeakInja
Be3e He BpIIe paJ] 300I OPTOrOHAIHOCTH Ca BEKTOPOM €JIEMEHTAPHOT IIOMeparba:

dA™& =mg-dr =0; dAN =N-dr =0,

a cuna Fo je morenmujaina, na je yKyImHa IIOTCHIIMjaJIHA CHEPrUja jeJHAKA:

1 1
II= §C(Al)2 = éch. (n)
Kunernuka enepruja teperta je:
1 1
E, = §mv2 = §m:i02. §)

IMomTo je cHAra HEHNOTEHIMjAJIHHX CHJIA jeJHAKA HYJIH'S YKyIHA MEXaHHYKa
enepruja he TOKOM Kperama OUTH KOHCTAHTHA:

1 1
E=E,+1I= im:'c2 + 50;172 = const. (x)

Veprmrasamem perersa (€) y jeanadnty (K) 0BO ce MOXKE JIaAKO MOTBDPIUTH:

1 1
E = imAsz cos? (wt + ) + §CA2 sin?(wt + «)
(1)
= 1rm42w2 = 1mv2 + lch = const
2 2 0T gm0 '
3aKOoH O/IpyKamba €HEPTHje Ce MOXKEe IOTBPJIUTH U PAUyHAHEM H3BOJA YKYyIHE
MeXaHU4Ke eHepruje 0 BpeMeHy:
dE

— = mIT + cxa.
i +

13Thy y oBOM cilydajy YMHH jeJHHO CHara peakiuje mmeaine sese N.
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On, mehyrum, Mmopa 6utu uspadyHar Jdysic mpajexmopuje Tepera oapehere mu-
dbepenrmjamonm jemnaaunom (8), & = —w?x, y3 xopumheme penarmje (6):

dE
s = —mw?zi 4 cxdi = 0.

EA

‘I(x) /
E=const.

-A A =x

Iocmatpajmo caja yesos (6.41) koju 3aKoH oxprKarsa eHpruje Hamelle mo-
TEHIMjAJIHO] €HePIruju. YKYyIIHAa MeXaHUUIKa eHepruja, Koja je TOKOM KpeTarba
KOHCTaHTHA, ojipelyje ce u3 nouernux ycsosa (1) u mara je uzpasom (i1). Tazxa
BaXKU:

1 1 1
E>I(z) < 5mv§ + ch% > 50332. ()

Axo ce nanpra rpaduk dbynxuumje I(x) Buam ce na je Hejennaxoct (Jb) 3a/10B0-
JbeHA HA OTPAHUIEHOM MHTEBPAJY BDEIHOCTH HMPOMEHJbUBE T € [x1,x3]. Y T0j
06JIaCTH Ce TAYHO MOYXKE OJPEJIUTU KUHETUYKA eHepruja y (PyHKIUjU HoJIoxKaja
jep je By, = E —1I(z). ¥ py6uum raukama ose obiactu saxu II(z1) = I(z3) =
FE, mro 3Ha%u /1a je KHHETUYIKa €Hepruja, a CaMUM TUM U Op3WHa TadKe jeTHaKa
uymu, v(zy) = v(ze) = 0. To cy, Jakie, Tadke y KOJUMa TEpET Meba CMep
KpeTara U OHe HAaM MOI'Y IMOCJIyKUTH 3a ofipehuBare aMILIUTYIe OCIUIOBAbA.
Kaxko je y pybuuM Tavukama 3a70B0OJbEHA jeTHAKOCT:

v

w?’

2 2
Tr° =1xH+

n0bujajy ce JiBa CUMETPUYHA DPeIllerha KOja 0/Ir0Bapajy aMIUITYIH OCIIUIOBAhA

TepeTa:
2 vg
12 = + o + w2 = $A. (M)

IIpumernmo Ja je pe3yaTaT eHeprujcke aHaau3e—jeIHadnHa (M)—eKBUBAJCHTAH
pesyJITaTy Koju je nobujen aHajan30oM IapamMeTapeke jefHadnHe Kperama (jeHa-
qmHa (K)). <«
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Ha npBu moryies ce YnHM 1a €HEPrUjCcKa aHAIN3a CAMO MPEJCTaB/ba JIPYTH
HAYUH J1a ce fohje 0 ncTor pe3yaraTa 10 KOT ce MOXKe JONUM aHAIIM30M IapaMe-
Tapcke jeaunadnne. Mebhyrtum, y wose cioxkeHujuM mpodsieMuMa KpeTarbe Huje
moryhe opennTn y 3aTBOPEHOj POPMH, & Ce YyIPABO €HEPIHjCKOM AHAIM30M
Moxke Johu j10 jiparorenux uadOpMaIuja.

6.4 [Oucunauyunja mexaHuudke eHepruje

Beoma Bazkan (peHOMEH y MEXaHUIKUM CHCTEMHMA jecTe Jucunanmja (pacu-
narbe) MexaHu4ke enepruje. To je nojaBa ry6uTKa MeXaHUIKe €HEPrHje, OJJHOCHO
weHe TpancdopMalmje y apyre sujose enepruje. Jeanauuna (6.36) Ham roBopu
0 yCJIOBY TIOJI KOJUM ce OBaj (heHOMEH jaBiba:

dE

2 pr_F v <o 6.42
dt V= (6.42)

OmaBme je jacHO Ja CHara HEMOTEHITMjAJTHHUX CHJIA TOKOM KpeTarba Tpeba J1a
Oy/e HerO3UTUBHA PYHKIINja Ja O yKyITHA MEXaHUIKA €HePTHja OMIa MOHOTOHO
Hepactyha dyHKIIHja.

Cue Fp 3a Koje Baxkm:

Pp=Fp-v<0, (6.43)

30By ce ducunamusre cuse. THUNWYHE NPUMEPH IUCUIATUBHUX CHJIa Cy CHJIE
suckosnor n Kymonosor (cysor) Tpema. Ilpu muxoBoM nejerBy Hajselin jeo
n3ryb/beHe MeXaHUdKe eHepruje ce IpeTBapa y TOIUIOTHY €HEepPrujy.

ITokaxxkumo 11a je JinHeapHa CuJia BUCKO3HOI' Tpema JucunaTuBHa. [Ipermoc-
TaBUMO JIa Ce MaTepujaHa TauKa Kpele Mo/ 1ejCTBOM HOTEHIjaTHIX aKTUBHUAX
cumna F auja je morenmumjamna enepruja I, cume Buckozsor Tpema Fy, = —mkv,
k > 0, kao u Ja je KpeTame OIPDAHNYEHO HJeaTHUM Be3aMa 4Hja je Pe3yJITaHTa
R:

ma=FI'+F, +R.

3aKkoH 0 MPOMeHH YKyIIHe MexaHn4uke eHepruje (6.36) y oBOM ciiyuajy ce cBOIM
Ha ciaeaehu obJIMK:

dE
E:P*:FW'V“FR’V.

AKko cy Bese mujeasine, OHJA je CHara peakiuja Besa jegHaka nyau, R-v =0. Y
HUCTO BpEMe CHara CHUJjie BUCKO3HOI Tperba he 6uTu:

F, -v=—mkv-v=—mkv?<0.

Opasge ciequ jga he, 1oy HaBeJIEHUM IIPETIOCTABKAMA, OCTOJATH JIUCUIIAII]A
YKYyIIHE MeXaHUYKe eHepruje ycJes JIejCTBA CUjle BUCKO3HOT Tpema:

dE
= = —mkv?® <0.
dt
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Mpumep 6.8 Ilokazamu da ce K00 AUHEAPHUT NPULYWEHUT OCUUAGUUIA [A46./HG
ducunayuja mexanuvke enepauje u 00pedumnu 3aKOH NPOMEHE eHepauje ca 6pe-
MEHOM 30 pazauvume 00HOCE 8PEOHOCTNU NAPAMENAPA CUCTIEMA.

» HajjennocraBHuju MexaHUYKN MOJIE KOjU OIHCYje JIMHeapHe HIPUTyIIeHe
ocruJIalgje peJcTas/ba ocIuIaTop, ananusupan y [Ipumepy 6.7, kome je moia-
ta npurymHuna (amoprusep). OHa ce cacroju oJ Kjmia Koju ce kpehe Kpo3
NUINHJAD UCIyeH duynaoMm. Hbeno npucyctBo ce MaHudecTyje CujioM OTIO-
pPa—BHCKO3HOT TPema—Koja je MPOIOPIMOHAJIHA [IPBOM cTeleHy Op3uue, F,, =
—bv. Ha oBaj maunn jpyru EbyTHOB 3aK0H, Koju caja rinacu ma = mg + Fo +
F,, + N, naje cienehe jBe jennadmne:

Y Yy
lO j X X AN
¢ m b F, F,
T e e <
vmg
mi = —cx — bx;

my = —mg+ N.

Kao 1 Kos1 XapMOHH]CKOT OCTIMIIATOpA, jeqHavanHa (a)g je cTaTndka jeHavanHa 1
u3 we cregu N = mg. Jennauuna (a); ce Moxke TpanchOPMUCATH AKO Ce TOPe]I
KpyxkHe dhpekBennmje w = /c/m yBeze u koeduyujenm npueywersa f = b/2m:

&+ 281 +w? =0. (6)

Mozxe ce nokasarn ja jemmaduna (6) uma cieneha permema y 3aBUCHOCTH OFf
OJIHOCA TIapaMeTapa w u [3:

z(t) = Cre Pleos Ut 4+ Coe PlsinQt 3a w > f;
2(t) = Cre=FHPt 4 Cpe= (Bt 3a w < f; (5)
z(t) = e ¥ (Cy + Cot) 38 w=p.

Y jenmaunnama (B)1,2 BCKopuIinheHe Cy O3HAKe:
Q=vVw2—-p32 u k=+p2—-w2

Axo ce UCKOPHUCTE IIOYE€THU YCJIOBU:

z(0) = zo;  #(0) = vo,
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nobujajy ce cienehe BpeHOCTH 3a MHTErDAIMOHE KOHCTAHTE:

Tof + vo
w>ﬁ: Clzxo; 0227;
Q
. wok — (w0 4 vo) | w0k + 0 + Vo
w<B: Cp="— 0 =" (r)
2K 2K
w=p8: C;=uxp; Cy = zow + vg.
X,V E
0> 0.12
0.4
0.10
0.2 0.08
0.0 0.08 E(t)
0.04
-0.2
0.02
-0.4 t
2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5 20
X,V E
0.5 w<f 0.12
0.4 X(t) 0.10
0.3
0.08
0.2
0.06
0.1 E(t)
0.04
0.0 2 d——%—TTF 10 12 14 t
~0.1 \‘,/”;(t) 0.02
N t
02 2 4 6 8 10 12 14
X,V E
0.5 o= 12
0.4 .10
0 x(t)
: 0.08
0.2
0.06
0.1
o.0n E(t)
00 \ 2 PO 3 8 To t
0.1 B\ - 0.02
N2V () t

VKyIHa MeXaHUIKa eHepruja y oBoM pobiiemy he 6uTn mcra Kao KoJ| XapMo-
HUjCKOI' OCITUJIaTOpA:

1 1
E=FE,+1= Emiz + 50352, (m)

aJyii hie OBOT ITyTa FheH U3BO/I 110 BPEMEHY, KOjH je jeJTHAK CHA3W HeIIOTEHITHjaTHIX
cuia, OuTh jegHak cHasu cuiie otmopa Fo,:

dE

— =P*=F, -v=-0?<0.
o v bv <0 (b)

Kopumhemewm pesynrara (B) u (r) 1obujajy ce 3aKOHU IIPOMEHE €Hepruje TOKOM
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BpeMeHa:
dFE
w>f: e 72%5672[% (UoQ cos Qt — (v + wow?) sith)2 ;
dE B+ kK (Bir
w< P o 72mﬂ< 5 (vo + 0B — woK)e (B+r)t
p—r pnr)
- (vo + 0B + wok)e ; (e)
dE
w=p4: v —2mwe 2t (xowzt + vo(wt — 1))2.

Ha nujarpammma cy npukaszane napaMeTapcke jeJHaYNHe KpeTama TepeTa 1
IpoMeHe Op3UHe U €Hepruje TOKOM BpPEMeHa IIPU HCTUM IIOYETHHM YCJIOBUMA,
z(0) = 0.5 1 v(0) = 0, 3a w = 1.0, a 3a pa3aUIUTe BPEIHOCTU KOeUIUjEHTA
npurymemna [ = 0.15;1.8;1.0. <«

Mpumep 6.9 Mamepujaara mauxa mace m mupyje Ha TPANAGOJ CMPMO] PAGHU
yeaa wazuba o (tana < pg). YV nowemmom mpewymry caonwmena joj je
Op3uHa vy YeMeEPERA Ka nodnodtcjy cmpme pasnu. Odpedumu kpemarbe mauxe
axo je xoeduyujernm uHAMUNKO2 MPEHQ USMEDY Mavke U cMpme PasHy [ip .
Koauxu fie nym | npehu mauxa dok ce nonoso we saycmasu? Koju ycaos mpeba
da 3adosomu Koepuyujenm mperva p 0a 6u 06ax6o Kpemarve 6uso mozyhe?
Koauku je eybumar meranuvke enepauje mokom 0602 Kpemaroa?

» [locmarpajmo cTpMy paBaH yriia Harumba o 1 ycBojuMo JlekapToB Koopau-
HaTHU CHCTEM Ca IIOYETKOM KOjU Ce IIOKJIAIla Ca IOYETHUM II0JIOXKAjeM TadKe U
Z—O0COM YCMEPEHOM Ka ITOJHOXK]Y CTPME paBHUA. AKO ITOCMATPAMO MATEPUjAJIHY
Yy TauKy y HIPOM3BOJHHOM IIOJIOXKAjy, OHJIa MOXKEMO YOUHTH JIa Ha IbY JIEjCTBY]Y
cuia TeXKuHe mg, peakiuja crpMe paBau N u cuta Tpewma Fo:

mg = mgsinai — mgcos a j; (a)
a
N:]\/vj7 FTszTi.
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3 apyror EbyrHOBOr 3aKk0HA, KOju ¥ 0BOM ciry4ajy riacu ma = mg+ N+ Fp,
ciene qudepeHnnjaIHe jeJHaAYNHE KPeTamba:

mx = mgsina — Fp; ©)
my = —mgcosa + N.
ITomTo je KOOpAMHATHH CHCTEM YCBOjeH Tako na Baxku y(t) = const., 0JJHOCHO
y=0u ¢ =0, jennaunna (6) he 6uru crarndka u u3 we ciaeaa N = mg cos a.
Ca npyre crpane, u3 KysonoBor 3akona cie/u ja fie cuiia Tpemba TOKOM KpeTarba
ouTu:
Fr =pupN = upmgcosa. ()

Taza ce jeqnauuna (6)1, mocye nesberba ca m, CBoAM Ha cienelin obsuk:
% = —g(up cosa — sina) = —a = const., (r)

rie je ycsojena o3naka a = g(jp €os o — sin ).
Jennaunna (T) onucyje jeIHAKOIPOMEH/LMBO KpeTame Tauke. Hbenom uaTer-
panmjoM, y3 3aJI0B0JbaBahe MOYeTHUX YCIOBA:

z(0) =0; #(0) =v(0) = v,

JI0JIa37 Cce JI0 3aKOHa IIpOMeHe Op3WHe U MapaMeTapcKe jeHAuINHe KPeTarba:

1
z(t) =v(t) =vo —at; z(t) =vot — §at2. (m)
IIyr | koju je Tauka mpenuia JO TOHOBHOI 3aycTaB/bamba Ouhe oxpehen Ha
nsa Haunna. Hajupe hiemo ra onpesurn anamusupajyhu jeanaunne (;1). Hamwe,
u3 jegHaduHe (J1); MOXKe Ce OJIPEJIUTH TPEHYTaK BpPEMeHa t; y KOM Ce TadKa
3aycTaBHIIa;

v
U(tl) =vg—at; =0 = t1 = EO (B)

VepirrasameM J06ujeHOr pesynraTa y u3pas (j1)s Jobuja ce npehenn myT Tadke:

2 2
o Yo

l=a(t) =" = ()

20 2g(pupcosa —sina)’

Iopex Tora, u3 jenmaumue (D), ogmocHo ycioBa t; > 0, ce MOXKe OJpeIUTH
OTPaHUYCHE KOj€ MOPa 33/ I0BO/BUTH KOCDUIM]EHT TPEra 14 OM OBAKBO KPETAIHE
6o moryhe:

a>0 = pp>tana. ()

Hpyrum peunma, na 61 ce Tadka MOIVIA 3ayCTABUTH KPETarbe MOpPa OUTH yCIIO-
peHo.

Jpyru nauun 3a oxpeljuBame npeljenor myTa jecre mpuMeHa 3aKOHa O IIPO-
MEHHI eHepruje. YOUHMO IIPBO Jia €JIEMEHTAPHO LOMEpame MaTepujajHe Tauke
nmMa 06uK dr = dzi. Crora hie enemenrapuu pay cuna (6) Guru:

dA™8 = mg - dr = mgsinadz; dAN =N - dr = 0; ()
n

dA¥T = Fpdr = —Frdz = —ppmg cos adx.
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IlomTo cy u cuna TexxuHe, U CUIa TPeHa KOHCTAHTHE, Moryhe je m3padyHaTH
IUXOB PaJl Ha IyTy JyKUHe [:

l 1
A8 = / dA™& = mglsina; AFT = / dAFT = — i pmgl cos . ()
0 0

HpOMeHa KHHETHUYIKEe eHeprI/Ije TOKOM Kpe€Talba U3HOCHU:

1 1 1
AEy, = Ex(l) — Ex(0) = Emv2(l) — imUQ(O) = fimvg7 (x)
jep je v(l) = 0 o npernocrasiu. Taja u3 3akoHa o npomenn enepruje AE, = A
creu:

1
—imvg =mygl(sina — pp cos ),

O7IaKJIe HEMOCPeTHO j1o0ujaMo Tpakenu npehenn myT (e).

I'yburak yKynHe MeXaHHYKE eHEPIHje TOKOM KpeTamba ce ojipehyje Ha OCHOBY
3aKOHA O IPOMEHM yKylHe MexaHudke exepruje (6.38), AE = A*. VY ooMm
mpobJieMy je caMoO CHJIa, TeXKUHE MOTEHIINjaJIHa, 18 TMAaMO:

dll = —dA™® = —mgsinadx = Il =-—-mgzsina, (o)

JIOK je YKyITHa MeXaHUJIKa eHepruja:
1 5 .
E=E,+1I= 5mv” — mgzsina. ()

Ilomrro peakiuja npeasnne Beze N He Bpin paJi, yKyIaH PaJi HEIOTCHITH]ATHIX
cuna he ce ceectn Ha paj cuite Kymonosor tpema (j)2, A* = AFT. Taxko ce,
y3 Kopumlieme jennadnte (e), nomasu Jo ciejelier u3pasa 3a rybuTak yKyIlHe
MeXaHUIKe eHepruje:

1 .
AE = A* = AFT — —upmgl cosa = —lme? JLD COS (v

— < 0. y
2 OuD cosa — sin « ()

6.5 HanomeHe o eHeprunjckoj aHannsun

Eneprujcka ananusa ce ocjiama Ha BeJIHYHHE CKAJIapPHOI KapaKTepa —KHHe-
TUYKY €HEPIrujy, PaJi cujle u ey cHary. Maxo cy eneprujcke jepnaunne (6.24)
n (6.36) usBeene u3 apyror HbyrHoBOr 3aKOHa OHE ce HAJIa3€e y OCHOBHU jeJIHOT
TIOTIIYHO €KBUBAJIEHTHOT IIyTa y MEXaHUIH.
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OpHoc eHeprujcke jeaHaudumHe n gpyror HbyTHoBor 3akoHa

ITocmarpajmo eneprujcky jeanaunty (6.24) u 3anummMo je y pasBHjeHO]
bopmu:
dE
=k _-pP & mv-a=F-v.
dt

TIpebamne m ce CBU W3pas3W Ha JIEBYy CTPaHy 3HAKA jEJIHAKOCTH, U IPH TOME
MCKOPUCTHU KOMYTATUBHOCT CKAJIAPHOT IIPOU3BOJIA U 3aKOH JUCTPpUOyIHje, 100u-
he ce cieneha penamnuja:

(ma—F)-v=0. (6.44)

AKko oHa BaxKu 3a 60 KOjy OP3UHY V TOKOM KPETara TadKe, OHJIA U3 jeJHATNHE
(6.44) cnenn apyru Ebyraos 3akon ma = F.

IIpukazana Tpancdopmanuja y rpydboM OOJIMKY HAroBemraBa Ja Cy €Hep-
I'MjCKN ¥ BeKTOpCcKH mpuctyt (apyru HbyTnos 3akon) exksusasientnu. Fbuxos
OJITHOC je HIIaK MHOI'O ‘J_[eJII/IKaTHI/IjI/I n j_[‘y6JbI/I HEro IITO Ce€ U3 OBE aHaJIN3€ MOXKE
nacaytutu. Ha npumep, peakyuje udeasnux 6e3a 9uju cy paji U CHara jeJHaKd
aymn, dAR =R -dr =0 u PR =R v = 0, npe/craBibajy CAacTaABHH JI€0 JIPYTOT
FbyrHoBOr 3aKOHA 3a Be3aHO KpeTame (5.5), 0K y MCTO BpeMe He (DUrypwuiry y
€HEePTHjCKOj jeJITHAINHMA.

CTpykTypa noTeHuujanHmx cuna

Ha 6ucmo ce bimKe ymo3Ha u ca CTPYKTYPOM HOTEHIUjAJTHIX CHJIA TOCMAT-
pajMo u3pas 3a ejgeMentapHu paj (6.32):

dA=F" . dr+F* . dr = —dIl + dA*,

¥ TPETIIOCTABUMO Jia je TOTEeHIWjaHa eHepruja, Kao (pyHKImja mojoxkaja r,
uspaskena y omaocy Ha Jlekaprose koopmunarel?, I = I(z, y, ). Pas norenmu-
jasTHUX chia je jeqHAaK HeTaTUBHOM IIPUPAINTajy IIOTEHIINjajlHe eHepruje, a OH y
MaTETEMATHIKOM CMUCIY MPEICTaB/ba momaanu dugepernyujan dyukrmje. Ha
Taj HaYMH ce jo0buja:

dAT = F" . dr = X de + YW dy + 2" dz
oIl 011 oIl
=——dr— —dy— —dz.

ox dy YT 8,
Opasne cirefu 1a ¢y IpojeKIiyje IOTEeHINjAJIHIX CHla Ha oce [lekapToBor Koop-
JIMHATHOT CHCTEMa je/HaKe HeraTUBHUM IIapIAjATHIM U3BOUMA, (IPaMjeHTIMA)
[IOTEHIIMjaIHe eHepruje 1Mo o/rosapajyhoj KoopuHaTH:
o1l ol o1l

. YH I

=———: zU= (6.45)

H—_i —_
X = oz’ Oy 0z’

YobuuajeHo je ja ce 3a ONUCHBAIE MOTEHIMjATHUX CHJIA KOPUCTH II0jaM
epadujenma pyukimje. OH ce y MATEMaTHIKOM CMUC/TY [IPEJICTAB/ba BEKTOPCKIM

140Be hieMo pajii OMIITOCTH MOCMATPATH CHJIE KOj€ JIejCTBYjy Ha TauKy y IIPOCTODY.
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OIEePaTOPOM:
g. 0
J + 5 k7

0 .
V=—i P

+ _

ox oy

I1a ce MOTEHIINjasIHe CAJIe MOTY IIPUKA3aTH Ka0 HETaTUBHU I'PAJIUj€HTH [TOTEHIIU-
jasHe eHepruje:

o1l o1l

Fl= _VII=-—""1i——"j 8Hk

Tana ce npyru EbyrHoB 3aK0H MOXKe 3anucaru y ciejgehem oOJHKY:

ma= —VII+F~*.

3akoH ogp>katba eHepruje Kao NpBu UHTerpan

ITox npBUM HHTErpaJIOM ce y MEXaHUIIM HOApa3yMeBa n3pa3—dyHKINOHATHA
peJlanija—Koja [oBe3yje BpeMe U BeJUYHHe CTama (BeKTOp I0JI0XKaja U BEKTOD
Op3uHe), a Ynja ce BPeJHOCT HE MEeHa TOKOM KpeTama. 300r Tora ce OH Ha3uBa
1 KOHCMAHMOM KPEMatba WA 3aK0HOM 00poicatrba. 11pBu mHTErpas Moxke OHTH
CKaJIADHOT ¥ BEKTOPCKOI' KapaKTepa.

3aKoH oJIpKarba eHEPIHje IPeICTaB/ba IIPBU UHTErPAJI jeJTHAYNHA KPETarba.
To je nokazano y Ilpumepy 6.7 y ciryuajy xapmoHujckor ocnmiiaropa. Vcro ce
MO2Ke TIOKa3aT! U y CJIydajy MaTeMaTUdKor KiaTHa. [Ipumep BEKTOPCKOr IpBOT
WHTETPAJIA j€ 3aKOH 00PIHCAtba KOAUMUHE KPEmarsa, OJHOCHO TpBU IbyTHOB 3a-
kon. Hanme, ako je pe3ysitanta CBUX CUJIa KOje JI€jCTBYjy HA MATEPUjATHY TaIKY
jennaka mynu, F = 0, onna je K=F= 0, onakye ciequ K = mv = const.

ITocmaTpajMo MpaBOJIMHICKO KpeTarbe Tadke. AKO je MpBU HHTErPAJI ONUCAH
peJiaIjom:

f(t,z, &) = const.,

OHJIa FHErOB U3BOJ Ay2K TPajeKTOPHje TauKe, OIUCaHe JIPYruM IbyTHOBUM 3aKO-
HoM mi = X (¢, x,4), Mopa OUTHU jeJlHAK HYJIH:

G _of of, of1

Gt Tort T agm bmd) =0

3akoH ojipXKama eHepruje MMa MHOTO IMHUPY MPUMEHY HEro IITO Ce HA TPBH
moryies; Moxke Hacaytutu. OH ce Ha TPUPOJAH HAYNH jaB/ba Y OKBUDPY aHAJIN3E
KpeTama AeOpMabUIHIX Tejla, OJHOCHO HEeIpeKWIHUX CpeanHa. BepoBaTHO
HajIIO3HATHUJjU IPUMEP 3aKOHA O/pKamba eHepruje jecre wdysena Dbepuyaujesa
jeonaruna. OHa Baxku 3a cmayuonapho™® crpyjame udeanrnoe—nesuckosoa
dayuma. Tox oBum npermocTaBkaMa TpajeKTopuje Tadaka (decrura diayuaa),

15H0,Z( CTalfMOHapHUM IIPOIECOM C€ IIoapa3yMeBa OHaj IIpU KOM Ce€ BeJIMYUHE CTamba He
Memajy TOKOM BpeMeHa. Y OBOM CIIydajy BeJMYHHE CTarba Kao IITO Cy IyCTHHA, Op3uHa 1
NPUTHCAK He 3aBHCE OJ BpeMeHa, aJld 3aBHCe O] Ta4YKe IIPOCTOPa y KOjOj ce IMOCMaTpajy.

16 Ko oBe naeanusanuje monammama hbiry1a 3aHeMapyje ce BECKO3HOCT, OHOCHO yHYTPAIIIhe
Tpeme.
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KOje Ce 30BYy CTpYjHE JINHUje WA CTPYjHHIIE, He Merhajy OOJUK TOKOM BpPEMeHa.
Tama ny»k cBake cTpyjHe JIMHUje BaxKu ciejieha pesanujas

1
ipUQ + pgz + p = const., (6.47)

rie je p rycruna diyna, a p npurucak. Moxe ce okazaru ja ce Beprysnjesa
jemmaumna (6.47) mobuja xkao npsu uaTerpan Ojaepose jedrauune HAUCAHE 34

CTpyjHUILY:

ov op .
35~ 35 pgsin «, (6.48)

rJe je S JiydHa KOODJIWHATA MepeHa JIyK CTPYjHHUIIE.

8v+
- U
Po; TP

O aucunaumju mexaHunyke eHepruje

ITokazano je (jenuaduuna (6.42)) na y IPUCYCTBY JMCHNATABHAX HENOTEHIIN-
jaJIHuX cmita, Koje 3a710BosbaBajy yeiioB Fp - v < 0, yKynHa MeXxaHUYKa eHepruja
onajia (He pacTe) TOKOM BpeMeHa. /[Ba OCHOBHA UM HajBarXKHUja IPUMEPa JUCHUIIA-
TUBHUX CUJIa Ccy Omie cmjia BUCKO3HOT Tpema n cuia Kysmonosor tpema. Huje,
mehyTum, pedeHo mrra ce joraba ca “mnrdessimM’ JIeJIOM MEXaHUYIKE eHepruje.
OH ce nperBapa y JIpyre BUJOBE eHEPrUje—TOIJIOTHY U €JIeKTPUYHY.

MNako nonyheno objalnmerne jeiyje JOrndHO, MEXaHU3MK TpaHcgopMaIyje
JjEJTHOT BUJIA €HEPIHje y JIPYTH MOTY OUTH CJIOXKEHU U 3aBUCE OJ1 IIPUPOJIE CPEJTUHE
y KO0jOj ce O/BHja OBaj Ipollec. 3aTo Ce MOpa HAIJIACUTH Ja je eHeprujcka
jeHaYMHA Y YUCTO MEXaHUYKHUM IIPOOJeMUMa €KBHUBAJIEHTHA jeJHAYMHUA Kpe-
Tama—apyroMm IbyrHoBom 3akony. MehyTum, y npobiemuma y Kojuma 1o u3pa-
2Kaja J0J1a37 MPOMEHA TeMIIEPATyPe OHA MIPEICTaB/ba HE3A6UCHY JeTHATNHY KOja
ce He MOXKe CBECTH Ha jeJIHAYMHY KpeTara, HUTH IIOUCTOBETUTH ca oM. Taja y
eHeprujcku 6mianc Mopa yhn u ynympawrsa enepauja Koja HEIOCPETHO 3aBUCH
0J1 TeMIepaType.

6.6 CrabunHocT nNono)xkaja paBHOTEXXe

Y eTUMOJIOMIKOM CMECIIY I[I0jaM CTAOHJIHOCTH O3HAYABA CMAAHOCT, NOCMO-
Jjarocm Wi Henpomenspusocm. AKo GUCMO Taj TIojaM KeJiesu jia IPUMEHUMO Ha
TeXHUIKe IIpobiieMe Moriu 6ucMo pelin Jia je Heko crarbe (pesKUM pajia) CucTeMa
CcTabIIHO aKO ce Hehe OUTHO IPOMEHUTH IIOJ] JIEJCTBOM CIIOJBAIbUX yTHUIAja.
OBo CBOjCTBO HHEje O] 3HAUAjA CAMO 3a MOHAIIAIHLE TEXHIUIKAX CHCTEMa—OHO je
V HETIOCPETHOj BE3U Ca HAIOM MEPIENIIjOM IPOIEeCca Y IPUPOIN: aKO je IPOIIeC
craburaH, masm mopemehaju Hehe GUTHO TPOMEHUTH HETOBE IJIABHE OJIJINKE ¥ MU
hemo mohu J1a X OTKpHjeMo 1 TPOYyINMO; aKO je HecTabuIaH, Maju mopemehaju,
Kojux yBeK mma, mMohu he j1a mM3a30By HEroBe JIpacTHYHE IpOMeHe u HelieMo
OUTH y CcTamy J@a ra carjeJaMo MaKO MaTeMaTHYKUd MOJIEJ NpeJBuha HeroBy
ersucrenijy. Oze hemMo OCPEICTBOM jeTHOT eJIeMEeHTAPHOI [IpUMeEPa BUJETH
KaKO ce TPo0JIeM CTaOMIHOCTH MOYKE TPETUPATH ¥ MEXAHWIKUM TPOOIeMuMa 1
KaKO Ce OH ITOTOM IOBe3yje Ca MaJMM OCIMIAIIjaMa MEXAHUIKIX CHCTEMA.
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Crabunnoct paBHOTE>Xe MaTeMaTU4YKOr KJ/1aTHa

ITocmarpajMo MaTeMaTUYKO KJIATHO KOj€ je CAUM-EHO O] MaTepHjasIiHe TauKe
P mace m u TIaTKe JKUIE KPYKHOT O0JIMKA TOIyIpedHuKa [. AKO je moIoxKaj

TadKe ofpeher yriioM ¢, oHa 3HaMo fa he qudepeHujatna jeJHatnHa KPeTamba

MaTEeMaTHYIKOI' KJIaTHa 6I/ITI/II7Z

¢+ w?sing =0, (6.49)
rae je w = 4/g/l. Tlonoxkaju paBHOTEXKE KJIATHA Cy OIUCAHH PEJIAI]OM:
o(t) =const. = $(t) =0; ¢(t) =0,

KOja MOpa IIPEJICTAB/bATH HapTUKYJIAPHO pellebe JdbepeHujaite jeHadnHe
kperama (6.49). Jlako ce mokasyje ja yCcJaoB PaBHOTEXKE [VIACH:
singp =0,
OJlAKJIe CJIe/ie JBa, TI0JI0XKaja paBHOTexKe S:
p1=0; 2= (6.50)

OBH 10J10Kaju PABHOTEXKE OJ/IMOBAPAjy U OYEKUBABIMA KOja Ou O6miia 3aCHOBAHA
Ha HAIO0] NHTYHIIHjH.

Cauka 6.12: ITorootcaju pasromestce Mamemamuwkoz KAGMHaA U HUT08YU MaAL nopemehaju

ITa 6ucmo menmTaan cTabuIHOCT MosIoKaja pasHoTexe (6.50) mpernocrasu-
hemo za cy onu nmopemehenu y HeKOM TPEHYTKY BpeMeHa KOju ieMo IIporjiacuTu
3a novyernu. Ha npumep, y ciaydajy mosoxkaja @1 = 0, 3a Koju Baxku u @1 = 0,
nowemnu nopemehaju he 6utu yBenenu Ha ciaejehn HaYWH:

©(0) = 1 +e0 =€0; ¢(0) = P1+ €0 = Eo.

170sne hemo ce Gasuru camo Mpo6JEMOM CTAGHIHOCTH TOJIOXKaja PABHOTEXxE 6e3 aHaIuse
peaknuje Be3a.

18V mareMaTHUKOM CMHUCIY jeiHaduHa sinp = 0 uMa GECKOHAYHO MHOTO DeIlera OGIuKa
¢ = km, £k =0,1,2,.... Csa Ta peuiema OnUCyjy cBera Jsa (pU3NIKU PA3JIMUNTA IIOJIOXKAja
paBHOTEXKe AaTa jenHaduHoM (6.50).
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3a moverne nopemehaje g9 u € ce MpeTHOCTABA JIA CY MAAU NO MOJYAY (arco-
ayTHO] Bpeanoctn). Kipyuno nurame je ja au he nopemehaju koju cy y moger-
HOM TPEHYTKY OMJIN MaJIX OCTATH MAJIU, OJTHOCHO OTDAHUTIEHH, i TOKOM BPEMEHA.
O/roBop Ha HHUTAILE O BPEMENCKO] €60AYUUIU nopemehaja ce TOOHMja aHAII30M
jemmaumne kperama KiaatHa (6.49). 3aro ce mopa ysecrn mopemehaj €(t) xoju
he mam omoryhutu Ja onuiemo nopemeheno Kperambe KIaTHa:

p(t) =pr(t) +e(t) =e(t) = @) =£(t); H(t) = (1.
beroBum yBpIITaBamheM y jeJHAUUHY KpeTamba 1o0uja ce:
é+wsine = 0. (6.51)

OBa jennasimHa Ope/ICTaB/ba TadHY Judepenyujarny jednauny nopemehaja. Ilpu-
MeTnMo Jia Henopemeheno kpemarse e(t) = 0, Koje onucyje ToI0XKaj PABHOTEKE,
IpeJICTaB/ba jeJIHO IEeHO penieme. [lomTo je y nuramwy HelnHeapHa jeTHATIMHA
pelliaBame je [0 MPABUJIY [TOBE3aHO Ca BEJIUKUM MATEMATHIKUM Terkohama.
3aro hemo mokymaru 10 npse, Tpybe nndopmaligje o MoHAINaKY HopeMmehaja
Ja moeMo aHaIu30M Auneapudosare jednavwumne nopemehaja. Ao HelnHeapHU
wiaH sine passBujeMo y Mak/iopeHOB pejl M 33JI[p2KHMO Ce Ha IIPBOM YJIaHy Yy
pa3Bojy mobuhemo:
sine =~ ¢,

a cama jeguaunna (6.51) he mocraru:
E+we =0. (6.52)

Jennaunna (6.52) jecrte jegHATIMHA XapMOHHUJCKOD OCIMJIOBAMA dHje je OMIITe
peleme:
g(t) = Cq coswt + Cy sinwt,

a pellerhe Koje je caryiaCHO ca IMoYeTHUM ycsoBuMa (moderHuM mnopemehajuma)
rJIacu:

€o .
e(t) = go coswt + — sin wt.
w

Kao mrro ce Buzm, pemerse mpeicTaB/ba JINHEAPHY KOMOMHAIN]Y OTPAHUYICHUX
TPUTOHOMETPHjCKIX (bYHKTIHja, a aMIUTATYIa ocIuIoBama he 6utn A = {2 +
(¢0/w)?}/2. To smaum ma he mopemehaj TOKOM BpemeHa OCTATH OrpPAHITTCH.
Y Tom ciyuajy moxkeMmo pelim ja je mosioxkaj paBHoTexke 1 = 0 cmabusan y
oJHOCYy Ha MaJjie opemehaje y MOUETHUM yCIOBUMA.

Amnanorna ananmsa ce MOXKe CIPOBECTH M y IPYTOM CIydajy, @2 = m. Taza
ce noyeTHn nopemehaju yBose Ha ciiejiehn HaunH:

0(0) =2 +eo=m+eog; ©(0) =2+ o = éo,
a nopemMelieHo Kperame je OIMCaHo u3pa3uMa;

o(t) = p2(t) +e(t) =m+e(t) = @) =£@); B(t) = ().
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VBpiiraBameM OBUX u3pasa y jexHadnny (6.49) mobuhe ce nudepennmjanna
jennaunua mopemehaja:
&+ w?sin(r +¢) = 0. (6.53)

JluneapuzoBana jemHadnna mopemMehaja 3a mMaJjie BpejHocTH £ jobuhe ce pa3Bu-
jameMm y TejiopoB pej; HeJIMHEApHOT 4JIaHA:

sin(m +¢) &~ sinw 4 cosme = —¢,

OJlaKJie CJIeIU:
E—wle=0. (6.54)

Ormmire pertiere OBe jeHaAUYNHE TJIACH:
—wt t
E(t) = 016 @ + OQ@W s

a peleme Koje je cariacHo ca noderHuM yciaosuma (0) = gg u £(0) = &g uma

06/IIK: ) ) ) )
[=00) —wt €0 wt
)==(eo—2)e - €0 gt
e(t) 2(50 w)e +2<Eo+w>e

OjtaBjie ce BUIH JIa je pelllerhe OMUCAHO JIHHEAPHOM KOMOMHAIIMjOM €KCITOHEHITH-
jammux GyHKITja Ipu deMy jeiHa of mux, e*!, neorpanmaeno pacre. To 3Ha4n
na mopemehaj Tokom Bpemena mehe octarn orpaHmuen'?, ma 3aTo KasKeMO 2
jé ToJIoXKaj paBHOTEXKE (g = T Hecmabuaar y OJHOCY Ha MaJie rnopemehaje y

IIOYEeTHUM YCJIOBUMaA.

MpuHyuun MMHMMYMa NOTeHuMjasiHe eHepruje

WcnuruBamy CTabUIHOCTH TIOJIOXKAja PABHOTEXKE CEe MOYKE IPHUCTYIUTA U
Ha apyru HauuH. Vnejy 3a oBaj mocrymak hemo Takohe pasBUTH Ha IIPUMEDY
MaTeMaTHYKOr KJIaTHa. [IpuMeTHMO 1a MaTepujaaHa TadKa BPIITH KPETAE CAMO
I10/1 JIejCTBOM HOTEHIMjATHUX CHJIa—Y OBOM CJIy4ajy cuiie Texkute. IIpojekryjy-
hu npyru FbyrHoB 3akon ma = mg + S ma npasar TanreaTe upareher aumeapa
nmobuja ce jemmaanna (B); u3 [Ipumepa 5.4:

mlp = —mgsin .

o anajorte jenHadnne ce MOXKe JOMYM M IPUMEHOM 3aKOHA O IDOMEHNU eHepruje
dE}/dt = P:

ml2pp = —mglg sin @,
y3 mpeTnocTaBKy Ja je ¢ # 0. Y Ilpumepy 5.4 je moka3aHo ga CHA3U JOTPUHOCH
camo cusa texxune. majyhu y Bumy ma je meHa TOTEHIWjATHA eHepruja:

II = —mgl cos ¢,

YYaxo je pemreme smmeapusoBaHe jeaHaumHe nopemehaja HEOrPAHHYUEHO, TO y OIIITEM
ciaydajy He Moxkemo pehm m 3a pemierbe TauHe jenHaunHe mopemehaja. JemmHo ce Moxke
KOHCTATOBATH Ja MaJiu [o4eTHH nopemehaju TokoMm BpeMeHa Helie ocraru Masu, a O HBHUXOBOM
noHalnamy HHGOPMALK]y MOXKe JaTh caMoO TadHa jeJHa4dnHa nopemehaja.
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u3pa3 3a CHAry ce MOyKe IPHKa3aTu y ciejiehieM o0/IHKY:

dll ol |
P=mg v=——7"=——¢.
dt Op
Onatie cieau 1a ce nudepenIyjatna jeHadnHa KPeTaba MaTeMaTUIKOr KJIaT-
Ha MOXKe 3alllCATH Ha cjefehn Hadum:

(6.55)

o1l
ml2p = —mgl singp = ——. 6.56
¢ glsing = =5 (6.56)
Cama neduHUNUja cTakba MUPOBarba, OJHOCHO M0J0XKaja paBHOoTexke (6.6),
3ajeqHoO ca jeqHAIMHOM Kperama (6.56) maje HaM yCJIOB KOjU y OBOM MOJIOKA]Y

MOpa OUTHU 33,10BOJHEH:
o1l

%(ﬁP*)
Jpyrum pedmnma, ako KoopJuHaTa @* ojpehyje mosoxkaj paBHOTEXKe, OHJIa OHA
MoOpe OUTH cTannoHapHa Tadka moTeHImjaaae enepruje. OBaj yCIoB MpecTaBba
caMo IOTpeDaH yCJIOB €KCTpeMyMa M MOXKe HaM IIOCJIYXKUTH 3a oJipehuBame

Moryhux moJiozkaja paBHOTeXKe. ¥ CIIy4ajy MAaTeMaTHIKOI KJIATHA UMaMO:
o1l .
— =mgl sinyp =0,
dyp

oflakJIe ce nobujajy 06a mosoxkaja papHoTexe jara y jexHadunu (6.50).

=0. (6.57)

I1
mgl

Cauxa 6.13: ITomenyujasna enepauja u en Kapaxmep Yy oKOAUHY CTMAUUOHAPHE MaYKe

Cy1 0 CTabHUITHOCTH TI0JIOZKAja PABHOTEXKE Ce MOXKe JIOHETH Ha OCHOBY Kapak-
Tepa CTAIMOHADHE TadKe MOTEHIjaJlHe eHepruje. 3a TO HaM CIYyXKH JIPYrU
U3BOJI:

o1

0p?
Jlako ce moka3syje ma je y cTabuJIHOM ITI0JI0XKajy paBHOTEXKe (o1 = 0 APYyru U3BO
IIOTEHIIjaJIHe €HePrHje TO3UTHBAH:

oo
0p?

= mgl cos .

(1) = mgl cos p1 = mgl > 0, (6.58)
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oaKJie CJIeIN Ja IMOTeHINjajHa eHepruja y TOj TaUKU UMa A0KGAHU MUHUMYM.
Ca spyre cTpame, y HeCTAOMIHOM TOJIOXKA]y PABHOTEXKE Qo = T UMAMO:

011

0p?
IITO 3HAYM JIa y TOj TA4KU IIOTEHIMjaJHA €HEPIHja UMa A0KAAHU MAKCUMYM. Y
OIIIIITEM CJIyHajy, CaMo ce IIPBH Jieo TBpherba (6.58) MoKe HellOCPeIHO YOIIITHTH.
To je marosectuo jour mranujancku dusndap Topudesn, a ersakTaH JIOKa3 Cy
nasu dpaninyckn Hayanunu Jupuxie n Jlarpamx y XVIII Bexy. OBo TBpheme
je y smreparypu 1mosuaro kao Jlazpanotc-/lupurseosa meopema WIH NPUHUUN
MUHUMYMA TOMEHYUJaANE enepauje:

(p2) = mgl cos s = —mgl < 0,

AK0 je noa0dHCaj PABHOMENCE MAMEPUJANHO2 CUCTNEMA USOA0EAH U AKO Y HeMy
NOMEHUUJAANA EHEPLUIA UME AOKAAHY MUHUMYM, 0HOG je Maj NoA0HCA] PAGHO-
meatce cmabusan.

Hecrabunnoct mnosozkaja paBHOTEXKe HIIje HEIIOCPEIHO II0BE3aHa Ca JIOKATHIM
MaKCHMYyMOM IIOTeHIIAjasIHe eHepruje, Kako OU ce Ha IPBU IOIVIE/] MOIJVIO YIUHU-
TH U3 IPeTXo/He aHaau3e. 1o ce JaKO MOyKe YTBPJUTHU KOJI CJIOXKEHUJUX MeXa-
HIYKHX CHCTEMa YHjH je HojIoxkaj onpeben ca suie of jemne koopaunare?’. 3a
JOKa3MBalbe HeCTAOMTHOCTU JOBOJBHO je TIOKA3aTH! JIa MOTEHIINjaJHA €HePTHja Y
ITOCMATPAHOM II0JIOZKAjy PABHOTE)KE Hema MmuHumym. OBO TBphembe MO3HATO je
Kao uneepsna Jlazpanoicesa meopema.

AcumnTtoTtcka ctabunHoct. Ilosioxaj paBHOTEXKE, OJHOCHO CTAlbe MUPOBAHA
MaTepHjajiHe TadKe je CTaOMIHO aKo MaJiu modeTHH nopemehaju nsasusajy, To-
KOM BpEMeHa, MaJja OJICTYIama OJi OBOI CTama. Tladnwuje, nopemehaju pasHo-
TEXKHOT CTarba TOKOM BPEMEHA OCTajy OIDAHHYEHHU.

Moryhe je, mehyrum, ma nopemehaju TokoM Bpemena ne OyIy caMo OrpaHu-
uenn, Bell Ja umvesasajy, €(t) — 0 kaga t — co. Taza ce Kaxke /1a je 1OJI0XKa]
PaBHOTEXKE ACUMNMOMCKY cmabuaan. TUnmaan TpuMep 3a TO je M0JI0XKaj PaB-
HOTEzKe OIIPY2KHOT OCIuIaTopa Koju je ananusupan y [Ipumepy 6.8. Ilpumerumo
Jia je TpecyJIHy yJIOTY y aCHMIITOTCKO] CTaOMJIHOCTH Y TOM CJIyYajy OJUrPasa
CUJIa BUCKO3HOI' TPEIHA.

IToryrerajmMo KakaB yTuIaj Ha cTabUIIHOCT IIOJIOXKAja PABHOTEXKE MaTeMaTHd-
KOT' KJIATHA UMa CUJIa BUCKO3HOT Tpewa F,, = —mbv = —mbly e;. udepennu-
jasHA jeTHaYMHA KpeTama ce y TOM CIydajy CBOAM Ha:

¢ = —bp —w?sinp.

YouuMo J1a IPUCYCTBO BUCKO3HOI' TPeka He Mema 110JI0kKaje pasHoTexke (6.50).
Axko ce yBeay nopemeliaju, Kao mTo je To OGUII0 YIUEEHO Y MPETXO/IHO] AHAJIN3H,
OHJIa Ce TIOCJIe JIMHeapu3allinje Y OKOJIMHU T0JIoXKaja paBHOTexe @1 = 0 mobuja
cieneha nmHeapu3oBana jeHaunHa nopemehaja:

4 bé + w?e = 0.

203& TaKBe€ CHCTEMe KazKeMO 1a I/IMajy BUILIE cmenenu caob600e.
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Jla 61 ce KOHCTPYHCAJIO H-EHO Delllerhe HEOIXOMHO je (hopMupaTi KapaKTepuc-
THYHY jeJJHAYNHY U OJPE/IUTH HeHe KOpeHe. Y OBOM CJIy4ajy OHa IJIaCH:

A+ b +w? =0,

omakJie ce mobuja:
1
Az =3 (b Vo2 —a?).

AcumirroTcko noHamame nopemeliaja TOkOM BpeMeHa, y CMUCITY BbUXOBE OIDaHU-
wenocT, oapelyjy peasHn /1e/I0BI KOPeHa KaApAKTePUCTHIHe jenHaunae’’. Ako
je b? < 4w?, KOpeHH KapaKTepPUCTHIHE je[HAUNHE Cy KOHYTOBAHO-KOMILIEKCHI,
am je Re(A12) = —b/2 < 0, ua he mosnoxaj paBHOTEX)Re GUTH ACHMITOTCKA
crabmaan. Kama je b2 > 4w?, kopeHH KapaKTepUCTHUHe jenHadnpe he 6Guru
pesianu, ajyin he oba OuTH HeraTwWBHA, TAKO J@ Ne W y OBOM CJIydajy I0JIOXKAj]
paBHOTEXKe OUTH ACHMIITOTCKY CTAOMIaH.

Cauxa 6.14: Acumnmomcka cmabuasrocm pPaBHOMEINCHO2 NOAOAHCATA  MAMEMAMULKOR
KAAMHA,

OBa anaJyin3a Cyrepuiie Ja je 3a UCIUTUBAEe CTaOUIHOCTU JJOBOJFHO UCIIHTA-
TH KOpeHe KapaKTepUCTUYHe jeHadnHe. TadHuje, 38 aCUMITOTCKY CTAOWIHOCT
HEKOT CTara JOBOJHHO je TOKA3aTh Ja he CBU PeayiHu JeJIOBH KOPEeHa KapaKTe-
pUCTUYHE jejHaYMHE OUTH HEraTUBHUA. AKO IOCTOjU Hap jejiaH KOpeH ca MO3H-
THUBHUM PeajiHIM JeJI0oM, oHJia hie Heropemeheno crame 6utn HecrabuaHo. To je
Beh mokazaHo 3a 10J103Kaj PABHOTEXKE (0o = T MATEMATUIKOI KJIATHA, & MOYXKE Ce
[TOKA3aTH J[a Ce JIO UCTOI PE3yJITaTa JI0Ja3u U KaJia je IPUCYTHA CUJIa BUCKO3HOT
tpemba. Ciydaj y Kom Meljy KopeHnMa KapaKTEepPUCTUIHE jeTHAYMHE HEMa OHUX
ca TO3UTUBHUAM PEAJTHUM JIEJIOM, aJIi UMa OHUX UUjU je PEATHH JIe0 jeTHAK HYJIH,

y TeOopHju CTAbMIHOCTH ce TToceGHO UCTHUTyje??.

6.7 AHnHanusa cucrema y npocTopy cTaka

Tlonamame JUHAMIYKUX CACTEMa MOXKE OUTH OIMCAHO Ha, jedaH HAM3IJIe]
alCTpaKTaH, ajii BeoMa Kopucrad nadwd. llorenajmo o uemy ce paju kaja cy
y MATarby MEXAHUYIKH CHCTEMHU.

2lYImarunapuu  JIe/IOBM  KOpeHa KAapaKTEePUCTHYHE jeJHAYMHE TeHEPHIIY IepHOIATHE
orpaHunteHe GpyHKINje Kao JeJIOBE OIIIITET pPellebha.

22y oBy Kareropmjy cnaja WHCIUTHBAH-e CTaGUIHOCTH JOFer II0JIO¥KAja PaBHOTEXKE
MaTEeMaTUYKOI' KJIaTHA.
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Perteno je j1a je crame Kperama MarepujajiHe Tadyke y OUJIO KOM TPEHYTKY
BpeMeHa onpeheHo BeKTOpoM nosioxkaja r(t) m Bekropom Opsune v(t). Ako ce
OI'PAHUYNMO Ha, PABOJIMHU]CKO KpeTame, cTarbe he Outn ojipeleHo KoopanHaTOM
z(t) 6psunom v(t). Ilomro je Tokom kperama v(t) = Z(t), npyrn Hbyrnos
zakon mi¥ = F(t,z,&) moxke 6uTH 3anmmMcaH y BUJY CHCTE€Ma OJ] JBE OOUYHE
judepeHIjaHe jelHadnHe IPBOT pejia;

1
t=v;, v=—F(@ . .
t=v; 0= (t,x,v) (6.59)

Iomro je crame cucrema oxpeheHo Bequmunnama crama (T,v), Kaxke ce Jia o-
Baj CHUCTEM IIPEJCTaB/ba MATEMATUIKN MOJIEJI MEXAHUIKOI' CUCTEMA Y NMPOCmMopy
cmara?®. Pememe cucrema (6.59), © = z(t) u v = v(t), onpebyje mapamerapcky
jemHAYMHY KpHBe JUHUje y IPOCTOPY cramba (x,v) Koja ce 30Be ghasdna mpajexmo-
puja wma opbuma guHAMUIKOT cuctema. CKyn c¢Bux (hasHUX TpajekTopuja
JI0OUjeHnx 3a cBe JomycTuBe noderHe yeiaose?d obpazyje dasnu nopmpem muHa-
MHUYKOr cucrema. MirycTpyjMo oBa pazMaTparma HEKHM IIPUMepUMa.

MaTtemaTuuko KnaTtHo

IlocmaTpajmo nudepenrujaaiy jeIHAIMHY MaTEMATAIKOT KJIATHA:
. 2 o
p+wsing =0

u KopucTehr 03HAKE (0 = T U ( = Y 3alUIIIMO UX y BHUJY CHCTEMa jeTHadlHa, Y
POCTOPY CTamba:
t=1y; y=—wsinz. (6.60)

IIpumernmo, Hajupe, /1a MOJOXKAJU PABHOTEXKE MATEMATHYKOr KJIATHA (0 = & =
km, k= 0,1,2,..., ¢ = y = 0, oapehyjy cramumonapue Tadke JHHAMUIKOT
cucrema (6.60), jep cy Taja JiecHe cTpaHe CUCTeMa jejiHaKe Hy/m u Baxku @ = 0,
y =0.

Axo ce quramuuku cucreM (6.60) OABPrHE J1€TA/BHO] HYMEPUYKO] AHAIU3H
pereba, MOXKe ce YOUHTH Jia IOCTOje TPHU Kareropuje (pasHUX TpajeKTopHja.
IIpBy umne 3aTBOpeHEe TpajeKTOpHje KOje OINCY]y IEePHOAMIHA—OCIINIATOPHA
pemema, U0 Ja ce pajy O MajuM WM BeJIMKuM ociuanujama. OHa cy Ha
Commm 6.15 o3nadena ca T,s.. pyry Kiacy obpa3yjy OTBOpeHe TpajeKTopHje
KOje O/Ir0Bapajy IPOIPECUBHOM KpPeTarby MaTeMaTHYKOI KJATHA TOKOM KOI' Ce
Marepujajina Tadka Kpehe 1mo Kpyry y BepTHUKaJIHOj paBHU 0e3 MpoMeHe CMepa
kperama (T),04). Tpeha knaca Tpajekropuja pasnsaja Ipse ABe y paBHE (,Y)
u 3ar0 ce Hasusajy cenaparpuce (Tsep,). OHe ommCyjy acUMITOTCKa KpETarba
MaTEeMaTHIKOr KJIaTHa IIPU KOjUMa ce TadKa acHMITOTCKHU, Kaja t — 0o, IpH-
GimKaBa HajBUINEM M0JI0Kajy KJiaTHa. OBO Kperame je OCTBAPUBO CAMO IIPHU
Ta4HO OJIpel)eHOM OJTHOCY MOYETHOT TI0JIOXKAaja U IMoYeTHe OpP3UHE.

23TIpocTop cTama je alcTPaKTHH, MATEeMATHIKH IIPOCTOP U HEe Tpeba ra MOUCTOBETHTH Ca
GbU3MIKNM, OMarkajHUM IIPOCTOPOM y KOM Ce ITOCMaTpa KpeTarbe.

240B1e ce rOBOPH O JIONYCTHBHUM MOYETHHM YCJIOBUMA 3aTO HEKH OJI IbUX, HAKO MATEMATHIKN
moryhu, He MoOpajy MMaTH HUKAKBOI (DU3HYKOI CMUCIIA.
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. ylo

Cauxa 6.15: Dasnu nopmpem MamMemMamuikoz KiamHa

MaTreMaTHYKO KJIATHO IIOCE/Tyje jeJTHO TIOIOHO CBOjCTBO—CBe Herose (hasHe

TpajeKTopHje Cy UMILUIHIIUTHO ONNCAaHe 3aKOHOM OJIpyKarha €Hepruje:

Lo 2

iy — w“cosx = E = const.
Omne ce 106ujajy 3a pasjauduTe BPeIHOCTA KOHCTaHTe F. 3rojHo je npuMernTu
Jla ce y CJIy4ajy MaJuX OCIMJIAIMja MOYKe MCKOPHUCTUTH pPa3Boj y MakjIopeHOB
pexmcosw ~ 1—x2 /2, ma ce 1obuja ma dbasHe TPajeKTOPHje TPeICTaBIbajy enTIce:

Lo

1
§y + §w2x2 =E+ w2

Caura 6.16: Dazru nopmpem NPuzyueHUT OCUUIGUUJE MAMEMAMUYKO2 KAGTHA

Youmreme HpO6JIeMa MaTEMaTUYIKOI' KJIaTHa CE€ MOXKE ,&06I/ITI/I aKO ce IIpeT-
IIoCTaBU JTa y CUCTEMY HOCTOjI/I npurymeme 1 J1a ce MaTeMaTU4IK1U MO/IeJlI CBON
Ha:

G+bp+w?sing = 0.
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Oxrosapajylin MOsiesT y TPOCTOPY CTarbha, UMa ODJIUK:

t=y; §=—-w?sinae—by. (6.61)
CrpyKTypa CTAIMOHAPHUX Ta4aKa y OBOM MOJIEJIY OCTaje HEIPOMEHEHA Y OJTHOCY
Ha (6.60), anu je 3aTo M3MemeHa CTPyKTypa dasHux Tpajekropuja. Hawmme,
HYMEPUIKOM AHAJM30M Ce MOXKEe IOKA3aTU J[@ Ce DPEIPE3eHTATHBHA TAaYKa Y
[IPOCTOPY CTama yBeK Kpelie Tako jia aCHMIITOTCKU TEXKHU CTAIMOHAPHO] TAYKU
(z,y) = (0,0). Osaj pe3ysrar je HOTIYHOj CATJIACHOCTH €A 3aKJbYIKOM O ACUMII-
TOTCKO] CTaOMJIHOCTHU JOOUJEHUM Yy IIPETXOJHOM OJIE/bKY.

Jlotka-BonTtepaos mopgen

AHayinza y mpocTopy crama MOXKe OMTH BeoMa, IMOTOJIHA U KOJI CUCTEMa KOjU
HUCY MeXaHn4IKor Kapakrepa. Osjie hie 6utn npoyden Jlorka-Boarepaos Mo
KOjU Cy, HE3aBUCHO je/IaH OJT JPYTOr, IPEJJIOKIIA aMEPUIKN (PUINKO-XEMUIAD
Jlorka 1925. u wmranmjancku maremarudap Boarepa 1926. rogume. Ilpsu ra
je IPUMEHNO 3a ONUCHBAIbE XOMOI'CHHX XEMUjCKHUX peakIuja, a JPyrd 3a OINC
poMeHe Opoja je/IMHKH y JIBe HOIyJIallnje.

OsHaunmo ca x Opoj jeauHKHU IoIyJaluje OUjboje/la KOja »KUBU HA HEKOM
IPOCTOPY, & ca Yy OpOoj je/IMHKM IIOIyJIallije Mecoje/ia KOja KUBU HA HCTOM
MPOCTOPY U XPAHU Ce MOoIyJanujom 6uibojesia. OCHOBHA MPETIIOCTABKA TPUIUKOM
dopMupama MaTeMaTHIKOr Mojeja OUJIa je Ja ce OBe JIBe IOIyJIaIuje MOTY
TPETUPATHA KAO TECTUIE XOMOI€HEe MEeITaBUHE TacoBa WU TEIHOCTH KOje MOTY
crynuTu y xeMujcKy peakmnujy. [Ipm Tome ce jormnr mpermoctaBuiio fa je Op3uHa
“peakrje” m3mely OBHX IHOIy/IaIMja jeJHAKA IPOM3BOLY Opoja jequHKHZ® Ty).
Jlorka-Bosrepaos mozen riacu:

=ax—bxy;
, v (6.62)
y=-—-my+cbay.

Koncranra a mpejcraBba cromy pabama (HaramureT) Guibojefa y OICYCTBY
HOLyJIalje Mecojefia, JOK je M CTOIla CMPTHOCTH (MOPTAJIUTET) Mecojeia y
0JICYyCTBY TIoImyJsamuje 6ubojera. Koucranra b onpebhyje 6p3uHy KOjOM Mecojen
“kKoH3yMHpPajy”’ Ouspojesie, a ¢ je akTOp IMPOHOPIMOHAJIHOCTH u3Mehy 6Gp3une
KOH3yMuparba 6uibojejia u Op3une mopacTa mnoiyJsamyje Mecojega. Ce HaBeeHe
KOHCTAHTE Cy TO3UTUBHE.

IIorsneajmo cajia Kako ce MOT'y MHTEPIPETUPATH 1I0je/IMHY IaHoBH y JIoTka-
BousrrepaoBom mojtesty:

1. ax je 6p3unHa pacra noryJamyje 6ubojesia y OJACYCTBY MECOjeJIa; IOJI TOM
IIPETIIOCTABKOM Ce IIPBa jeJJHaYNHA CBOJIM HA jeIHAYNHY DAacTa HOIyJIaluje
& = ax, umje pememe x(t) = xoe™ mpemsuba €KCIOHEHIUjAJHA PACT
TIOITyJIAIITj€;

250OBaj 3aKOH Ce y IpOydYaBamy XOMOTEHHX XEMHJCKUX DeakIja 30BEe 3aKOH MACEH02
dejemea.
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2. bxy je croma cMpTHOCTH O6UJbOje1a 300T IPUCYCTBA MecojeTa KOjU ce lbuMa
XpaHe;

3. cbxy je crona pahama Mecojesia KOja HEIIOCPEIHO 3aBUCH 0J1 Opoja KOH3Y-
MUpaHUX OUJbojesa;

4. my je Op3uHAa oNaJarba NOILyJIAIHje Mecojelia Y OJCYCTBY XpaHe (IoIryJia-
uje GUIbojes1a); Mo I MPETIIOCTABKOM JIa MECOje T HEMa]y IuMe /1 Ce XPaHe
jemHaumHa pacta (Omajama) HUXOBE MOIyJIalUje ce CBOJIM HA § = —my
Koja Tipe/iBuha HEHO eKCIOHEeHITHjalHo onaname, y(t) = yoe ™.

Cirenehu Kopax y anajmsu jecre oapehuame cmayuonapruxr mauarxa®S. 3a
BUX je KPAaKTEPUCTUYHO Ja Ce BEJUYWHe CTarba TOKOM BpeMeHa Hehe MemarTu
aKO Cy y TIOYETHOM TPEHYTKY MMaJie BPEJHOCTH KOje OJIF0Bapajy CTAIlMOHAPHUM
TadKaMa:

2(0) =wp = o(t) =wp zat>0.
y(0) =yg y(t) = ye

Oxe ce o10ujajy u3jeHaYABAEM JIECHUX CcTpaHa jenHadnHa (6.62) ca HyIoM:

ar —bxy =0;
—my+cbxy =0,

oJlaKJIe cjlejie JIBa He3aBUCHA PeIllerba:

(w0,90) = (0,0);  (w,um) = (2, 7). (6.63)
cb' b
IIpBo pememe (xg,yo) ce MOKe OADAIMTHU jep je 3a aHaJu3y OJ MHTepeca CaMo
curyanuja y Kojoj je x,y > 0. pyro pememe (Tg,yg) OUUCYje CTAIHOHAPHO
crame y IorIely Opoja jeJMHKY [ocMaTpaHux noiystamyja. To 3uaqn ja ce 6poj
jeJIMHKN TOKOM BpeMeHa He Mema, aJId He 3HA4YU J1a jeJIMHKe HUCY y MelycoOHOj
WHTEPAKIUju. Y OBOM CJIydajy je HarTajuTeT OMsboje/la jeHAK HUXOBO] CTOIHN
CMPTHOCTH 300T IIPUCYCTBA MECO]j€e/1a, OJTHOCHO OPOj Mecojeia 0cTaje HelIPOMEhEeH
3aTO IITO je BbUXOBa CTOIIA CMPTHOCTH jeJlHAKa OPOjy HOBOPODEHUX jeIMHKH.
Iopen ompehuBama cTammoHapHIX TavaKa BaXKHO j€ MPOYUIUTH JUHAMUKY
CUCMeMa, OITHOCHO HerOBO IIOHAIIAE Y CIydajy Jda IOYETHO CTalbe OJCTYIIa
on, cranmonapror. Bynyhu ma je momen (6.62) HesmHeapaH aHa/n3a ce MOXKE
CIIDOBECTH Ha JIBA HAYHMHA:

a) MOXKEe Ce MPOYUUTH IIOHAIIAE CHCTEMA Y MAAO] OKOAUHU CIMAUUOHGDHE
mauKe;

6) HyMepHdYKOM MHTerpanujoM jenHadnna (6.62) ce mory anamusuparu dasHe
TpajeKTopHuje CUcTeMa.

2GCTaI_II/IOHapHe Ta4ykKe Yy MaTeMaTUYIKUM MOJlejIMMa Cy €KBUBaJIEHTHE HOJ'IO}KajI/IMa
PpaBHOTEXKEe MEeXaHU4YKOI' CUCTeEMA.
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O6a pucTyma J0BOJIe 0 UCTOBETHOT 3aKJ/bydKa: TOKOM BpeMeHa ce 6poj je IMHKI
00e motysaIyje Memwa IEPUOANIHO, Ca UCTUM IIEPUOJIOM 33 O1Jbojejie U Mecoje/Ie,
ocrmtyjyhn mamehy munnmasme n Makcumasne BpegHoctu. OBa KOHCTATAIMja
je mirycrposana Ha Comiu 6.17 re je npukasan ¢dasau nmoprper cucrema (6.62)
7 jeJlaH MPUMED BPEMEHCKe eBOJIyIHje Opoja jeIMHKHN 00e MOITyJIAIn]e.

Cauka 6.17: Pasnu nopmpem u epaduyu pewerva JTomxa-Boamepaosoe modesa

Ha dasnom moprpery ce MOy YOUUTH YeTUPHU OBJIACTU—UETUPU KBAJIPAHTA.
Kana je x > xp u y > yg 6poj Mecojena pacre 30or yBehanmx m3Bopa xpaHe—
6mwmbojera r—mIoK Opoj Ouibojesia y MCTO BpeMme omaja. ¥ o0JacTu y Kojoj je
r < zTg,ay>yg, OPOj MecojeTa MOUNIbE JIa ONaJa CMAeHe KOJIUTHHE XPaHe,
a 6poj Om/bojesia HacTaB/ba Jla Omaja jep je Opoj Mecojema u jasbe Behm o
DPaBHOTEKHOI. Y HACTaBKY, KaJia je * < Tg U y < Y, OPOj Mecojea HACTABIbA
na omaja 300r yMameHUX U3BOpa XpaHe, a Opoj O6mibojella MOYUIbe Jia pacTe
3aT0 mTO je Opoj Mecojelia Mao WCIO paBHOTexXHOr. Hajzan, npu x > xgp u
y < yg O6poj Mmecojena he mouern ja pacre 30or nosehane kKouvYnHE XpaHe—
6poj buspojesia je mocrao Behm oj1 paBHOTEXKHOI—a OpOj OUJbOje/la HACTaB/ba /14
pacre jep je 6poj Mecojesa jour yBeK MarbU O PABHOTEYKHOT.

3apgaun
6.1 MarepujayiHoj TauKu Mace M, KOja Ce HaJa3W y HAjBHUINO] TAYKU IJIATKE
MOJIYKYTJIACTe KYIIOJIe IOJIyIpedHuka R, caommreHna je moderHa Op3uwHa vy y

XOPU30OHTAJIHOM IIPABILY.

a) OzpeauTn peaknujy KynoJsie y 3aBHCHOCTH OJf OJIOXKaja Tadke ojpeljeHor
YTJIOM .

6) Ha koM mecry he Tauka HaycTHTH Kyrouy?

B) Kommka 6u Tpebana ma Gyme moueTHa Gp3WHA & TAYKA HAITYCTH KyTIOJTY
Yy MOYETHOM TPEHYTKY?

r) Ha sim Tadka Moxke cruhu 10 mofHOXKja Kynose 6e3 oapajama’
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c

6.2 Teper mace m mao je Ha IIOUYy 3aHeMap/bHBe Mace IOMYIPTY OIPYIOM
kpyroctu c. Kperame je 3amodeo 0e3 modetHe Op3uHe ca BucuHe H usnaj
Iove.

a) Oxpenurn najselie ckpahere onpyre h mocse naja Tepera U yHopeaIuTH
ra ca CTaTWIKUM H3jyKemeM (ckpahemeMm) oupyre fs = mg/c.

6) Kosnuko 6u 6uino nHajsehe ckpaherme omnpyre ako 6u teper 6HO IyIITeH U3
nosioxkaja H = 0.

6.3 Ilokazaru Jia 3a KpeTame MaTeMaTHIKOT KJIaTHa, aHaau3upaHor y [Ipumepy
5.4, BaKU 3aKOH OJIpKarba eHepruje. lIpmMeHOM 3aKOHA OJIpXKarba OJPE/IUTH
O6p3uHy KJaTHA y (DYHKIIMjH [OJIOXKAja, YIvIa @, U MOKAa3aTH Ja ce J00Mja UCTU
pesyJITaT Kao y noMenytoM npumepy (jenmauunna (b)).

6.4 Marepujasina Tadyka Mace m Kpehe 1o
VHYTPAIIbOCTH — TJIATKE  IUJIMHJPUAYHE  ITOBPIIH
nojiynpeynuka  R. Kperame je 3zamouena wus
mostokaja A moduerHOM Op3WMHOM vy, KaKO je Ha
cauny TmokKazamo. ¥ mosoxajy C HamycTmia je
IUIMHIPUYHY IOBPII U HACTaBumiaa Ja ce Kpehe
€JI060THO.

a) Kommka je cmma mupurmeka Tadke  Ha
NWIMHJAPUYHY TIOBPII y HAjHUXKEM II0JIOXKAjy
B?

6) Ha xojy Bucumy H lhe Tauka jocreru mocie
HAIYITaba UIHHIPA !

A 6.5 Roller coaster. Marepujasna Tauka Mace
m uymTeHa je 0e3 modyerne Op3uwHE 1A Cce
kpehe mo rmarkoj mospmu AB. Onx momoxaja
B wnacraBspa ma ce kpehe 10 yHYTPAIIHBOCTH

r nunHApa nosxynpedrnka . Ca Koje BUCHHE
h Tpeba mycTuTH Kyrjuily ja ou MorJia npehu
B 1eo obuM IUJINHIpa, 6e3 o/Bajama?
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6.6 Kimzau mace m mymren je u3 momoxaja A 6e3
movueTHe Op3WHE /1A KJIN3W YK TVIATKE BEPTHUKAJIHE
muHe. 3a KA3ad je 3aKatdeHa OIpyra KPyTOCTH ¢
" Jiy’KuHe [y y HeHamperHyToM cramy. Jlpyrm Kpaj
onpyre BesaH je 3a Tadky B. Omapemuru Op3uHy
KJM3ada U peaknujy mune (Bohurie) y 3aBUCHOCTH
0/J1 TI0JI0YKaja, KOOPJIMHATE .

6.7 Marepujanna tauka (temo) mace m kpehe ce y mosby mejerBa 3emsbuHe
rpasuTarnuone cuie F' = k/r?, r—pacrojame Tauke of1 nenTpa 3emibe. 3amnodena
jé Kperarme ca MOBpIINHE 3eMJbe MOYeTHOM GP3MHOM Uy KOja je MMaJia IpaBall
onpelen cpepuimreM 3eM/be U HEHUM MOYETHUM IIOJIOXKAJEM.

a) IIpuMeHOM 3aKOHA OJIpXKAba eHEPrHje OIPEJIUTH OP3UHY TeJa Y 3aBUCHOC-
THU OJI TIOJIOXKaja T.

6) Konuka Tpeba ma 6yie mouerna 6p3uHa vg Ja OU Ce TeJIO MOMe0 Ha BUCHHY
H wusnaj nospimmie 3eMibe?

B) Kopunihemewm pobujenor pesysirara ofpeuTH Apyry KOCMUYKY Op3HHY—
OYeTHY OP3WHY HEOMXOTHY 32 HAMYIITAIbE [T0Jba JIE€jCTBA 3eMJbUHE I'Da-
BUTAIINOHE CHJIE.

r) IlokazaTu Kako ce Jyra KOCMUYKa Op3MHA MOXKE OJPEJUTH IIOMOlNy eHep-
T'HjCKOT JujarpaMa.

6.8 Teper mace m oberien je nomohy HepacTersbUBOT
KOHITa JyKUHE [ 3a HemoKpeTHy Tadky (. 3amodeo
je Kperame m3 mosiokaja A 6Ge3 moduerHe Op3mHE.
IIpumenom 3akona ofprkama €HEpPruje OIPEeIUuTH
O6p3uHy Tepera y (YHKIHUJUA TOJIOXKAja, YIIa @.
Kopucrehn pobujenn pesyarar oapeauTH CHILY
3aTe3arba yXKeTa y HajHHXKeM IoJIokKajy B.

6.9 Tesio mace m UymTeHo je Ja maja ca BUCHAHE
H 6e3 noderne 6p3une. O nmosoxkaja A HacTaBUIO
je ma ce kpehe MO yHYTPAIIIOCTH TJIATKOT KpPyTa
nosiynpednuka R.

Af ="+ a) OmpenuTu Gp3MHY TadKe U peakiujy Kpyra y
HajHIKEM TI0JIOKajy B.

6) Kojom Gpsuuom lie Tauka HamycTUTH KPyr y
nosioxkajy B?

B C
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6.10 Marepujanna Tauka Mace m Kpehe
ce IO TIJIATKOj JKWIW, IPHKa3aHO] Ha
cmny, Koja Ce HajJa3W y BEPTHUKAJIHO]
paBHu. Ha mnpaBosmHUjCKOM ey KHIlE
Tadyka ce Kpelie KOHCTaHTHOM Op3UHOM gy
(mokazaru!). OpjpenuTn peakiujy KuUIe Ha
IPABOJIMHUJCKOM Jiery nyrame AB u Ha
KPUBOJIMHU]CKOM JIEJIY IIyTalbe [TOJIYIPETHIKA
R. Yuopeantu peakiyjy Kuile Koja ce jaBjba
HEIIOCPEIHO TI0 TIPEJIACKy Ha KPUBOJIMHH]CKA
Jeo myTame (mosoxkaj B) ca peakmmjoM Ha
MIPABOJIMHUjCKOM JICJIY.

207

3

(1)

(2)

6.11 Ilakery Mace m, KOju ce HaJa3W Ha
IJIATKO] XOPU30HTAJHO] 1IaT(OpPMU, CAOIIITEHa,
je mouerna OpsuHa vo. Oun he y mosoxajy
A npelim Ha IATKY TOJYKPYXKHY ITOBPII
[OJIyIIpedHuKa 7, jga 6u y mojoxkajy C mocieo
HA& TOPIbY XOPU3OHTAJIHY IIAT(OPMY. 3a
oba THIla MOJIyKPY»KHUX BODHIla, TpUKa3aHa Ha
CJIUIM, OJPEJIUTH HajMamy MOTPEOHY BPEIHOCT
nmovyeTny Op3mHe vy Ja OM MAKeT JOCHe0 Y [0
ropwe mwiardopme (nosmoxkaja C). 3a Tako
onpebhene moYeTHE OpP3UHE OJPEIUTH PEAKITH]Y
MWIMHIPUYIHE TIOBPIIN y MOJI0XKajy B.

6.12 Marepujajna Tadka Mace m
3arodvesia je Kperame U3 moJiokaja A
movyeTHoM Op3mHOM vg. Kpehe ce y
BEPTUKAJIHO] PABHH 110 YHYTPAITHOCTH
rJIaTKe IUJINHPUYHE TIOBPIIH PAJI]jyca
r JI0 TOoJOXKaja B, a 3aTuM HacTaB/ba
KpeTame II0 XpalaBoj CTPMOj paBHU
yrra Haruba 30°. Koedumujerr
JUHAMAYIKOT Tpema u3MeDy Tauke u
crpme paBHu je .  Kosmka Tpeba
Ja Oyne modyerHa Op3wHa Tadyke Ja Ou
OHa 10 CTPMOj PABHU JI0 3ayCTaB/batba
npernuta uyT jgyxwune (7 Kosmkn je
ryouTak MeXaHHYKe €eHepruje TOKOM
OBOI' KpeTama?
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6.13 Marepujasina Tauka Mace m 3amouesia  je
KpeTame OP3MHOM vy Y3 XpallaBy CTPMY paBaH yrJia
naruba «. Koedunujenr qunamMudkor Tpema u3mehy
Tadyke u crpMme paBHHu je p. Ha tauky nejcrByje u
XOPHU30HTAJIHA CHJIa F' KOHCTAHTHOT MHTEH3UTETA.

a) Komuku tpeba ja Gyne murensurer cuie F
Ja 6m ce Tadka y3 CTpMy paBaH Kperaja
KOHCTaHTHOM Op3HHOM?

6) Konuku je nupuparniraj MexaHHYKe eHepruje
TOKOM KpeTarma y3 CTPMy paBaH Ha IIyTY
nyxuhe |7 Komuku he npupariraj 6utn ako
cuia F' uma BpegHocT onpeleny mop a)?

6.14 Tauxka mace m mymreHa je wu3s

nojioxkaja A 6e3 moderHe Op3uwHEe A

ce kpehe 1O TIJIATKOj IMJINHIPUIHO]

noBpiu pagujyca R. Y momoxkajy

B rauka wmamymTa oy mospm u A vE 0

HacTaB/ba Jla ce Kpehe 1O Xpamnasoj

XOpu30oHTaJHO] paBHU. Koedurumjenr R

OUHAMWYKOT Tpema u3Mely Ttadke u v
paBHH je [. Ompemntn myT KOju
he Tauka npehwm 1o crpmoj paBHEH J10
3ayCTaB/bAIbd U TIyOHTAK MEXaHUIKe
eHepruje TOKOM KpeTama O]l MOJI0XKaja
A 510 3aycrassor nosoxaja C.

QleI

6.15 Marepujanna tauka mace m = lkg 3amodena je
KpeTame 110 IVIATKO] XOPU30HTAJIHOj IIOJJIO3U OP3UHOM

vg = 5m/s. TokoMm Kperama Ha TauKy JejCTBYje
CUJIa OTIIOPa IPONOPIMOHAJIHA IIPBOM CTeIlleHy Op3uHe
F, F, = —mpv, rae je B = 0.557!. Kosmxa he 6uru

M_
O6p3uHa Tauke mocie t; = 10s oy moYeTKa Kperama?

Kosiuku he Outu rybutak MexaHHYIKe €HEpruje TOKOM
OBOI' BpEMEHCKOT nHTepBasa’

6.16 Marepujasna Taduka mace m yiyheHa je Hapuiie
U3 TOJIHOXK]ja XpallaBe CTpPMe paBHU yrJa Harumba «
MOYeTHOM Op3WHOM vg. Tadka je J10 3aycraBbamba
nperuta myT jgyxube [ Komukm je xoedwurmjeHt
JIMHAMUYKOT Tpema (4 n3MeDy Tadke U cTpMe paBHU?
OppeinTi ryOUTaK MEXaHUIKE €HEPruje TOKOM OBOT
KpeTama.
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6.17 Teper mace m OKadeH je O BEPTUKAJHY OIPYTY KPYTOCTH ¢ U JIyKUHE g ¥
HEHAIIPETHYTOM CTaIby.

a) Amasmsmparn cuiie Koje JIejCTBYjy Ha Teper.
6) IMokazaTu Jja BasKM 3aKOH OJIpXKama yKyIHEe MEXaHUIKe eHepruje.

B) YcBajajyhu pedepeHTHY TaduKy y HOJIOXKajy TepeTa y KOM je Opyra HeHall-
perHyTa OpenTH KPeTambe TepeTa Koje fie GUTH carjacHo MOTeTHUM yC-
goeuma (0) = zp u £(0) = vy.

r) Ilokazaru ja hie Teper BPHIUTH XaPMOHHUJCKO OCIUJIATOPHO KPETAIHE OKO
HoJIoXKaja paBHOTEXRE T* = mg/c.

6.18 IIpunyodne ocyunayuje. Teper mace m KOju MOXKe Jla KJIM3U IO IVIATKO]

HEIIOKPETHO] TOJ[JIO3U BE3aH je 33 HEIOKPETHHU 31U/ OIIPYTOM KPYTOCTH C U JLy KITHE
lp y HenanpernyToM cramy. Ha Teper y npasBily Kperama JejCTBYj€ IePHOITIHA

upunynsa cuia Fp = Fy cos Qt.

a) Popmuparu audepeHnujaaty jeJHAINHY KPeTalbha TepeTa.

6) OzpenuTu pemiembe jeHAYNHE KOje je CArVIACHO Ca MOYETHUM YCJIOBUMA
x(0) = zg n £(0) = vy.

B) AHajmM3upaT# 3aBHCHOCT AMILIUTY/le TPUHYJIHUX OCIUJIANIja OJ KPYKHe
dpexsenrje npunyaHe cuie 2.

r) AHaqu3upaTh Kperarme TepeTa y candajy pesoHananmje () = w, HoJpXTaBamba
) ~ w u Bubpomsoanuje 2 > w.

6.19 Ilo maTkoj HENOKDPETHO] KPYXKHO] KHIIH
panujyca R, Koja ce Hajla3W y BEPTHKAJIHOj PaBHH,
MOJKe Ja KJIM3U MaTepujajHa Tadka mace m. Omna
je ca HajBUIIOM TAYKOM XKHUIIE IOBE3aHa OIPYTOM
KPYTOCTH € YHja je JIy?KUHA y HEHAIIPETHYTOM CTamby
jennaka lg. ITlomoxkaj Tauke ma )uru je oapehen
yruiom 6.

a) Ananuzom CTaIMOHAPHUX TavyaKa
[IOTEHIIMjaJIHe eHepruje ojpenuTu Moryhe
TI0JI0Kaje paBHOTEIKe TadKe.

6) ITpumenom MIPUHIIATIA MUHUMYMA,
[IOTEHIIMjaIHe €Hepruje UCIUTATH CTaOMIHOCT
TaKo ofpeheHnx moJtoKaja paBHOTEXKE.
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6.20 Marepujasna Tadka Mace m MOXKe Jia KJIU3U
110 TJIATKO] KWW ToJynpednnka R koja ce y mcro
BpeMe 00phe KOHCTAHTHOM yraoHOM OP3WHOM W OKO
CBOI' BepTHKaJiHOr npednuka. Jludepennujaina
jeTHauYnHa KpeTamba TadKe je:

6+ (% —w2c059) sinf = 0.

a) Ompemurn  moryhe mosoXkaje  peaTHBHE
paBHOTEXKE KOju  TIPEJCTaB/bajy  peliema
nudepeHInjaTHe jeTHaunHE obJinka
0(t) = const.

6) Ysectn nopemehaje, dopmupaTu
JInHeapu30BaHe jeaHadnHe 1opeMehaja u
HAa OCHOBY IbUXOBOT pellleha JUCKYyTOBATH
CTaOMJIHOCT I10JIOXKAja PeJIATHBHE PDABHOTEKE.



-

ﬂll/lHaMI/IKa TadKe:
KOJINHNHA KpeTakba n
MOMEHT KOJINHNHEe KpeTahkba

Y oBoM Jiesty TeKcTa heMo ce yno3HaTu ca joul HEKUM eJIleMEeHTHMa BEeKTOp-
CKOTI' IIPUCTYIIA y JUHAMUIU. Y HerOBOj OCHOBH JIE2KH BEKTOD KOJIMYMHE KpETa-
Ba, aju e oBie OUTH pedn U 0 MOMEHTY KOJIMYMHE KPETalha ! HBer0BOj IPUMEHI
y aHaJIN3M HEKUX IOCEOHMX BUIOBA KPETAmba MAaTEPHjaJIHe TAIKeE.

7.1 3akoH 0 NpoOMeHUn KoONNYMHE KpeTakba

Beh je namomenyTo 1a KomudnHa Kperama, K = mv, u Kuuernyka eHepruja,
E, = mv?/2, npencrasibajy jBe paBHOTIpaBHE [WHAMIYKE BEJIMYUHE CTAIba,
OJIHOCHO Mepe MEXaHWJKOD KpeTara. Y TOM CMUCTY ce Jpyru FbyTHOB 3aKOH
K = ma = F u 3aKoH 0 IpOMeHN KuHeTHuUKe enepruje By = P Mory moKuBern
Ka0, Ha W3BeCTaH HAYWH, mapaJjesnn 3akonu. Jlo cana, meljytum, HuCMO Buien
aHAJIOrOH Jpyror u tpeher ob/MKa 3aKOHA O IpoMeHu eHepruje, dEy = dA u
AFE, = Ays. la 6u ce 10 mera J0ILI0 MOPa Ceé YBECTHU jeHa HOBHU II0jaM KOju
he 6utu anasioran pajy cuie.
ITocmarpajmo gapyru EbyTHOB 3aKk0H y 06JIMKY K = F u nOMOHOXKHIMO Ta ca
dt:
dK = F dt. (7.1)

Hedburnmmmo eaemermapru umnyac cuie F xao:
dl = F dt. (7.2)

To je BemunHa Koja KapaKTepHUIle JI€jCTBO CUJIE HA MATEPHUjaIHy TAIKy TOKOM
GecKOHAYHO MAJIor BpeMeHCKor mHTepsasia dt. Ha oaj naunu jennaunna (7.1)
ce MOXKe 3aIlUCaTH y OOJIHKY:

dK = dI. (7.3)

211
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To je yjemmo nupBu 00JUK TeopeMe O IPOMEHH KOJUYHHE KPeTarba KOjU IVIacu:

Eaemenmaprnu npupawmaj Koauvune Kpemarha Mamepujaisne mavke jednax je
ENEMEHMAPHOM UMNYACY CUAE Koja Oejcmeyje Ha HYy.

Cauxa 7.1: Haycmpayuja 3aK0HQG 0 NPOMEHU KOAUNUHE KPEMAT6Q

Jlpyru obauk 3akoHa ce mobuja maTerpanmjom mspasa (7.3) y mHTEpBAITY
t € [t1,t2]. Ilpm ToMe Tpeba mMaTh Ha yMy Jja u3Mely KoJMdYHHE Kperamba 1
WMITYJICA CHJIE TIOCTOjU MCTa pa3jinka Kao m3MeDy KHMHETHUKe eHepruje u paja
cujle: KOJIMYMHA KpeTama 3aBUCH OJ CTarba KpeTama TadKe, a HMILYJIC CHJIe
je BeqMUMHA KOja 3aBUCH O] MPOIECa KpPeTama. 3aTo ce y MPBOM CIydajy
WHTETPAInjoM 100uja:

to
/ dK = K|’ =K, - K; = AK.
ty

Y npyrowm ciydajy, MmehyTum, HHTErpaJ 3aBUCH OJ1 HAYNHA, KPETAlba, TAYKE TOKOM
[TOCMAaTPAHOT MHTEPBaJIA, Ma ce J00uja:

ta
/ dl = Iy5.
t1

OBa BeMYMHA Ce 30B€ UMNYAC CUNE. O,ZLaTJIe cjleim apyrum 0OJIMK 3aKOHa, O
IIPOMEHUN KOJIMYINHE KpeTaka:

AK =K, — K; =15, (7.4)
KOjU ce MOXKe MCKa3aTu Ha cjejiehn HaduH:

Ipupawmaj Kosruvure KpeEMatsa MmoKoM KOHA¥HO2 BPEMEHCKO2 UNHMEPBANL Je0-
HAK UMNYACY CUAE TNOKOM KPEMAHHA Y UCTIOM UHMEDEAAY.

Kaga ce umnync cune moxe yHanpepg uspadyHatn? Kao u 3akoH 0 IpoMeHn
eHepruje, 3aKOH O MPOMEHHU KOJIMYUHE KpeTarma MOXKe OUTH MHTEDECaHTaH 3a
aHAJIN3y KpeTama aKo je HMITyJIC cujle Moryhe ynanpen uspadynaru. Ha xasocr,
TO Ce y OIIITEM CJIydajy He MoxKe u3BpimmTu. Mnak, To je Mmoryhe yuumuutn y
JBa CIeIujaIHa cIydaja:
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1. ako je cuia koHctantHa, F = const., Taga ce uaTerparmjom goouja:

t2
I :/ Fdt =F(ty —t;) = FAL
t

1

2. axko je cmia ekciummiurHa dbyHknuja Bpemena, F = F(t), Taga cy u mene
npojexnuje pyHKIUje BpeMeHa, Te ce y IPUHIUILY MOyKe U3BPIIUTH HHTe-
rpargja.

3aKOH O MPOMEHU KOJIMYWHE KpeTama he 1MoceOHO OUTH WHTEPEeCAHTAH Y
reopuju ynapa. Tama he jegmaumna (7.4) mpeacraB/baTH OCHOBHY jeIHATHHY
Koja fie ce KOPUCTUTH y aHAJIU3H.

7.2 3akoH O NPOMEHU MOMEHTA
KOJINYNHE KpeTatba

Kao mrro ce momentT cuisie 3a tauky gedunuiie y BEKTOPCKOM OOJIUKY Kao:
M =r x F, (7.5)

TaKO Ce W MOMEHT KOJIMUYMHE KpeTama MarepujajiHe Tadke P 3a pedepeHTHy
tauky O neduHUIIE U3Pa30M:

Lo=rxK=rxmv. (7.6)

Cauxa 7.2: Momenm cuse u MOMEHM KOAUNUHE KPEMAT6Q

Tlorsreiajmo yemy he 6utw jejHax M3BO MOMEHTa KOJHUYIHNHE KPETama 10 Bpe-
Meny ! :
: d . .
Loza(rxmv):rxmv—i—rxmv

=V Xmv+4rXma=r X ma.

Ipunukom audepeHnupama je Ha BEKTOPCKH IPOM3BOJ J(BAa JBEKTOPA IPHMEH-EHO
JIajGHUIIOBO IPaBUIIO O U3BOAY IIPOU3BOJA.
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Bekropcku mpom3Boa v X mv jeHaK je Hyau 3007 KOJIMHEAPHOCTH BEKTODA.
Axo cajia ca jieBe cTpaHe BEKTOPOM II0JI0XKAaja BEKTOPCKH IOMHOYKIMO U3Das3
3a Jpyru EbyTHOB 3aKkoH jobuhemo:

rxma=rXxF.

Nmajyhu y Bugy ynpaso Jo0ujeHe pe3yJrare MOKEMO (DOPMYJIUCATH 3aKOH O
MIPOMEHN MOEMEHTa KOJIMUINHE KPeTamba:

: _ w\F
Lo =Mp,. (7.7)
Peunnma ce oBo TBpheme MOXKe HCKa3aTH Ha cjesnehn HaYnH:

H3600 momenma Koauvure Kpemara no epemeny jednax je MOMEHMY cune 3a
ucmy pedepermmuy mauxy.

Mpumep 7.1 Mamepujarna mauxa mace m xkpehe ce nod dejecmeom yeHmpaire
cune F = F(r)e,, 2de je r pacmojaree mauxe 00 uyewmpa dejcmea cune, a
e, = r/r jedunusnu sexmop padujasnoe npasya. Iloxasamu da 3a 060 Kpemaroe
6a9ICU 3aKOH 00PIHCAILA MOMEHMA Koauvune kpemara, Lo = const. Ha ocrosy
0602 pe3yamama nokadamu caedehie:

F(r)
\ /
r 7\ P

O.

a) mavka epwu kpemaroe Yy jednoj pasru (Jlaniacosa unsapujabunna pasan);

6) mauxa obunasu yewmap dejemea cuae kpehyhu ce ysex y ucmom cmepy;

8) cexmopcra 6p3una mawke %(ﬂcy — yi) je xoncmanmua (dpyeu Kenaepos

3aK0M,).

» /Ipyru FbyTHOB 3aK0H 3a KpeTamwe TadKe y II0JbYy JI€jCTBA IIEHTPAJIHE CHJIe
rIacu:

ma=F = F(r)e,. (a)

BekTopckuM MHOXKEHEM OBe jeJIHaUnHE BEKTOPOM IIOJIOXKAaja I' Ca JieBe CTPaHe
Jo6uja ce 3aKOH 0 IPOMEHHM MOMEHTa KOJIMYNHE KpeTama (7.7). Y oBoM ciryuajy
MOMEHT IeHTpasiHe cuiie 3a pedepeHTHy Taduky O he OuTu jeqHak HyaIu cBe
BpeMe KpeTama 3aTO IIITO [IpaBall CUJjie IpoJia3u Kpo3 my. 10 ce MoxKe JoKa3aTn
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u KopuihemeM TBphema J1a je BEKTOPCKU IIPOM3BOJI, KOJIMHEAPHUX BEKTOPA je/I-
HaK HYyJIH:

ME =r x F(r)e, =r x F(r)£ = F](CT) (rxr)=0. 6)

V cBakoM ciyuajy J00mja ce Jia BayKU 3aKOH OJIPXKara MOMEHTa KOJIMYUHE
KpeTama 3a pedepenTHy Tauky O:

Lo=0 = Lo = const. ()

Jennaumna (B) mpescrTaB/ba BEKTOPCKM NPBH MHTErPAJ JH(DEPEHIH]aTHAX
jemHanHA KpeTara, OJHOCHO Apyror EbyraoBor 3akona. Ctora BEKTOP MOMEHTA
KoJImanHe Kperama Lo Mopa OMTH KOHCTaHTAH ¥ CBIM aCIEeKTHMAa KOju KapaKTe-
pHIIy jejiaH BEKTOD, a TO €y Ipasarl, cMmep u uaTen3urer. [loriesajmo kakse he
HaM uHGOpPMAIUje TO IPYKUTH.

1

Lo

ds

P

Axo je mpasar BekTopa Lo KoHCTaHTaH, OHJIa KOMIIOHEHTE BEKTOPCKOT IIPO-
M3BOJIa KOje YuHe O0Baj BeKTOp, a To cy r u K = mv, mopajy cBe Bpeme
KpeTama [IPUIAIaTH PABHH KOja je HOpMaJiHa Ha Taj npasall. pyrum pednma,
MaTepHjajiHa Tadka ce Kpehe y paBHM HOpMasHO] Ha BekTOp Lo. Ty pasan
30BeMoO Jlanaacosa unsapujabusna pasan.

ITomro ce cmep BeKTOpa MOMEHTa KOJUYHHE KpPEeTamha HE MeHa, OJJHOC BEeK-
Topa r u v, onnocuo K, Mopa OuTH Takas Jia ce IOCMATpaHO U3 BPXa BEKTODA
Lo poranuja mpBOr BEKTOPa JI0 MOKJIAIIAa Ca APYTUM, HajKpalhu myTeM, BpIIH
yBeK y mcrtoM cMmepy. To 3Haum nma ce cMep obmiiaKema MaTepHjajHe TadKe
OKO TIEHTPA [IejCTBA CHJIe He Mema. AKOo Om ce cMep OOmMIarKerma TadKe OKO
IeHTPa JejCTBa IPOMEHNO, OHJa 61 ce IpoMeHno u cMmep BekTopa Lo, 1mTo je y
KOHTPAIMKIIM]HU C& BEKTOPCKUM IIPBUM HHTEI'DAJIOM.

IIperniocraBumo ja ce kperame Bpmn y Oxy—pasuu. byayhu na je tama
r=zi+yjuv==2i+yj, nodbuja ce cienehn u3pa3 3a MOMEHT KOJIUYNHE
KpeTama:

Lo =r xmv =m(zy — yz) k. (r)
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Iomro MHTEH3UTET OBOI' BEKTOPa MOpa OUTH KOHCTAHTAH, a 3HAMO JIa je m =
const., Baxkuhe:
xy — y& = const. ()

Enemenrtapna nmospir dS Kojy BeKTOp moJsioxKaja “mpebpuiiie”’ TOKOM OECKOHAYIHO
MaJIOT BPEMEHCKOT MHTepBaJia di jeHaka je:

1 1
s = §|r x dr| = §|r x v|dt,

ofakJe 360r pesysnraTa (j1) caenu Ja je ceKropeka 6pauna dS/dt koncTanTHA:

ds 1 1, . .

e §|r X v|= i(xy — yi) = const.

OBaj pesysarar npejicrasba aApyru Kemiepos 3aK0H KOju TBPJU Jla BEKTOP II0-

JIOXKaja y jeJIHaKUM BPEMEHCKUM UHTEpBaJIMMa Ipebpuile jeHake MOBPIIUHE.
Anayimza 3aKOHa OJIpXKarmba MOMEHTa KOJUYWHE KpeTama OTKPHUJIa HaM je

OIIIITa CBOjCTBA KpPETarha MaTepUjasIHe TadKe Y IMOJbY IejCTBa IEHTPAIHE CHJIE.

Camo Kperame Tadke, MelyTum, 3aBucH 0J1 Kapakrepa IeHTpaJjHe cuje. Moxke

ce mokazaTtu, mrTo opje nehe Ouru yummbeno, ga ce mof jejctBoM IbyrHOBeE

rpasuTanuone cuie F(r) = k/r?, k = const., MaTepHjaJIHa Ta4uKa MOYKE KPETaTH

[0 TPAjeKTOPHjN KOja MMa, 0BJIMK KOHYCHOT IIpeceKka’. <

MNpumep 7.2 Mamepujana maurxa P mace m eesana je 0 w
3a mawky O nomohy nepamezmusoz yocema dyoscune L. &2

Tauxa O ce HaAG3YU HG BEPMUKAAHO] O0COBUHY KOJG CE

0bphe xoncmarwmmom yeaonom 6ps3unom w. Iloaoowcaj l

mayke Yy 00HOCY Ha 0COBUHY je odpehen yeaom O xoju 0
yoice obpasyje ca ocosunom.  Ilod mpemnocmaskom
da ce yeao O moxom Kpemarba He Mmera, o0dpedumu
16206y  CMAYUOHAPHY BPedHOCT Y 3a6UCHOCTU 00
yeaore Op3uHe w.

» laxo mehemo yna3uTu y JeTa/bHy AaHAJIN3Y, MOXKE Ce IIOKAa3aTH [a je
MIPETIIOCTAB/FEHO KpeTarhe, IPH KOM je yrao # KOHCTaHTaH, 3amcra Moryhe.
OHO ce y IuHAMHUIN Ha3UBA PEAGMUSHA PASHOMENCA 3aTO MITO yrao § onucyje
peJIaTHBHO KpeTame Tadke P y BePTUKAJIHO] paBHU KOja ce y UCTO BpeMe obphe
KOHCTAHTHOM YTAOHOM OP3IMHOM W OKO BepTHKaJHe oce®. AKO je OH KOHCTaHTaH,
OHJIa Ce TaYKa HAJA3U Y CTamby PEJATHBHOI MHPOBAIba y OJHOCY HA OCOBUHY.

VY cramy pejlaTHBHE PaBHOTEXKe TPajeKTopuja Tadke P je Kpyr Koju ce Ha1a3u
y DaBHH HOPMaJIHOj Ha ocoBuHy. lleHTap Kpyra ce Hajasm y IIpeceKy OBe
pPaBHU Ca OCOBHHOM, a MOJIynpedHuk My je h = [sinf. Ilomrro je TpajekTopuja

2KouycHu TIpecely cy KpyT, e/urica, napaboia u Xumnep6osa.
3V QMHAMHYKOM CMHCIY HeMy je TIOTIYHO eKBuBajgeHTaH 3amarak 6.20, KOI KOI Cy camo
Be3e (pUBUYKHU OCTBapeHe Ha JPYyradnju HAYUH.
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Tayke MMO3HATa, 3a Jajby aHAJU3y je MOroJAHO yBecTH npamehu mpuedap. OH
NpeJicTaB/ba yoIlTeme npareher mauepa KOju Cy YMHUIN jeJUHUYHU BEKTOPH
TaHTeHTE €; U HOPMAJle €,. ¥ aHAJU3M KPEeTama TadKe y IPOCTOpPY HHMa Ce
Jlojiaje W JeIMHUYHU BEKTOD Ounopmane €p, JeWHUCAH M3PA30M €, = €; X
e,. OBa Tpu BekTOpa 006pa3yjy TpueIap OPTOHOPMHUDPAHUX BEKTOpa. ¥ OBOM
npobJieMy BEKTOp €, he 6uTum HOpMajiaH Ha paBaH y Kojoj ce Kpehe rauka,
OJTHOCHO Oulie mapaJjiesian ca 0COM ODPTamba.

Fin

L mg

3a permaBare OBOr 3aJaTKa fie 6GUTH MIPUMEEH 3aKOH O MPOMEHU MOMEHTa,
kosmmuuHe kperama (7.7). Ilpu Tome he ce n3Boj MOMEHTa KOJIMYMHE KPETAba
U3pavdyHaATH 10 00pacILy Lo = r x ma, 10k he mMomenT pe3yJITaHTe CBUX CUJIA
KOje JIejCTBYjy Ha MaTepHjaJiHy TadKy OUTH jeJHAK 30Upy MOMEHATa HEeHUX
komnonenara!, M§ = Y, Mgi. 3a oxnpehuBame M3BOMA MOMEHTA KOJIUIUHE
KpeTama Tpebajy HaM BEKTOD I0JIoXKaja Tauke P u meHo ybpaare:

r=—lsinfe, —lcosfe, a=hwe,=Iw’sinfe,.
Ha oBaj nauun ce mobuja:

Lo=rx ma(—Isinfe, —lcosbhep) x mlw?sinf e,

= —mi?w?sin 6 cos Oep x e,) = ml?w? sinf cos b e;. (a)

Ca gapyre crpame, mocie ociobabama 07 Be3a Ha MATEPHJATHY TAtIKY, OCHM
aKTHBHE CHJIe TeKUHe Mg, JIejCTBYje CUJIa 3aTe3ama yXKeTa S, 1a je pe3yITaHTa
F = mg + S. Ilomro npasart cusie S mposiasu Kpo3 tadky O, l€H MOMEHT 33
UCTy TadKy hie OuTH jeJHAK HYyJIH, Mg = 0. Oxarie ciaequ Jja he MOMEHT cuia
3a Tauky O burn:

M{ =r x mg = (—Isinfe, —lcoshey) x (—mgey)

mglsind (e, x e,) = mglsinfe;. 6)

40Baj cTaB je y MeXaHHIHM TO3HAT Kao Bapurbonosa meopema.
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Kopumhemewm penanyja (a) u (6) u npojekroBameM jegnadnte (7.7) Ha npasail
e; 1obmja ce u3pas:
ml2w? sin 0 cos = mgl sin 6,

OZIaKJIe Ce IPYINCAIEM YIAHOBA JA00uja:
sin @ (gl — 1?w? cos @) = 0. ()

Hobujena jennaunna nMa JiBa He3aBUCHA peliema. IIpBo ce mobuja u3 ycioBa
sinf = 0, omakJe 360r KapakTepa Be3e ciemu peiieme § = 0 Koje mpejicTaBba
TPUBUjAJIHU TI0JIOXKA] AICOIyTHE paBHOTEXkKE. OCUM HHera MOCTOJU U Pellerhe:

cosf = lwiw (r)
Koje ospehyje nerpuBujasnu moJoxaj pasuorexe. [Ipumernmo ma he on mocrojatn
camo 110 ycsosoM ¢/lw? < 1, jep y cynporHoM Helie IOCTOjaTH Pellerse jeHadnHe
(r) jep je ckyn BpesHocTo kocunycue dbyukuuje cos § € [—1, 1]. U3 ucre jennaanne
ce BUJM J1a ce ca nosehameM yraone Op3uHe w CMamyje BPeIHOCT n3pasa cos b, a
caMUM THM ce toBehasa TpaxkeHa BpegHocT yriia . Jlakie, ca mopacToMm yraome
Op3uHe pacTe BPEIHOCT PABHOTEKHOT YIJIA.

o ucror ce pesysrrara Moryio gohin u Ha Apyru nadma. Hamwme, ako ce yBene
WHepIHjaJIHa CHJIA!

F" = —ma = —miw?sinfe,,

OHJIa Ce CUJIa TeXKUHE Mg, CUIA 3aTe3amba y2KeTa S U HHePIUjaJIHa CUJIa HAJIA3e y
paBHOTEXKU U MOXKe ce npuMeHuTH Jlamam6epos npunImn. Buio ga ce dopmupajy
CKaJIapHe jeJHAUINHE PaBHOTEXKeE, KOje CJleie U3 yCIoBa:

mg+S+F" =0,

win dopmupa ojJroapajyha MoMeHTHa jejHadnHa 3a Tadky O, jgohwu he ce j0
ucror pesyiarara. OBa unTepIperanyja, MehyTuM, npyzka yBUj y Y3POK I0jaBe
“Gounor” moJiozkaja pesiaTuBHe paBHoTexke  # 0: OH ce jaB/ba 300r JiejCTBA
WHEPIHjaHe CUJIe, OJHOCHO POTAIIMOHOT KPETAmha CICTEMa OKO BEPTHKAJIHE OCe.
Bes porammonor kperama oBaj mosioxkaj He 6u morao sa mocroju. IllTaswurre,
mro je Belia yraoma Gpsuma, selin je mmrenmsmrer muepmujasme cuie |[F"| =
milw? sin , ycren wera he 6urn Beha 1 BpeIHOCT PABHOTEKHOT YIiIa 6. <

3apgaun

7.1 Marepujajina Tauka mace m = lkg kpehe ce npaBojMHUjCKA 10T JI€jCTBOM
cune F(t) = 10(1 — ¢)iN, rue je BpeMme t M3pakeHo y CeKyHIama. AKO ce
3Ha Jla je Tadka 3arodesa Kperame u3 nosoxkaja x(0) = 0 nouerHoM Gp3uHOM
%(0) = vo = 20m/s, IPEUMEHOM 3aKOHA O IPOMEHH KOJMYMHE KPETAha OJPeJIUTH
TpeHyTaK t; y KOM he Tayka IIDOMEHUTH CMep KpeTarba.
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7.2 Y TpeHYTKY y KOM je BO3ad 1104eo Jia Koun ayroMobmt mace 1800kg kperao
ce 6psuHOM 95km/h no myTy Koju ce Haszasu 1o Harubom ox 5°. KoncranTua
KOYHOHA CIJIA KOja je 1ejCTBOBaJIa Ha ayToMobmt u3nocmia je 6500N. Oxpeaurn
BpeMe Koje je OUJIo TIOTpeOHO ayTOMODUITY JIa Ce 3ayCTaBH.

7.3 Teper mace m mnana ca BucuHe H Ha JaKy mJ04dy mD
[OJIyIIPTY OLPYTOM KPYTOCTH C. Oppenutu  Hajsehe

ckpalieme h ompyre mocie mnaga TepeTa Ha ILIOUY U H
IIPUMOHOM 3aKOHa O IIPOMEHU KOJIMYNHE KPETaha OJIPETUTH

AMITYJIC CUJIE Y ONPY3H. h

c






8

HvHaMunka cucrtema martepmnjasHnx
Tayvaka

CucreM MaTepHjaJHUX TadKa YUHE CKYIl MaTePHjaJHUX Tadaka KOJ[ KOT
KpeTame CBaKe TauyKe CHCTeMa 3aBHCH O] KpeTarba OCTaJuX Tadaka KOje UMHe
Taj cucreMm. JIpyrum pednma, TO 3HAYM Ja KOJ, MATEPUjAJTHOD CUCTEMA Y3UMAMO
y 003up y3ajaMHa JiejCcTBa KOja jaBibajy m3Mmelhy Tadaka.

AHnaiza noHaIama CHCTEMa MaTepHjaJIHUX Tadaka MOXKe, y MPHUHIIAILY,
OuTH U3BpIITEHA HA JIBA HAYUHA. Y MPBOM CJIyUa]y Ce MOCMATPa KPETamhe CBaKe
HOjeINHe TagKe CHCTEMal, a y APYroM ce MOCMATpPajy KapaKTEPHCTUKE KPeTarba
KOje OIUCY]y CUCTeM Kao IEeJUHY U HIXOBa IIPOMEHa HaM OHJA IpYy:Ka UHMOD-
MaIijy O IIOHAIay CHCTEMA.

8.1 KapakTepuctuke kperarba cucrema
MaTepujasHNX Tadaka

Maca cucrtema u yeHTap mace

ITocmaTpajmo cucrem koju wmau N Marepujasinux Tadaxka Pi, ..., Py uawje
cy mace my,...,my. Heka cy mosokaju Tadaka y IPOU3BO/BHOM TPEHYTKY ¢
oxpehenn BeKTOpHMa IOI0XKaja:

ry=ri(t),...,ry =ry(t),
a IUXoBe Op3uHe Cy:
vi(t) =11(t),...,vn(t) = n(1).

Kao mTo je peueno, maca je aguTuBHA CKaJlapHA BEJIUINHA KOja, IO MPET-
TIOCTABIH, 32 jeJIHy MATEPHUjAJTHY TAYKy NMa KOHCTAHTHY BPEJIHOCT, m; = const.,

1OBaj mocTynak Moxke GUTH M3y3€THO CIIOMKEH, HAPOUHTO KaJa CUCTEM YMHU BEJIHKH GPOj
TadyaKa.

221
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i=1,...,N. Vkynna maca cucrema ce neduHuire kao 30Up Maca CBUX Tadaka
KOje Taj CUCTeM YHUHEe:

N
M:m1+-~~+mN:Zm,—. (8.1)
i=1

Axo je cucrem Henpomenbues, TO JeCT aKO CE IEroB CacTaB He Meba (HeMa Tadaka
KOje HAIYIITAjy CHCTEM, HATH My Ce HOBE IPUJIPYXKY]Y), OHJa je yKyIHa Maca
crucTreMa KOHCTAaHTHA:

M =const. = M = % =0. (8.2)

OBa peJaliyja MpeJCTaB/ba 34K0H 00PHCAIA MACE MATEPUJATHOT CHCTeMa. Jes-
naumHa (8.2) npejcrasiba rpyOy Bep3Ujy OBOI 3aKOHA KOjU je jellaH O] Haj3Ha-
JajHUjUX 3aKOHA y mpupoju. Ha mpumep, y JIUHAMWIM HECTUILBUBOT (DJIywIa
OH je TMO3HAT Kao jedHauuMa KOHmuHyumema.

VRO

P& I
Ve
Oe C
/’:
P;
Pn
Vv

Caura 8.1: IToaootcaj u 6p3una yeHmpa Mace CuCmemae MAmepujasHuT MmaiaKra

Maca cucremMa HaM TOBOPH O YKYIIHOj MAacCH CHCTEMa, ajd HaM He HIpyKa
nHaOpMAIjy O pacliopely Maca y mpoctopy. Hawnme, Moxe ce JOroJuTu ja
TOKOM KpeTarba HajBelin 6poj Tadaka Oyjie rpynucan y jeHoj 06J1acTu mpocTopa,
JIOK UX BPJIO MaJIO UMa BaH me. To mMIimnupa cruenududny CTPYKTyPY HHEp-
[MjaJHUX CBOjCTaBa MarepujajHOr cucreMa. Jla Om ce mmak mobusia oxpehena
nHbOpMAaIja 0 PacIopey Maca yBelrhe ce mojaM yenmpa Mace CHCTEMa MaTe-
pujasinux Tadaka. To je Tadka mpocTOpa UHju je moJioxkaj gJedpunucaH ciaegehom
peJiarujom:

N
.1 M;T;
re = 721—54 . (8.3)
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Konunuuna KpeTarba U KUHETU4YKa eHeprmja

JlBe nuHAMIYKE BeJIMYUHE CTarba KOje Cy Urpajie IEeHTPAJHY YJIOrY y JIMHA-
MUI MaTepHujajHe Tadke, KOJUINHA KpeTama I KMHETUIKA eHepruja, Ha IpH-
PO/IaH HAYMH Ce YOIIIIITaBajy KO/ CHCTeMa MaTepHjaJHuX Tadaka. Hanme, cBakoj
Ta4KN CUCTEMA C€ MOYKE IPUJIPYKUTH heHa KOJTMINHA KPeTamba, OJTHOCHO KHHe-
TUYIKA eHepTHja:

1
Ki =mivi;  Epi = §mwi2§ i=1...,N.

Konauwuna kpemarva mamepujarroe cucmema ce Taga TedIHAIIEC KA0 BEKTOPCKN
30Up KOJIMYMHA KPETamha CBUX TadakKa Koje 00pa3yjy cucrem:

N N
i=1 i=1

AHaJIOrHO ce jieUHAIIe YKYITHA KUHEMUYKI EHEP2UJQ MAMEPUIAAHOZ CUCTEMA
Kao 30Up KUHETUYKUX €HEepruja Tadaka Koje YMHe CUCTEM:

N 1 N )
Ey =Y Ep = 5 > miv}. (8.5)
=1 =1

Kosmunna kperama m KMHETHUYIKA €HEPrUja MaTEPHjaJIHOI CHUCTEMa Ce Ha
jelHOCTaBaH HAYMH MOI'Y IIOBE3ATH Ca BEJIUUNHAMA KOje KapaKTEePHUIly KpeTarbe
nenTpa Mace. Ako ce jenmaunna (8.3) sammine y obunuky Mro = ., mr;,
OHJIa Ce JIAKO MOKa3yje Jla BarxKu:

N N
MVC:Mi‘C: E mlI‘Z: E ’I’I’LiVZ‘:I{7
i=1 i=1

OJIHOCHO, KOJIMIMHA KPETarha CHCTEMA MATEPUjaTHUX TAYAKA je/IHAKA ITPOU3BOILY
YKYIIHE Mace CHCTeMa ¥ OGP3WHe IeHTpa Mace>.

3a rpancdopmanujy uspasa 3a KHHETHIKY eHeprujy (8.5) HEOmXomHo je je-
dbunncaTu peaamueny 6p3uky Tadaka CHCTeMa y OJIHOCY Ha IeHTap Mace. Iloc-
MaTpajMo MOJI0XKa] TPOU3BOJbHE TadKe P; m m3pa3mmo HeH BEKTOP MOJIoXkKaja I';
MOCPeTHO—IIOMONY BEKTOpa IOJIOXKAaja IEHTPA Mace I'c U PEJIATUBHOI BEKTOPA

[0JIOXKAaja TadKe p; Y ONHOCY Ha IEHTap Mace:
r, =rc¢+ p;.
Hudepennuapamem oBor u3pasa J00mja ce:

Vi=Voc+Vy = Vi =V;—V(o, (8.6)

2OBa BeJINYWHa Ce 9eCTO Ha3uBa KOJIMYHWHa KpeTarma IeHTpa Mace.
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Caura 8.2: PeaamusHu noaodicaj u peaamuena bp3una mawke y o0Hocy HA UeHMap Mmace

Ime je Vi = p; TpaxKeHa pejaTuBHa Op3mHa. Talxa ce KuHeTHYKa eHepruja
cucrema (8.5) mozxke Tpancdopmucarn Ha caenehn HaqwH:

N
1
By = 2 Zmi(vc +Vir) - (Vo + Vi)
i=1
1 1 1
=5 me% + 3 Zmivfr + 3 Zmivc “Vip.
i=1 i=1 i=1

1, 1 T
= 51}% Zmi + 3 Zmivfr + §VC : Zmivir.
i=1 i=1 i=1

Jlako ce Moxe mokazaTu Jia he cyma y mocJie/iieM cabupky 6uTH jegHaka HyJIH,
jep je:

N N N N
§ miVi, = E mi(v; —vg) = E minch mg
=1 =1 =1 =1

N

= Zmivi — Mve =0.
i=1

Opnarie caean 1a BaXKu:

N

1 2 1 2

Er = -Mvi+ = E m;vj,., (8.7)
2 24
i=1

OJIHOCHO, KUHETHYKA €HEepPruja MaTepUjaTHOI CHCTeMa je/HaKa je 30upy KuHe-
TUYKe eHepruje IeHTpa Maca U KUHETHUYKe eHepruje PeJaTHBHOI KpeTamba Y
OJIHOCY Ha LIEHTap Mace.

MomeHT kKonun4uHe KpeTata

MowmeHnT KOoJM4nHe KpeTamha MaTepUjaJHOT CHCTeMa MOXKe OuTH JepuHncan
Ha J[Ba €KBUBAJIEHTHA M IOJ[je/JHAKO KOPUCHA Ha4YWHAa. Y IIPBOM CiIydajy nedu-
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HUIIE Cé MOMEHT KOJIMYMHE KPeTarba CBAKe MaTepujajHe TadKe y OJHOCY Ha
pedepenTny Tauxy O:

Loi =r; x K; = r; X myvy,

a YKYIHM MOMEHT KOJIMYINHE KpeTarba MaTePUjaIHOT CUCTEMA IPEICTABIba CYMY
MOMeHaTa KOJIMYNHA KPETamha Tadaka Koje 00pa3yjy cucrem:

N N
Lo=Y Loi=Y rixmv, (8.8)
=1 =1

Ca jgpyre crpane Moxke ce JAedHHHCATH ¥ MOMEHT KOJUYHHE KpPEeTarba CBaKe
Tauke y ojgHocy Ha nenrap mace C. Ilpu Tome ce y3uma y o03up pesaTuBHA
KOJIMYIMHA KpeTama ojpeheHa Mpom3BOIOM Mace W pejlaTUBHE Op3WHE Tadke y
OJTHOCY Ha IIEHTap Mace mM;V,:

Lei = p; X m;vy,.

yKyHHI/I MOMEHT KOJIMYUHE KpeTalha CUCTEMa Yy OJHOCY Ha IleHTap Mace ce Ta/la
,He(bI/IHI/IH_Ie Kao CyMa MOM€HaTa KOJIMYNHa KpeTalbha CBUX TadYaKa CHUCTeMa:

N N
Lo =) Lei= Y p; X miviy. (8.9)
i=1 i=1

Moxke ce mokasaru, mrro mehemo pokasuBarw, ma BaxKku cieieha Be3a uzmehy
MOMeHaTa KOJIMYNHA KPETamha MATepUjaTHOr CUCTEMA!

Lo =r¢ X Mve + Le.

Knacudumkaumja cuna

Koz cucrema marepujasamx Tataka HEOIXO/IHO je U3BPIIUTH jEJIHY CIICIIH-
buuny kiracudukanujy cuia. Hamme, oBjie ce pa3iuKyjy JBe BpCTe CHJIA:

1. cnospamme n
2. yHyTpaIlbe.

Crospalime cure HACTajy Kao Pe3yJITaT MHTEPAKIHja Tatdaka CHCTeMa ca 00jek-
TUMa KOjU Ce Hajla3e MB3aH Ibera. YHYyTpAIlbe CUJIe IIPEJICTaB/bajy y3ajaMHa
nejcTBa Koja ce ocrBapyjy Mmehy Taukama kKoje obpasyjy cucrem. IIpermocra-
BuheMO J1a ce OBe CHUJIe jaBjbajy y IapOBHMa CHJIA CAIJIACHO 3aKOHYy aKIuje U
peakimje. U jenne, m apyre cuje mMory y cebu cajapKaTu U aKTHUBHE CHUJE, W
peakiimje Be3a.

Axo ca FJ o3HaunMo pe3ysITaHTy CIOJBAINBUX CIJIA KOj€ JejCTBY]y Ha i—Ty
TauKy, a ca F}' pe3ynTanTy yHyTpaIlmbuXx CHIa KOje NejCTBYjy Ha HCTy TadKy,
onjta he oHa OUTH M3JI0XKEHA JIEJCTBY CHJIE:

F, = F; + FV. (8.10)
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Cauka 8.3: Cnomawrbe u ynympaurbe cune K00 CUCmema MamePUjesHu mavaxa

360r mpermnocTaBKe Ja YHYTDAIIbe CHJIe OCTBAPY]y AEjCTBO caryacHo Tpehem
HyrHOBOM 3akony, pesynryjyha yHyTpaiima cuja 3a 1e0 MaTepHjaJHu CUCTEM
he 6utn jegnaka HyJIH:

N
F' =) F/=0. (8.11)
i=1

Vijenno he u pesyiaryjyhu cuper 6utH jeJHak HyIw, OWJIO Ja ce padyHa 3a
HENOKPETHY pedepeHTHY TayKy WM IEHTap Mace:

N

N
4= "1, xFi =Y M =0

i=1 i=1
N N

u u Fy _

bL=> p;xFl =Y M/ =0.
i=1 i=1

VYHyTpalbe cuiie Cy BeoMa 3Ha4dajHe jep oJpelyjy yHyTpallmbi MeXaHu3aM
noHarama cucrema. OHe MOry OHTH Hajpa3/IMIUTHje IPUPOJIL: MOTY OUTH CHJIe
KOje TIOCTOje CBE BPEMe KpeTamba, & MOTY CE JaBUTH U CaMO MPUJINKOM KOHTAKTa
tauaka cucrema’. Ose cuie Hajuemhe 3aBuce ox Mehycobror pacrojama usmely
Tavaka. JejaH oj TunumaHuX npumepa je FbytHosa rpaBuranuona cuna. Mehyrum,

(8.12)

[IOHAIIAHE YeCTUIIA Ha MOJIEKYJIADHOM HUBOY MOXKe OMTH OIIMCAHO U CHJIaMa KOje
UMajy Ipyraduju aHaJUTHIKK O0uK. THurnmdan npuMep je cuiia Koja je onmcana
Jenapo-Lloncosum nomenyujarom:

= (8) - (2]

3V oBy KaTeropmjy cuiia OCHM peakiija Be3a CHajajy U yoapHe Cue.
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HA HA

A\

Cauxa 8.4: Fbymnos u Jlenapo-Lloncoe nomenyujan

r7e je ca r o3HateHo Mehycobmo pacrojame u3mehy dectuna. Huje remko yountn
paziuky n3zMmely oBor norenIjata u nmoreriujaga lbyruose rpaBuraruone cuie

II = —v/r: IbyrHos norennujan je MOHOTOHO pacTyhm, a cmia MOHOTOHO
omaajyhia; Jlemap-IToHcoB moTeHImjal nMa JOKAJIHE MUHAMYM 33 7o = v/2a,
II(rg) = —ep, ma je 3a r < 7o MOHOTOHO omajajylim, mTO 3HAYM na je cuiia

0/100jHa, JIOK je 3a T > 1y MOHOTOHO pacTyhu npu 4emy je cujia IpUBJIadHA.

8.2 JepHauuHe kpeTarba cuctema matepujasiHUX
Tavaka

Kperame cucrema mMarepujajHuX Tadaka MOyKe OHTH OIMCAHO HA JIBa CYII-
THHCKU Pa3/IndnTa HaunHa. [IpBU HAYMH ce 3aCHUBA HA AHAJIM3U KPETamha CBAKE
Tadke cucrema. Ha mpBu morsies je jacHO 7@ OBaj MPUCTYII MOXKe OUTU U3y3eTHO
CJIOJKEH aKO CHCTeM YHHH BEJIUKH OPOj MaTepHjaJIHAX Tadaka.

Jpyru HaumH ce 3acHuUBA Ha (HDOPMUDPAIbY jeJHAYNHA KOje OIHCYjy IPOMeHY
KapaKTePUCTUKa KpeTama CUCTEMA, Kao IITO Cy IeHTap Mace, KOJUYUHA Kpe-
Tara, KHHETHYKA €Hepruja U MOMEHT KOJIMYMHE KpeTama. Y OBOM IPHCTYILY
CHCTEM MaTepUjaHUX TadyaKa ce TPeTHpPa Y IVI0OAJIHOM CMECILY—Ca CTAHOBUIIITA
BeJINUNHA KOje OIHCYjy CTarhe CUCTEeMa Kao IejnHe. Y TpobIeMIMa KJIACHIHE
MEXaHHUKe OBaj IIPUCTYII je 3HATHO 3aCTyIJbEHU]H.

OwvdeperHuyunjante jeaHavnHe KpeTarba MaTepujasiHOr cucTema

ITocmaTpajmo cucrem kKoju ce cacroju ox N MarepujajiHux Tadaka. Kperarme
CBaKe TavKe CUCTeMa ONucaHo je npyrum IbyraoBum 3akonom (ma = F). Ilpu
ToMe Tpeba MMaTH Ha YMY Ja Cy TOKOM KpeTarba TadKe H3JIOXKEHe JejCTBY
CIIOJBAIIBUX U YHYTPAIIBUX CHJa, Kako je omucaHo jexnadnnoM (8.10). To
3HAYH JIa je KpeTame MaTePHjaJHOI CUCTeMa OIMUCAHO cjenehuM cucreMoM je/i-
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Ha4vuHa:

s U,
m1a1:F1:F1+ 15

mapay = Fy = F3 + FY;

(8.13)
myay = Fy = F?V + F?V

3ajaBembeM OYeTHOr CTamha KpeTabha CBUX MaTephjajHux Tadaka, r;(0) = r;
u 1;(0) = vyp, y normyrocru je (opmynucal npobsieM KpeTarba MaTephjaHor
cucrema.

ITpumernmo fa jesuadune (8.13) y ommreM cirydajy, KaJa ce MaTepHjaHi
cucreMm kpehe y mpocTopy, 06pa3yjy cucrem of 3N ckamapHuX qudepeHIinjaTHux
jelHauMHa JPYTor pejia, Koju Tpeba peniaBaTn 3aje/iHo ca 6N 11o4eTHHX yCIoBa.
To moBoOsBHO Jl0UapaBa CJIOKEHOCT (hopMmyJincanor mpobsema Beh u 3a N = 2.

3akoH 0 KpeTatby LUeHTpa Mace

Axo ce cBe jeqnaunne (8.13) cabepy mobulie ce cieneha penanmja:

N n n
> miai =Y F;+> Fi. (8.14)
=1 =1 =1

Axo ce jepnaunna nentpa mace (8.3), Mrgo = ZZI\LI m;r;, qadepeHnupa, 1Ba
myTa jobuja ce:

N
Magc = E m;a;.
i=1

Ca mpyre cTpamHe 3HaKa jeIHAKOCTH Ce Haja3e pe3yaryjylia crosparmma Cuia,
Fé = Zf;l F? u pesynryjyha yryTpanima cuia 3a KOjy je KOHCTATOBAHO 13 je
jemmaka mynu (jenmaauna (8.11)). Ca oBum pesyaraTuma J0JIa3u ce J0 34KOHG
KDEMAG UEHMPA MACE:

Mac = F°. (8.15)

KOjU ce peunMa MOXKe UCKa3aTu Ha cjegehn HadmH:

Ienmap mace ce xpehe Ka0 MAMEPUJAAHA MAYKA YUja Je MACA JeOHAKA YKYNHO]
Macu cucmema, 6 nod dejemeom peayamyjyhe cnosbauiroe cue.

Tpeba yountu j1a Ha KpeTarbe IEHTPa Mace He YTU4dy YHYTDAIIihe CHUJIE.

3akoH o npomMmeHun KoJIn4nHe Kpertatba

Iocmarpajmo ouer jepnaunny (8.14), aju caga o6paTUMO NAXKEy Ha U3pas3

. N
3a KOJIMIHHY KpeTama MarepujasiHor cucrema, K = >7.° m;v,;. Hberosum
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nudepeHIIpameM ce 100nja MpoMeHa KOJIUYHHe KpeTamba Y 00JIHUKY:

N
K= E m;a;.
i=1

Oﬂ;aT.He, ¥3 UCTOBETHY aHaJIU3y CUJla, CJIeIU 3aKOH O NPOMEHU KOAUYUHE Kpe-
marea:

K = F*, (8.16)
KOjU TJIACH:

IIpomena (u3600) Koauvune KPEMATA MAMEPUIAAHOZ CUCTIEMA JeOHAKA je pe-
3yamyjyhoj cnosawreo) cun.

Ogaj 3aKoH je y I3BECHOM CMHCITy aHAJIOTaH 3aKOHY O KpeTamy TeHTpa Mace,

: N
IITO ce MOXKe 3aksbyunru u u3 penanuje K = Y .7 m;a; = Mac, a Bugu ce

7 Jia HA IPOMEHY KOJIMYMHE KpeTara yHyTpalllihe CHle TaKohe HeMajy HIKAKaB
VTHIIA].

3aKkoH 0 NpomMmeHun eHepruje

3a 3aKOH 0 MPOMEHM eHepruje HEeOMXOIHO je BUIETH UeMy je jemHak M3BOJ,
10 BpeMeHy YKYIIHe KHHeTH4IKe eHepruje (8.5) MarepujajHor cucrema;

N N N

dE}, . .

7dt = E Ekz = E m;V; - V; = E m;v; - a;.
i=1 i=1 i=1

Ca apyre crpame, cHary cuia Koje JejCTBY]y Ha MaTepujaJile TauKe THHE CHATa
criojpammux P° u caara ynyrpammux cuta PY:

N N N N
PP=>"P'=> Fi-vi; P'=) P'=> Fv.
i=1 i=1 i=1 i=1

Axo ce caza cBaka jenHauuna Kperama (8.13) cKasapHO IOMHOXKH 0J[r0Bapajy-
hum BekTOpOM Op3UHE:

mlal-v1:F§~v1 +F11L~V1;

mQaQ'VQZFS'V2+Fg'V2;

mNaN~vN:F7V-vN—|—F}‘V-vN,

a TIOTOM ce cBe jejHadmnHe cabepy jobuhe ce:

N N N
E m;v; - a; = E FfVZ—F E F?VZ
i=1 i=1 i=1
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Kopumrhemwen nperxonno nobujeHnx u3pasa 3a U3BOJ KUHETUYKE €HEPruje U
CHAry CBUX CHJI& KOje JIejCTBY]y Ha MaTePHjaJIHU CUCTeM J00ujaMo IPBU OOJIUK
3aKOHA O IIPOMEHH eHepTruje:

dEy

— =P°+ P 8.17
n +P (8.17)

KOjue peunMa MOKe MCKa3aTU:

H3600 kunemuuke enepauje no epemeny jeOHaK je cnasdu céUT Cuad, U CnobaUL-
UL U YHYMPAWHUT, Koje 0ejcmsyjy Ha MAMEPUJAAHU CUCTNEM.

Y Be3n ca OBUM 3aKOHOM MoOpajy ce jaru neke namomene. OBo je jeamnn
3aKOH JMHAMOKE CHCTEMa ¥ KOM (PUIYPHIIE Mepa JIejCTBA YHYTPANIBUX CHUJIA.
Y oBOM ciTydajy TO je cHara, OJTHOCHO paJi yHyTpalmbux cuia. OHa je y ommrem
cJIydajy pasjInauTa o] HyJle:

P? #£0.

Nako oo TBpheme nehemo moka3mBaTh, HABEMINEMO HETOBE KJ/bYJHE €JIEMEHTE.
Hajupe, yayTpamme cuiie ce jaBbajy y MapoBUMa CYIPOTHUX CHJIA CALJIACHO
3aKOHYy akIje n peakiwje. llpum ToMe oHe mMmajy mpasar Koju je ojpehen
TayKaMa duje y3ajaMHO JIJCTBO OIucyjy. 3060r Tora cHara OMJIO KOI' OBAKBOT
rnapa yHYTPAIIBUX CHAJIA 3aBUCU O] PeJIaTUBHE OpP3HHE ITOCMATPAHUX Tadaka.
VKOJINKO OHa Ca IpaBIeM YHYTDPAIIbUX CUIa o0pa3yje yrao KOju je pa3iimduT
ox 90°, onza he cHara mocMaTpaHOr Iapa YHYTPAIIBUX CHJIA OUTH Pa3InduTa
on Hyste. OBO ce MOXKe JIOTOJIUTH Y CUCTEMHUMA y KOJUMa Ce pacrojarme uamehy
Tadaka MOyKe MemhaTh. AKO je OHO HEITPOMEHJBUBO, OHJ1a hie U cHAara, yHY TPaIhIX
cuna 6utn jenHaka mHyn?t.

U3 jemmaqune (8.17) mako ce mMory mssectu Apyru u Tpehin o6k 3aKoHA O
[IPOMEHU eHepruje. Y JPyroM ODJIUKY Ce TBP/M J& j€ eJIEMEHTAPHU IIPUPAIIITA]
KAHETUYKe eHEePrije MaTepUjaaIHor CUCTEMA je/IHAK 30UPY eJIeMEHTAPHUX PAJI0Ba
CITOJBAINILUX U YHYTPAIIHLAX CHJIA!

dE), = dA® + dA". (8.18)

Tpehu obsuk 3aK0HA, TAKO3BAHU WHTETPAJIHU OOJIMK, TOBOPU J1a je MPUPAIITA]
KWHETHYIKE eHEPIHje CHCTeMa TOKOM [TOMeparha U3 MoYeTHe Y KPajiby KOHMUry-
panmjy jeHak YKYITHOM paJly CIIOJhAIlEbUX U YHYTPAIBUX CHIA:

AEy = Egy — Epy = A, + A%, (8.19)

3akoH ogpxxatrba eHepruje

Ako cy cBe cuiie Koje BpIle paJi MOTEHIHjaHe, OO Ja Cy CIOJbAIEE
WM YHTPAIIbe, OH/1a Ne BaXKNTH 3aKOH OfIpKarba YKYIIHE MEXaHIMIKe eHeprije.
Taa, HAMMeE, UMAMO:

dA® + dAY = —dII° — dII" = —dII,

4TaxaB je ciydaj, Ha IpUMep, Ca KPYTHM TEJIHMA.
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OHOCHO,
darrs dIe dll
ps Pu —_ - [
+ dt dt dt’

rzae je II = II° +1I* ykynna noreHnujagna eHepruja CroJballlibuX U yHY TPAITHIX
cuna. Ako geduHUIIEMO YKYTHY MEXaHHIKy eneprujy kao F = Ej + II, onma
n3 jegnaunsa (8.17)-(8.18) coenn:

dE  dE; dII

—=—+—=0; dE=dE,+dlI=0.

@~ a ar L
Taia Baxku:

E = Ej +1I = const. (8.20)

IITO MOTBPDYyje KOHCTATAIN]Y O OJIpXKamby YKYIIHE MeXaHUYIKe eHepruje.

Mpumep 8.1 Jlse mamepujarne mavwke Py i Py, maca mi u ms pecnexmusHo,
HAAA3E CE HA 2AAMKOM TOPUSOHMAAHOM CTOAY U Mehycobro cy nosezane onpy-
20M KpYmMocmu ¢ wuja je oyoicuna y nenanpeznymom cmary lo. ITpemnocmas-
npajyhiu da je cuna y onau NPoNoPUUOHAANG TEHOM U30YdHCEIY Gopmupamu
Juepenyujarne jednarune Kpemaroa 0602 CUCEMa U GHAAUSUPAMY KDEMAIHE
NPUMEHOM ONWIMUL 3GKONG QUHAMUKE CUCTEMA.

my ¢l my

WA

v,

» Ha marepujasne Tadyke Koje oOpa3yjy CHCTeM JejCTBYjy CHUJIE Te:KUHA
m1g 1 meg u peakimje riaarkor croia Ny i No kao crospamme cute. Jeauna
VHYTpaIlliha CHJIa je CHIa KOoja MOTHYe OJ eJJacTUYHe onpyre. AKO yCBOjUMO
HEIOKPETHU KOODJMHATHU CHCTEM Be3aH 3a CTO, KOJI KOT je Yy 0ca BepTHKAJIHA,
onga he ma Tauky P; JejcrBoBaTH CHIIa F§“) = c(xg — x1 — )i, mox he ma
Tauky P, nejcTBoBaTH cmiia Fé") = —F§“>. Ilomrro je y1 = y2 = const.,
judepeHInjaJiHe jeJIHa9nHe KpeTamba e riacuTu:

mi#y = c(x2 — 1 — lo);

0=—myg+ Ny; (a)
maie = —c(x2 — x1 — lp);

0= —mog + Ns.

Jacro je na jenmaunne (a)e u (a)4 ciyzxke 3a oxpehuBame peakiumja Besa, J0K
(a); u (a)s omucyjy AMHAMUKY IpOGIIEMA.

[TpumeTnMo @ CIOJ/bAIILE CHJIE JIEJCTBY]y CaMO y TIPABIy HOPMAJHOM Ha
CTO, MTO 3HA4YM [Ja je IBUXOBa IpOjeKIija Ha IIpaBall £—oce jefHaKa HyJId, a
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y N N,
F; Fy
L { ij
mg myg

caMHM TUM he ¥ IPOjeKInja M3BOa BEKTOPA KOJIMYUHE KPeTaiba MaTePUjaTHoOr
cucTeMa Ha UCTH Ipasarll outu jemnaka vyiu, K, = 0. Crora us jegnadnse (8.16)
CJIeZIN 3aKOH OJIprKamha KOJIMINHE KPeTamba MATePHjaJTHOT CHCTEMA 33 T —OSU:

K, = m121 + maZo = const. 6)

OBOM 3aKOHY OJpKaFa €KBUBAJIEHTAH jé IIPBU MHTErPAJ KOjHU CJIEIU U3 jeHa-
qune (8.15). Kako je F? = 0, Baxuhe:

acy =0cx =0 = wvg, = const. ()

Hpyrum pednma, mnenrap mMace ce Kpehe jeJIHOJIMKO HMPABOJMHHUJCKUA Y HPABILY
T—oce.

Ca gpyre crpane, MOXKe Ce YOUUTH Ja Cy CBe CHJIE KOje BpIIE paJi MOTEH-
nujasre. lIpum ToMe je moTeHIMjas T'PABUTAIMOHUX CHJIA KOHCTAHTaH, 300T
era MOTEHIINjaJIHy €HEPrujy UHU CaMO MOTEHNHjaJl ejacTudne cumie. Kako
je manyxkeme onpyre Al =1 —lg = 9 — 21 — lp, mobuja ce:

In= %C(Al)2 = %C(.Tz —x1 — )% (r)

Crora 3a KpeTame 0BOI' MaTEPUjaIHOI CHCTEMa BaKH 3aKOH OJprKarba eHepruje
y 0bJIuKy:

1 1 1
E = amlx% + 57712%3 + 58(1‘2 — T — l())2 = const. (ﬂ;)

3akoH o npomeHn MOMEHTa KOJIn4YnHe KpeTakha

3aKoH O IMPOMEHM MOMEHTa KOJUYWHE KPeTarba Ce jaB/ba y JBa IOIjEIHAKO
3HavajHa U KopucHa obsimka. [IpBu ce omHOCH HA MPOMEHY MOMEHTa KOJIMYMHE
Kperama 3a HelmoKpeTHy pedeperTrny Tadky O U rjaacu:

Lo = M3, (8.21)
rze je M, pesynryjyhu crper cnosbaimsux cuia 3a Taduky O:

N N
. F;
Mg =Y My =Y r; x F;.
=1 =1
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To 3Haum ja U3BOJ MOMEHTa KOJIMYMHE KpeTama 3a HEIOKPeTHY pedepeHTHY
TadKy jelHAK pe3ysTyjyheM CIpery CrIo/ballllbUX CHJIa 33 UCTY TA4KY.

Ipyru o0auK 3aKOHa Ka0 MOMEHTHY TadKy KopucTh mentap mace C' mare-
pHUjaIHOI CUCTEMa M TBDJIU:

Lo = M3, (8.22)

rie je M pesyaryjyhn cnper cnospammsux cuiia 3a Tauky C:

N N
s _ F; _ s
C*EMC*EFHXFZ“
i=1 i=1
Hckazano peanma:

H3600 momenma KoAUMUHE KPEMAol MAMEPUJAANHO2 CUCTEME 34 UEHMAD MACE
jednax je pesyamyjyhem cnpeey cnomsaubUr CuAG 36 UCTNY MAYKY.

Jlokas oux TBphema he 6urn m3ocras/ben. Camo hemo HamomenyTu ja ce
OH OCJIafba HA CBOjCTBA M3BOJA MOMEHTa KOJUYNHE KPETara CHCTeMa, 3aKOH O
KpeTamy IeHTPa Mace M CBOjCTBa YHYTPAIIbUX CHJIa M3PakKeHa jeHAauInHAMA

(8.12).

8.3 OcHoBu Teopwuje yagapa

VYaap je GuU3NIKO-MEXaHUIKHU MPOIEC IPU KOM
MaTepujaiHid  O00jeKTH OCTBApPYyjy KpPaTKOTPajHU
y3ajaMHM KOHTAaKT. lUlaBHa OJjIMKa OBOT IIPOIECa F
jecre nojaBa ydaprur cuaa. Fbuxos je nnrensurer
je BeoMa BesMKH, 3HATHO Behm oy wHTEH3UTETA
yobruuajenux cusia monyT cuie texune. Ca gpyre
cTpaHe, BbUXOBO JIEjCTBO Ce OCTBapyje caMO TOKOM
mpoleca yJapa—HHU IIpe, HU IOCJe Ihera OHe He
yTUIy HA KPEeTalbe MaTepUjaJIHuX objekara n3mehy
KOjUX je OCTBapeH yaap. I

IIpernocraBuMo ja je mporec yaapa Tpajao
TOKOM BpEMeHCKOT naTepBaJa t € [0, 7] u oxpeaumo A Fob
AMITYJICE YJIAPHUX U OOMYHUX CHJIA:

T T 0 T
1 = / Fud(t)dt; I = / F°(t) dt.
0

0

!

Cauxa 8.5: Ydapne u obuwne

OcnosHa, IIoCJIeIUIa BEJIMKE PA3JINKe y MHTEeH3UTe-
cune

THUMa YJIapHUX 1 OOMYHUX CHJIA:

Fo ()| < Fu4(1)],
t§3§]| ()] tg}fi’ﬁ]' )l

jeCTe BEJIMKA Pa3/IMKa Y UHTE3UTECTUMA IbUXOBUX UMITYJICA TOKOM IIpOoIeca yJiapa:

IT°°| < |14 (8.23)
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36or Tora ce 3a70Bo/baBajylia TATHOCT pe3y/aTaTa y aHAJIU3HU MPOIECa yIapa
MOXKe ITOCTHNM U aKO ce UMITYJICH OOMYHUX CHJIa 3aHEMAape:

I°° ~ 0. (8.24)

Jennauune (8.23)-(8.24) npejicraBibajy OCHOBY NPHOJIMIKHE TEOpHje yJapa Koja
ce MOXKe KOPHCTUTH Ka0 IIPBa AllPOKCUMAIINja 38 HEroBO Jajbe [IPOYYaBAE.

OcHoBHe jegHauunHe Teopwuje yaapa

ITocmarpajmo, Hajupe, yuap kKo Marepujasne Tadke. [lomrro je ymap mporec
KOjH Tpaje BeoOMa KPaTKO, PA3yMHO je KpeTarhe TadKe HOJeINTH Ha HHTEPBAJIE y
KOjUMa ce OHO ojiBuja 0e3 yrapa U MHTepBaJje KOjU OJroBapajy IpoIecy yJapa.
AwnanusupajMo JiBa MHTepBaja Kperama 0e3 yaapa, t € [0,61] u t € [ta, s3],
KOJU Cy DaJIBOjEHH yIapOM y MHTEpBaLy t € [t1,t2], to —t1 = 7. Crame Kperama
Tauke (r1, Vi) Ha Kpajy IPBOr HHTEPBAJIA jeCTe MOYETHO CTAhe 38 TIPOTIEC yIapa,
a CTame KpeTamba Tadke Ha Kpajy mporeca yaapa (ra, Vo) IPeIcTaB/ba NOUYeTHO
crame 3a JIPYyTrd MHTepPBaJ Kperama. lIpoydaBame mporeca yjapa je moKa3ajo
Jla TEOPHjCKa aHAJIN3a J1aje T00pe pe3yJiTaTe aKo Ce IIPETIIOCTaBH J1a TauKa TOKOM
mporieca yaapa BpIK 3aHEMApP/bUBO TIOMEPAIHE:

Ar =ry; —1r; = 0. (8.25)

Ca jgpyre crpaHe, IJlaBHA IOCJEIUIA IPOIECa yjapa, OJHOCHO IIOCTOjarbha y-
JIAPHUX CHJIA, jecTe KOHAYHA MPOMeHa Op3uHEe MaTepHhjaJiHe TavyKe y KPaTKOM
BPEMEHCKOM MHTEPBAJLY:

Av=vy—vi #0

3aTo ce KA0 OCHOBHA jeJIHAYMHE TeOpHUje y/apa KOPUCTH 3GKOH 0 NPOMEHU KO-
AUNUHE KPEMATHA:

AK =K, — K; =15 =19 + 1%,
Umajyhn y sBumy npernocrasky (8.24), osa jequaunna hie ce csecrn na:
AK = m(vy —vy) = IV, (8.26)

Nako je (8.26) ocHOBHA jejHadnMHA TeOpHje Cyjapa IIOKA3aJo Ja OHA HUje
JIOBOJbHA, 3a ojipelhuBarbe CBUX HEMO3HATUX BEJIMYHUHA KOje Ce jaB/bajy y OBOM
ommcy deHoMeHa cynapa. HeonxosHo je, HamMe, y3eTu y 0063up unHOpMAaImje
KOje ce OJIHOCE Ha IOHAINakhe MaTepujasia oJ] KOjUX Cy CAaddibeHa Tesla Koja ce
cynapajy. [lokaxXumo 0BO Ha jeJHOM IIPHUMepY.

VYpap maTepujanHe Tayke y MacuBHY rnaTKy nperpagy

IlocmaTpajmo MaTepujaaHy TauKy Mace m Koja je Y HEKOM TPEHYTKY yIapuia
y MacuBHY mperpay’. IIpermocraBuMo ja je y TPEeHYTKY CTYIamha y KOHTaKT

5 ATpubyT MacueHa Cyrepuie Ja Mpolec yAapa He yTUdue Ha IPOMEHY CTarba OBOT Tesa—
oHO he ocraTu y cramy MHUpOBama M II0CJE CyAapa.
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ca IperpajioM Op3uHa Tadke OWIa v U Ja je BeKTOp Op3uHe 00pa3oBao yrao
(v ca IIPaBIIEM HOpMaJle Ha IIperpajy y Tadku gogupa. llorpebHO je ompenutn
Op3uHy TadKe vy IMOC/e cyjapa, yrao [ KOju BEKTOp OBe Op3mHe obpasyje ca
MpaBIieM HOpMaJie Ha IIPerpajy U BPEIHOCT y/IapHOT UMILYJICa KOjU JIejCTBYje Ha
MaTepujasiHy TadKy.

vy Va

Cauka 8.6: Yoap mauwke y MacusHy 2aamry npezpady

Bpsuna Tauke npe cygapa, m3pakeHa Y OJHOCY Ha KOODIMHATHU CUCTEM
TIpUKa3aH Ha CJIUIH, TJIACH:

vy = vy sinai— v cosaj,
JIOK je Op3WHA Tadke Moce cyaapa:
Vo = vy sin S1i+ vy cos S .

Ilomro ce MacmBHa Iperpajia 3a BpeMe CyJapa MOXKe TPEeTHPaTH Kao Be3a,
IbEHO JICJCTBO HA TadKy ce onmcyje omarosapajyhom ymapmom cmaom®. 36or
[IPETIIOCTABKE /& je Iperpajia riaTka yjaapHa cuiia he Outu HopMaJIHa Ha [TOBPII
y Tauxu goxupa, Fid = F}\L]d Jj, ma he u orosapajyhu uMIrysic yiapae cujie IMaTu
ucry crpykrypy, In = Inj. OcHoBHa jennaumna Teopuje cymapa (8.26) rajua
rJIacu:

AK =m(vy —vy) =1y,

a oxrosapajyhe ckajapHe jeHAadnHE UMAjy OOJINK:

m(vg sin f — vy sina) = 0;
(vzsinf — v sina) (8.27)
m(vg cos B+ vy cosar) = Iy.

IIpumernmo Jia 0BJie IMaMoO JIBe CKaJIapHe jeHaYnHe, a Ja Tpedba OJpeIuTH TPU
Beqmunue: vo, f u Iy. 3aTo je HEONXOIHO yBECTH JONMYHCKY JjeoHauuMy Koja
6m TpebasIo ma CcalpXKu JI0JaTHe HHMOPMAIje 0 MEXaHU3My MHTEPaKIfje Tesa
KOja OCTBapyjy KOHTAKT.

STIpumernmo fa je ymapHa CHJIa KOja NPEJCTAaB/ba PEaKIMjy Be3e W jeJuHa yAapHa CHIa
y oBoM mpobusiemy. Ilomiro ce mMIIysC cuie TeXKWHE y OBOj allPOKCHMAIlAjU 3aHeMapyje, 3a
aHaJIM3y yJapa je UPeJIEBaHTHO Ja JIM Ce IIPOIEC O/BUja Y BEPTUKAJIHO] UJIM XOPU3OHTAJIHO]
paBHU.
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WcnuruBama cy mnokasasia ja rpyba, aam y MHOTHM CJIydajeBAMa CACBUM
3a/10BosbaBajyha nadopmannja 0 HHTEPAKIUjU JBa Tejla TOKOM cyjapa Jobuja
KOpHIMTNEHeM jelHor HyMEepHUIKOr MOJaTKa—Koehuyujenma ycnocmas.narea k.
To je HemmenoBan Opoj KoOju y HaITeM KOHKPETHOM IIPUMEDPY IPEJICTABIba OJIHOC
AIICOJIyTHUX BPEJIHOCTH INIPOjeKIja Op3mHa IIOCjae M Ipe CyJapa Ha IIPaBall
HOpMaJIe Ha IPErpajy:
vay | wacosf

k= .
V1 COS (¢

(8.28)

U1y
OBa BesiMYrHA Ha TOCPEJIAH HAYUH [pYy2Ka WHQOPMAIHjy 0 MaTepujaaruMa O
KOJUX Cy CadUibeHa Tejla Koja ce Cy/apajy, Kao U O IUXOBUM JIUHAMUYIKIM
ceojersuma’. Mako ce pagu o peaTHBHO Ipy60j HH(BOPMAILHH, OHA CE MOXKE
TPeTUpATH Kao IMPBa AITPOKCUMAIIja CTBApPHE CATYyAaIlje ca KOjJOM ce CyodaBaMo
y mpobiemy. Bpennoctn koedunujerTa yCcroctaBbama Cy OrpaHuIeHe:

0<k<1L

ExcTpemue BpegHOCTH ce OJIHOCE Ha JIBE HcaTH3alIje KOje ce jaBihajy Y TeopHuju
cynapa: kaja je k = 0 Kaxe ce J1a je yaap uleaino HeeaacmuyaH Wil Naacmiu-
yan, a Kaja je k = 1 yaap je udeasno eaacmudan.

Jennaunne (8.27)-(8.28) ob6pa3dyjy caja 3aTBOPEH CHCTeM jeJHAYUHA KOjH
CJLy’KH 3a penrasarbe Harer mpobseMa. V3 jegnadnue (8.28) coemu:

Vg cos 3 = kv cos a
b

a YBPIITaBambeM OBOT pesysraTa y (8.27)s mobujamMo BpeHOCT yAapHOT UMITYJICA
In:
Iy = m(1+ k)vy cosa.

Pemasamewm jeqnauune (8.27); Josa3u ce 10 pejanuje:
v 8in B = vy sin a.

Ogaj pesysrar HaM 3ajelHO ca jeaHadnHoM (8.28) omoryhyje na oxpenumo 6p-
3UHY IOCJIE yjiapa Vs U OJI00JHU yrao f3:

vy = v1Vsin? o + k2 cos? a;

1
tan 8 = Etanoz.

Iomo je 3a peanne mporece k < 1 Guhe u sin® a + k% cos®> a < 1, ma je vy < vy.
Jakse, 6p3uHa 1OCIe CyJapa nMa Mambi MHTEH3UTeT 0/ Op3uHe IIpe cyaapa.
Ocum Tora Baxkuhe tan 8 > tan o, ma he 6utn® 8 > a. To 3mnaun ga je on60jHI
yrao Behu o ynamnor.

"MaTepujau ce y OIIITeM CIydajy He MOHAINA]y HA MCTH HAYUH MOJEjCTBOM CTATHYKOT K
mauHaMUYKOr onTepehema. Heku monenu nedopmabuiHnx Tesra, Ha TpuMep XyKOB 3aKOH, OBO
He y3uMajy y 0oO3up, ajIy IOCTOje W MOJEJIM KOju IpeABubajy pa3iauydnuTe OA3MBE MaTepHjasa
Ha pa3/IMyYuTe BpcTe onTepehema.

80Ba Hejenuaxoct je mocneaua MoHoTOHOCTU bYHKIHjE ¥ = tan z.
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Yaap cuctema matepujanHux Tadaka

ITocmarpajmo cucrem koju gnan N MaTepHjaJHUX TavyaKa ddje cy Mace m;,
i =1,...,N. Beh je nokazano ma je y aHaju3u mHEroBOr KpeTarba IMTOT'OHO
U3BPIIUTHU KJIACU(DUKAIINA]Y CHJIA Ha CIOJballlibe U yHyTpallme. VcTo BaxKu u
3a mpobjieMe y KOjuMa ce jaBba cylap y cucreMy. ¥ J1ajb0Oj aHAJIU3M lieMo
CTOTa TIOCMATPATH CAMO UMILYJICE YIAPHUX CHJa, OMI0 Ja Cy OHE CIIOJbAIIEHE
WU YHYTPAIIIbe.

Yaap Ko/l MaTepujaJHOT CHCTEMa Ce MOYKE jaBHUTU YyCJIEJ KPaTKOTPAajHOT
KOHTaKTa ca O0jeKTHMa KOjH Ce Haja3e M3BaH CHCTeMa. 1ajia Cy yjaapHe Chje
crobarme.  MehyTum, yaap ce MOXKe jaBUTH U yCJIeJ[ y3ajaMHOI KOHTaKTa
Tadaka Koje oOpagdyjy cucreM. Y TOM CIydajy Ccy yIapHe CUJie YHYTpaIlbe. Y
HacTaBKy hemo ce ocionutu Ha penanyje (8.23) u (8.24) u 3aHeMapuTH UMITYIICE
CIOJBAIIBLUAX U YHYTPAIBIX OONTHUX crjia. [IpuMeTnMo jor ma ce yHyTpanibe
ylapHe Cuje jaBibajy y HapOBHMa CArJIACHO 3aKOHY aKIlMje W peakxIyje, F;"jd =
fF}lid. Hcro he Baxkuru u 3a oxrosapajyhe mmmyince, I;; = —1I;;, na he pesy-
Tyjyhu UMITyJIC YHYTPAIIBUX YIAPHUX CUJIa OUTU je HAK HYJIN:

N N
=Y T'=0; I!=> T (8.29)
i=1 j=1

OcHoBHe jegHauuHe. JenHaumne Koje ONUCYjy yJap CHCTEMa MaTEPUjAJTHUX
Tagaka Ouhe ncre Kao KoJ jejiHe TauKe—3aKOHU O IIPOMEHU KOJIMIUHE KPETAba.
IIpu Tome ce MOpa y3eTu y 003Up Jia IIPOMEHa KOJUYUHE KPeTaiba CBAKe TauKe
cucTeMa HacTaje yCjel] JejCTBa CHOJbAIlbUX U YHY TPAIILAX UMILYJICA:

AKy = mivyp) —mivia) = I = 1] +17;

AKy = mavyo) — mavy) = Iy = I3 + 13;

(8.30)

AKy = MNVN(2) —MNVN(@(1) = Iy = I?V + Ilfv

MpomeHa konuumHe Kpetama LeHTpA Mace n cuctema. CabupameMm jeji-
naunua (8.30) u ysumamem y o63up penammja (8.4) m Mve = K, nonasu
ce JI0 3aKOHAa O IPOMEHN KOJIMYNHE KpeTarba IPUINKOM CyJapa MaTephjasIHOT
CcucreMa.

N
AK =K@ -Kg=I'=> T, (8.31)
=1
OJ/THOCHO 3aKOHa O IPOMEHU KOJIUYNHE KpeTalkba HEHTPa Mace:
MAVC = M(Vc(g) — VC(l)) = Is.

OBJie BUAMMO J1a je TpOMeHa KOJUYIHHE KPeTaha MAaTePUjaTHOI CUCTEMA [TPUJIU-
KOM y/iapa jeJlHaKa pe3yaTyjyheM nMIrysicy cro/ballibux yJIapHUX cuia. Takohe
je 1 mpoMeHa KOJIMYINHe KPeTamba IIeHTPa Mace CUCTeMa IIPUINKOM yZapa jeJTHaKa
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pe3yaTyjyheM UMITy/ICy CHOJbAINBLUX YIAPHUX cuiia. MoxKe ce yOUnTH rapaJielin-
3aM ca OCHOBHHM 3aKOHUMA JUHAMUKE CICTeMa MaTepHjajHIX Tadaka: y HIMa
nucy durypucasie pesyiaryjyhe ymyTpamime cuie, a y jeIHadnHAMA TEOpHUje
yapa 3a CUCTeM Kao IeJINHY He (DUTYDPHUILy Pe3ysITyjiu UMIIyJICH YHY TPAIIbUX
VJIaDHHUX CHJIA.

Mopgenupatbe xeMujckux peakuymja nomohy Teopuje cygapa

JesHa o7 MHTEpeCaHTHUX NPUMEHA TeOpUje yaapa Ce jaB/ba Y MOJE/IUpaIby
XeMUjCKUX peaknuja. [IpeTmocTaBumo j1a y XeMUjCKO] PEAKIUjU yIeCTBYjy TpH
BpCTE MOJIeKy/Ia Koje ie 6utn mpeicraB/bene MarepujaaanM tadkama A, B u C.
Tana ce Momen xeMujcke peakiigje, TOKOM KOje Ce BPIIM peKOMOWHAIMja aTOMa
peaKTaHaTa y3 OJpKabe YKyIIHe Mace, MOXKe OIHCATH cjenehoM jeHaunHOM:

A+ BC — B+ AC.

To 3masn ma cy mpe cymapa atomu B m C' obpasoBaan jelaH MOJEKY/I KOjH
yUeCcTByje y CcyJapy, & Ja ce TOKOM peakIiyje, OJHOCHO Iocie cyaapa, aromn A
u C cuajajy y mosekyn AC.

IIperniocraBuhemo ja cy TOKOM CyJapa UMITYJICH CHOJbAINIbAX CHAJIA 3aHEMAap-
JbUBO MaJid, y nopehesby ca yapHUM UMITYJICOM YHyTpalme cuie I kao u ma
ce pajii 0 UJIEJIAHO eJIACTUYIHOM cyaapy. Taja u3 jequaunse (8.31) caenu na he
KOJIMYMHA KPeTarmha CUCTeMa IIPe U II0CJe Cy/lapa OCTaTH HEelIPOMEHeHa:

AK = K(Q) — K(l) =0 = K(l) = K(g)
OBaj pesyaTar ce y paBUjeHOM OOJIMKY MOXKE 3alncaTh Ha ciaegehm natmm:
maVa+ (mp+mc)Vpe =mpvp + (ma +mc)vac,

rie cy ca V4 u Vpo o3HadeHe Op3uHe MOJIEKYJIa IIpe CyJapa, a ca VB U VAC
Op3uHEe MOJIEKYJIa MOCJIEe CyIapa.

A
B
J\YA O/'VB
B O A
O\)/vVBC ﬂC
C C

Cauxa 8.7: Modeauparee remujcke peaxyuje nomohy meopuje yoapa
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Eneprujcka ananusa, y anje neraspe nehemo ysrazuru, mokasyje ga he Baxkuru
cieneha pearnuja nu3Mely MEeXaHUYIKUX €HEpruja peakTaHaTa M IPOyKara pe-
aknuje (Ipe U mocjie cyuapa):

1 2 1 2 1 2 1 2

imAVA + i(mB +me)Vie = 3MBYE + i(mA + me)vic + Ae.

OBa pesaiiyja je Hau3IJIe HEKOPEKTHA, jep Ce IIPU UJEIaHO eJIACTUIHOM CYIapy
OYeKyje ofipKarbe MexaHuuke (KuHernuke) eHepruje. Mebhyrum, wian Ae nuje
MeTaHuwKe npupode: OH OMKCYje TMPUPAINTaj eHepruje TOKOM Cyaapa yCe Ipo-
MeHe eHepruje Be3e y MOJEKyJanMa KOju yuaecTByjy y cyzapy. Kama je Ae > 0
eHepruja MehyMoieKyJIapHuX Be3a peakTanara (1pe cyzaapa) je seha o eHepruje
Be3a MpoJyKara peaknuje (mocse cygapa), IMITO 3HAYH Ja Ce TOKOM CyJapa
ocsiobaba ojpehena kosmumna eHepruje. TakBe XeMHjCKe peakIdje ce 30BY
e2zomepmme peakimje. Ako je Ae < 0, eHepruja Bese peakTaHaTa je Marba O]
eHepruje Bese npojykara. Jla 6u ce oBakBe peakIlyje MOIJIE OJBUjATH CUCTEMY
je HeonxonHo dosecmu onapehery KosmuuHy eHepruje, 300r dera ce U 30By €Hdo-
mepmHe peakImje.

8.4 OcHoBHe jegHa4uHe gUHaAMUKe
HenpeknaHux cpeavHa

Hocanamma anaymsa je ouia nocsehena junamuny duckpemtoz CUCTEMA
MaTepHjaJHuX Tadaka. llompasymesatio Ja je O6poj Tadaka KOHAYaH U HEIPO-
MEeH/bUB—Ta4dKe HUCY HAIYIITAJe CUCTEM, HUTH Cy My Ce HOBE IIPUJIPYKUBAJIE.

SaMucJIMMO cajia 00JIaCT IPOCTOPA Koja je HenpekudHo UCILY -beHa MaTEPHjOM.
TakBy cMmo obstacT y YBoay HasBasm TesioM. Taj je Hasus, melyrum, yobudajen
Ka/J1a ce paJid 0 00jeKTy KOju 3ay3uMa KOHAYHY U OIPaHIYeHny 00JIacT IPOCTOPA.
Kako je mama namepa ja aHaausy ycMepuMoO H Ha JedOpMabHIHA Tesa Koja
monyT (bIIynia UCIyHaBajy BeJIMKe 00JIacTH IIPOCTOpa, OBJle he ce KOPUCTHTH
HA3UB Henpexudna cpeduna WA KOHMUHYYM KOJU Cy yoDUYajeHH W IPHUKJIAIaH
3a OBy KJacy IpobJiemMa.

NyctuHa n kpetame

IIpupoamo je mocraBuTH nuTame Koje BesudnHe he u HAa KOjU HAYMH OIIU-
cuBaTu Henpekuauy cpeauny? Ilohumo on Tora ja ce CBaKoj eleMeHTapHO]
zampemuan AV HempeKuIHe CpennHe MOXKe MPUAPYKUTH onrosapajyha ee-
merTapraa maca Am. Taga eycmuna HempeKnIHe cpenie TPeCTaBba, MACY IO
jeMHUIN 3aIpeMuHe U JeUHUIIE CE U3PAOM:

A
pla,y,zt) = lim 2

AVS0 AV (8.32)

Jepumuma mepe za rycruny je kg/m3. IpuMeTunMo j1a TYCTHHA 3aBUCH OJ] TAUKe y
KOjOj je MOCMAaTpaMo, JTAKJIe O] NoA0KHCAja, 1 Off epemena. OBO je HOBa cUTyarmja



240 Jlunamuka cucrema MaTepHjaJHUX TavdaKa

KOja Cce HHje MojaB/bUBAJa KO JUCKPETHUX CHCTEMA. 3aTO Ce KayKe Jia IyCTHHA
[IPEJICTaB/ba CKAAGPHO NOvE, 3ATO MITO je (DyHKIMja 1O0JI0)Kaja, KOje y OIIITEM
CJIyvajy HUje CTAIMOHAPHO, jep je u DYyHKIMja BpeMeHa.

Younmo caja obacT IPOCTOpa KOja je y II0YeTHOM TPeHYTKY top = 0 3ay-
3uMaJia 3anpemMuny Vp. 3a oBy 00JIacT ce Kaxke Jia MpeJCTaB/ba pedepermmy
rxouguzypayujy By duje hemo masbe Kperame npoydasaru. KoopauHare Tadaxa,
y pedepentroj kondurypanuju ce oznadasajy ca (X,Y, 7).

———

4 \\\
[ XYZ) "~

B(@)

Caura 8.8: Onuc kpemaroa nenpexuone cpedune: pedepenmma u mpenymha Konpuaypayuuja

Tokom KpeTarba Tauke n3 pedepeHTHe KOHDUrypaiyje upeaa3e y HeKy HOBY,
TpenytHy Kouduryparmjy B(t) koja ucnymasa 3ampemuny V (t). Koopaunare
Tavaka y TpeHyTHOj KoHdwurypanuju Gulie osmauene ca (z,y,z). Ilpu Tome
ce T0JIa3M OJf MPETIOCTABKE Ja MaTephja TOKOM KpeTama He IPOJIa3h KpPO3
pybHe Tauke obsacru V(t). dpyrum pednma, KOJMYHHA MaTepHje CajprKaHa
y obmactuma Vo u V() je meral.

Kpemaroe cBake TadKe HENPEKUIHE CPEUHE Ce, Y MPUHIIAIY, MOXKE OMHCATH
rmapaMeTapcKuM jeHadnHaMa ciejgeher obsmka:

x:m(X,Y,Z,t); y:y(X7K27t)7 Z:Z(X,Y,Z7t). (833)

OHe onmcyjy NpOMeHy T0JI0XKaja TadKe Koja ce y pedepeHTHOj KOHMUTYpaIyju
Haslasmia Ha Mecty gmje Koopiamuare omne (X,Y, 7). Opakas omuc Kperama
HEIIPEKH/IHE CPeJIHA ce Ha3uBa Jlazpanoicesum.

Jpyru omuc Kperama HEIPEKHJIHE CPeJUuHe, KOjU je ca acleKTa MeXaHUKe
daynna norogauju, jecre Ojaepos. OH ce cacroju y yodaBary (DUKCHPaHE
obacTH mpocTopa 3ampeMuHe V kpos unjn py6d 9V Morke mpomasuTi MaTepmjall.
Tasa ce nmoHarame HENPEKUIHE CPEINHE MPATH KPO3 MIPOMEHY (DU3MUKHX [0/,
y mocMaTpaHoj obyiactu. 3a mpobiieMe MEeXaHHYIKOT KapaKTepa JOBOJBHO je
HocMaTpaTu nobe rycrune p(r,y, z,t) u nome 6paune v(z,y, z, 1), 3a mome
Op3uHe je KapaKTePUCTUIHO JIa 11313 Y [IpaBal] TAHTeHTe Ha TPAjeKTOPHjy TadKe
KOja ce y IOCMaTPaHOM TPEHYTKY HaJa3u y IM0JI0XKajy ojipeheHoM KoopmHaTaMa

906.1acT mpocTopa Koja HCIyHaBa HaBeJeHe YCJIOBe 30Be Ce MaMePUjaina 3anpemund, a
meH pyb ce 30Be mamepujasta nospul.
1006macT mpocTopa Koja MCITyIbaBa OBE YCJIOBE 30BE Ce KOHWMPOAHA 3ANDPEMUNT, 3 THeH PY6
KOHMPOAHA NOEPUL
1V ciyuajy ananuse dbeHOMeHa Y KOJUMa Cy H3PAXKEHH TOIIOTHH ebeKTH, I0JbHMa I'yCTHHE
u 6p3une gonaje u nosbe memnepamype T'(z,y, z,t).
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(z,y,2)".

OcCHOBHE jeJHAYNHE JIMHAMUKE HENPEKUTHUX CPEJUHA CY 3aKO0H 00pHCArba
Mace U 3aK0H 0 NPoMenu Koauvure kpemaroa. Ibuma ce mory monatn 3aK0oH O
IIPOMEHN MOMEHTa KOJIMYMHE KPeTarba U 3aKOH O IIPOMEHU €HEepruje, aju IhUX
HehieMo aHA/IM3UPATH Y OBOM KPATKOM IIPEIJIEILY.

3akoH ogp>katba mMace

y JlarpaHkeBoM orucy Kperarmba HEIPEKH/IHE CPeJINHE 3aKOH OJIPXKarha Mace
ce OmHCyje N3Pa30M:

m= p(:my,z,t)dV:/ po(X,Y, Z)dVy, (8.34)
20 Vo

rae cy ca dV = dxdydz n p, oqaocHo dVy = dX dY dZ n py o3Ha4eHe eje-
MEHTapHe 3allpeMUHe U I'YCTHHE y TPEeHYTHOj u pedepeHTHO] KOHUTYpaIwju,
PECIIEKTHBHO.

Y Ojneposom omucy, MehyTum, Maca Marepuje y KOHTPOJIHOj 3allPEMUHU
He MOpa OWTH KOHCTAHTHA TOKOM BpeMeHa 300T MpOTOKa MaTepuje Kpo3 pyo
obmacru OV. Tanma he maca y dukcupanoj 3anpemunn V 6utn omapehena pesa-
TIIjoM:

m(t):/vp(x,y,z,t)dv, (8.35)

1ok he 6Gp3uHa WmeHe IIpoMeHe Mace OuTH:

dm(t) _ / Op(z.y,2,8) v/ (8.36)
Vv

dt ot

Ha 6ucmo oxpeanan demy he OuTh jeHAK IPUPAIITA] Mace y KOHTPOJIHO]
3alpeMUHU OrPAHNINNEMO ce Ha jeJIaH creljanu ciay4daj. ako he oBa ananuza
6uTu Kpajme yrpomnihera, omoryhuhe HaM Jia carjenamMo KJbydHe ujeje Koje ce
jaBJbajy y OBOM IIPODJIEMY.

ITocmarpajyMo XOpU30HTAIHY IUINHIPHYHY [1€B, KOHCTAHTHOT IIOIIPEYHOT IIpe-
ceka A, Koja je HENPEKWJIHO WCIyHeHa MarepujoM. Heka je ca x o3HadYeHa
KOODAMHATA MEPEHA JY2K OCE IIEBU. YOUHNMO ¥ IIE€BH jeHY (DUKCUPAHY 3aIPEMUHY
V uawuju je pyd ompebheH MOBPIIMHOM I1€BM U PaBHUMA & = To U & = x1. lIper-
rnocraBuhemMo Ja I'yCTUHA W Op3WHa MaTepuje W 3alpeMUuHH V IIPeicTaBibajy
dyHKIHje caMo KOOD/IMHATE & M BpPEMEHa ¢, Kao U Jia Ce€ KPETare BPIIH CaMO y
[IPABILy OCe IEBU:

p= p(xvt); V(.’E,t) = ’U((L‘,t) i

Tana he, caracuo jenmnaannama (8.35) u (8.36), Maca n Gp3uHA HEHE TPOMEHE

2TIpumerrmo [a ce y PasIMITUM BPEMEHCKMM TPEHYIMMA, Ha HCTOM MECTY MOTY HAYU TauKe
Koje cy pedepeHTHO] KOHDUTYpaIUjU 3ay3UMaJie pa3InduTe MOJI0XKAaje.
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y 3anpemunu V ouru:

m(t) = [ platiav = [ pla,t) Ads
\4 o
dm(t) [ Op(x,t)
at /mo or e
Ax, Ax,
v(xg,t) v (xy,t)

A —> —

ZSmil Amlztj

xO V xl 77777

Cauxa 8.9: Anasusda 3axona 00poacarba mace

O pe Mo cajia pupaniTaj Mace 300r MpoToka MaTepuje Kpo3 pyb obacTu
0V. Tokom BpemeHnckor nHTepBajia At on he 6uTH jeHAK Pa3/AIK KOJUINHE
marepuje Am,; Koja je yluia y obsacT U KoJuduHe marepuje Am,.; Koja je
H3AIIA U3 Hhe:

Am = Amy; — Ami,y.

Oge Besmmuune he npubIMKHO OUTH jeTHAKE:
Amyy = p(xo,t) AAxo;  Amyy =~ p(a1,t) A Az,

rae cy ca Axg u Ax; O3HaUYeHa IOMepama Tadaka Ha pyOy 00JIacH TOKOM
uarepBasa At. Ilomro ce oBe BejmuMHE MPUOIUIKHO MOTY M3PA3UTH IPEKO
Op3uHe y IpecernuMa To u Ti:

Axg = v(zo,t) At;  Axy = v(x,t) At,
NpUpAINTa] Mace TOKOM BpEMEHCOKT nuTepiaia At fie mpubimKHo 6uTH jeHaK:
Am = p(xg,t) Av(xo, t) At — p(a1,t) Av(xy, t) At.

Kana ce npebe ma rpannanu nporec At — 0 gobulie ce 6p3mHa MpoMeHe Mace
360r nporoka (diykca) marepuje:

(d%t)) s = —{p(z1, t)v(x1,t) — p(xo,t)v(20,t)} A.
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Ilomro npescras/ba pa3iuKy GyHKIHja y PyOHIM TadykKama 00JIacTH, OCIE I
n3pa3 ce MOKe TpaHCHOPMUCATH y OJipeheHn MHTerpaJr:

(%p) s = _ﬂ(x,t)v(x,t)/lﬁz) =- /: (%(p(ac,t)v(gg,t))A dzx.

Kako npomena mace y (puKCHpaHOj 3allpeMHUHHM HacTaje caMo 300r IIPOTOKa
MaTepuje Kpo3 pyo obsiactu, Baykuhe:

map [P o)
9 Adasf—/zo Ep Adz.

OJTHOCHO:

zo

Byuyhu ma mobujena pesanuja Bazkyd y CBAKOM TPEHYTKY BpEMeHa My CBaKOj
Ta4KU KOHTPOJIHE 3allpeMuHe, buhe 3a/10BOJbeHa aKO Cy MOAUHTErpaHe (DyHK-
1yje jeJIHaKe, OJTHOCHO aKO BaXKU:

o A(pv)

ot ox

=0. (8.37)

ITocnenma jeqnadnna npencras/ba 3aKOH onpzKama Mace y OjrepoBoM 00/IHKY.

3akoH o npoMeHN KOJINHUHEe KpeTarba

Csaka esemenrtapra sampemuna AV, dmja je maca Am, Koja ce Haja3m y
cTamy Kperama mnocefyje Kommanay kperaba AK = v Am koja y rpanmanom
IIPOIIECy TOCTaje:

dK =vdm =vpdV.

VKylnHa KOJIMYMHA KpeTama MaTepuje Koja HCIymhaBa (PUKCHPAHY KOHTDOJIHY
3anpeMuny V j100Hja ce MHTErpaIyjoM OBOI' U3pa3a:

K(t):/‘/p(m,y,z,t)v(az,y,z7t) dv, (8.38)

a meHa MPOMeHa TOKOM BPEMEHa je:

dI;Et) :/{/%(p(%%z,t)v(my,z,t)) dv, (8.39)

V ckiajly ca MpeTnocTaBKaMa yBEJIEHUM IIPUIUKOM aHAJM3E 3aKOHA OJPKAFba
Mace OrpaHrmduNeMo ce Ha KpeTame KOje Ce BPIIU CAMO y IIPABILy OCE IEBU, Ia
hemo umarn:
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OJTHOCHO,

K(t)= /xl plx, t)v(x,t) Adz;

d%ft) B /;1 %(P(xat)w(x,t)) Adzx

0

IIpomena KoamumHe KpeTama TOKOM BpeMeHa he, 3a pasjnkKy Of IpOMeHe
Mace, nMaTh JiBojak y3pok. Ca jesiHe cTpaHe OHa HacTaje 300T IPOTOKA MaTepuje
Kpo3 py6 obmactu IV, a ca apyre 300r JejCTBa CHJIa Ha by, AHAJIA3UPajMO
CBaKM O] OBUX yTHUIAja ITOCEOHO.

Axy Axy

Po f P

—» | <—
A —> > —
xo V x]. 77777

Cauxa 8.10: Ananusa 3aK0HA 0 NPOMEHU KOAUNUHE KDEMATLG

Ipuparmraj Kommunne kperama AK TOKOM BpeMeHCKOT nHTepBasa At, Hac-
Tao 300r IPOTOKA Mace Kpo3 Pyd 00JacTH MOXKe ce OJPEIUTH 10 aHAJOIHjU ca
onrosapajyhum npuparmnrajem mace:

AK = AK, — AK,y,

I7le Cy KOJIMYMHE KpeTambha MaTepuje Koja je yIIa, OJJHOCHO U3allljia U3 KOHTPOJI-
He 3aIpeMuHe IPUOJINKHO jeqHaKe:

AKy = p(xo, t)v(xo,t) AAxe; AKiy = p(ay, t)v(zr,t) AAxy.

IIpumenom mCTOr MOCTYIKA KAao KOJ, ojipehuBamba Ipupaliraja Mace J0J1a3u ce
JI0 peJianuje:

AK = p(zo, t)v?*(z0,t) AAL — p(zy, t)v? (x1,t) A At.

VY rpannunom ciaydajy At — 0 mobuhe ce 7a je mpomMeHa KOJMUUHE KPETarha
yclen IPpOTOKa MaTephje jeTHaKa:

<%t(t)) flue =- {9(281,75)112(351,16) — p(xo,t)v2(gco,t)} A,
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mTo ce Moxke Tpanchopmucaru y oiapehenu nurerpad:

(d[;gt))ﬂuz = _p(m,t)yz(m,t)AK; _ _/3:1 %(p(m’t)vz(m,t))/ldx.

Cuite Koje yTudy Ha MPOMEHY KOJMYUHE KPETarba Ce MOTY IOJEJIUTH Ha
3anpemumncke, Koje IejCTBY]y Ha CBAKy TAYIKYy HEIPEKUIHE CPEIMHE ¥ 3aIPEMIHA
V', m nospwurcke Koje nejcTByjy y pyonnm Tadkama obmactu OV. 3ampemucke
CHUJIe ce M3pazkaBajy MOCPEenCTBOM crerudmane cuie no jenuuaunu mace f, koja
ce y oBoM cirydajy ceogu Ha f = fi. Tana na cBaku jgenmh HenpekwuiHe cpeiuHe
JIejCTBYje eJieMeHTapHa 3alPEMUHCKA CUJIA:

dFy = fdm = fpdV,

ra he yKyIHa JIejCTBO 3allDEMUHCKHX CHJIA OUTH jeTHAKO:

sz/pde:/ pf Adz.
14 zo

JlejcTBO TIOBPIMMHCKUX cHJia Ha pyd objactu OV onmcaHo je BEKTOpUMAa HAIIOHA
y oirosapajyhuMm Tadkama. Y 0BOj aHAJU3HM OI'DAHUMYMNEMO ce Ha CJIy4aj Kaja
y pyOHHM TauykaMa IMaMO caMO IIPUTUCHU HAIIOH P PABHOMEPHO paciiopehen 1mo
noBpInuHU morpevHor npeceka A. Ilorrro je HamoH no npermocrasiy QyHKIMja
nostoxkaja, p = p(x), pesyaryjyha MOBPIIMHCKA CHUJIa ce MOXKe OIIUCATU Ha CJie-
nehn HagwH:

Fov = poA — p1A = —(p(z1) — p(x0)) A
= —p(z)|;} A= —/ @) g

To or

0

Caza ce 3aKOH O IIPOMEHN KOJIMIHHE KPETarba MOKe 3alUCaTU Yy OOJIHKY:

dE(t) _ <dK(t)

+ Fy + Fyy,
dt dt )flu,x

WIN y Pa3BUjeHOM ODJIUKY:

1 9 1 9 T T ap
/ a(pv)Adm:—/ %(pUQ)AdaH—/ pf Adx — %Adas.

o o o xo

Kaxko nobujena pesnanuja Bayku y CBAKOM TPEHYTKY BpPeMeHa U y CBAKOj TAUKH
KOHTPOJIHE 3allpeMuHe, Ouhe 3a/10BO/beHa aKO BAYKH:

4 (pv* +p) =pf. (8.40)

0
—(pv) + o

ot

OBa jennavmna mpecTaB/ba 3aKOH O IIPOMEHU KoJndnHe Kperama y OjrepoBom
ONNCY KpeTama.
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HAvdbysnja

Kao npBy miycrpaiujy npuMeHe OCHOBHUX jeTHAYNHA JTMHAMUKE HEIPEKN/I-
HUX cpefuHa u3BemtheMo jednawuny dugysuje. OHa ce 3aCHUBA HA 3aKOHY
ofpKamba Mace (8.37), ajli ce yMeCTo I'yCTHHE p I0jaB/byje KOHIICHTDAIMja Xe-
MHUjcKe cylcTamne ¢ uspazkena y mol/m?, a ymecro mpoToka Mace pv IIyKc
XeMHujcKe cyTicTanne g mspaxken y mol/s. Ha Taj mauwn ocHOBHA jemmadmHa
nudysnje TIacu:

Oc  0q

ot + ox
Hboj ce mopa npuapyKuTH jegHAUMHA KOja YCIOCTaB/ba Be3y m3Mely mpoToka ¢
u mpupaTaja Kourentpammje c. OBa penanmja, Koja je y JIUTepaTypu TMO3HATA
Kao Pukos 3aK0H, TJIACH:

0. (8.41)

Oc
=-D_— 8.42
q e (8.42)
u TBp/ Jia he biyke 6uTH ycMepeH y cMepy olajiarba KOHIIEHTPAIHje CYIICTAHIIE,
OIHOCHO Ja he cymcranna texxutu na ce kpehe u3 obnactu Behe KoHIEHTpaIje
Ka objacTu Mame KoHmeHTparmje. Komcranra mpomnoprumonaanocta D > 0
30Be ce koedwurmjent audysuje. KombOumoBamem oBe JBe jeaHadmne mg00mja

ce jemunadnna nudysuje:
dc 0 Jc
5~ ox <D£> ' (8.43)

VY ommreM ciydajy KoedunmjeHT gudysnje MoxKe 3aBUCUTH 0J1 KOHIIEHTDaIyje,
D = D(c), na je jennaunna (8.43) menmneapna napuujasnHa gudepennujaina
jennadmHa apyror pega. Kaja je koedunujenT audys3uje KOHCTAHTAH OHa Ce
CBOJIM HA JIMHEAPHY jenHadnny audysuje:

Oc 0%c
o =D (8.44)

Jennaunnom qudysuje (8.43), win (8.44), ce Momenupajy MpOIECH IPEHOIIeha,
MaTepuje Kpo3 HENPEKUIHY CPeJUHy. 300T TOTa je HaIlIa IMUPOKY HPHUMEHY y
aHaJIM3u TpobsieMa 3azaherva 6azdyxa. Ilopes Tora, ncTu MaTeMaTUIKU MOJEI
onmcyje u mpobseMe MpoBoherma TOIIoTe.

Crpyjatbe donynaa Kpo3 noposHy cpeguHy

3a HEeIPEKNHY CPeINHY ¥ UBPCTOM arPDEraTHOM CTAIbY Ce KazKe J1a je noposta
aKo Ccey 0j Haja3W M “mpasaH’ MPOCTOP KPO3 KOjU MOXKe CTpyjaTu Diyu y
TEYHOM WJIM TaCOBUTOM cTamy. Hapasmo, jna 6u crpyjame 6uno moryhe ose
ope Mopajy 6urtu nosesane, a He u3osioBane. OBae hemo, 6e3 yrnaxkema y CBY
CJIO’KEHOCT OBe IpOoDJIeMATHKe, IIPUKA3ATH OCHOBHY jeJHAUUHY 33 JIAMHHADHO
cTpyjame haynaa Kpo3 XOMOTeHY TOPO3HY CPEJINHY.

Jemnauuny koja ommcyje cTpyjame iynmga Kpo3 TOPO3HY CPEINHY IPBU
je m3seo dapcm 1856. rommme Ha OCHOBY pe3yiartara excrnepmMmenara. O je
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MOCMAaTPao KpPeTame HECTUILBUBOr (hJIYUIa KPO3 XOMOTI€HY [TOPO3HY CPEIUHY—
dbunrep—sucune h. Ilpu Tome je momohy oTBOpeHNX MaHOMETapa MepPUO IIPUTHU-
CaK TEYHOCTH HA TOPIbOj U JI00j rpanunu duiarpa. Mepehu HEUBOE TednocTu y
MaHOMETPUMAa YTBP/HO je Ja je 3alPeMUHCKH TPOTOK () JIMPEKTHO IPOIOPITHO-
HaJIaH Pa3JIMIN U3MEePEeHNX BUCHHA ho — hi, a 0OPHYTO IPONOPIIMOHAJIAH BUCHHI
dburrpa h:

ha —hy
-
Ca A je o3HaueHa KOHCTAHTHA XOPH30HTAJHA IMOBPINHHA IIpeceka (buiITpa, a
K je xomHcTaHTa KOja 3aBHUCH OJI cBOjcTaBa Quiynja u rnoposne cpegure. Oba
penanuja je y JuTeparypH mosHata Kao Jlapcujes 3akon.

Q=-KA (8.45)

o Ve
—— A 1 T2y
noposna h A
cpeduna 2
hy
@ [0 s
<«
21
N

Cauka 8.11: Jlapcujes excnepumenm

JlapcujeB 3akoH ce MOXKe M3Pa3UTH U Y (DYHKIUJU MPUTHCKA P U TYCTHHE P
bayuna. Kopucrehu penammje:

p1=pg(h1 —21);  p2 = pg(ha — z2),
U YUILCHUITY 712 je 22 — 2] = h, MOXe ce TIOKa3aTh Jia BaXKu:
—p1 + pgh
Q _ _K/A P2 p1 144 7
h
rie je K' = K/(pg). HoBa KoHCTaHTa TPOIIOPIIMOHATHOCTH YCIIOCTABIHA, HETIO-
cpesHy Bedy u3Meljy cBojcrasa durynaa u noposue cpeause jep je K/ = k/u, e

je p BuckosHocT Quynna, a k crenududHa IepMeabUIHOCT OPO3HE CPEJIMHE.
36or Tora ce Jdapcujes 3akon (8.46) decro 3anucyje y obauky:

~Q  kpa—p1+pgh
g=—=——"——".
" h

(8.46)

(8.47)
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IJe ¢ IpeJICTaB/ba 3AMPEeMIHCKE TPOTOK TI0 jeIMHUIY HoBpImrHe huarpals.

Jennauune (8.45) m (8.47) ce Mory npumeHnTH caMo 3a (bUITEp KOHAUHE
nebspune h u cTora cy orpanutdeHor pomera. Fbuxos mudepeniujaann eKBuBa-
JIEHT, KOjU MMa MHOTO IIUPY IpHMeHy, uMma ciejehy dhopmy:

k Oh k (Op
=--==_2[=E 4
1= s M<8z+pg)’ (8.48)

KOja ce y cilydajy cTpyjamba Kpo3 (puiirep y XOPU30HTAJHOM IIPABILY CBOJIU HA:

__kon_ 'k (op
= p oz p\0z)’

Mebhyrum, oBaj obiuk JlapcujeBor 3akoHa HHUje JIOBOJbAH 3a OIUC CTPYjarba
KPO3 HEMPEKUHY CPEINHYy jep CaJpKW TPW Hermo3HATe BeJIWYIuHe: ¢, P U p.
3a xonauny GopMyIaIyjy mpodaemMa HEOIKOHO je IIO3HABATH pearyjy n3mehy
p U p—KOHCTUTYTUBHY jenuaduny p = p(p). Hajsaz, jenmaunna koja onumcyje
npoToK diIyuga u Koja “3aTBapa’ HAIl CUCTEM jeCTe 3aKOH O/IPXKarba Mace:

op 0
PE— &(PQL

Koju je MOjUKOBaH yBohemeM KOHCTaHTe P Koja ce 30Be TIOPO3HOCT CPEJINHE
7 TIPEITaBJba OJHOC 3alpeMUHe “TIPA3HOr MPOCTOPa Y KOHTPOJIHO] 3aIIPEMUHU U
came KOHTpoJHe 3anpemute. Jeanadnne (8.48) u (8.49) nac oBose /10 KOHAUHOT
ob/iiKa jeHauMHe CTpyjatba (DJIyH/1a KPO3 XOMOIEHY MTOPO3HY CPEJIUHY:

o0 _ 0 [ k(o
Pa = {pu (82 +pg>} (8.50)

MareMaTHYIKO MOJIETTUPAbE CTPYjamba MIIynia Kpo3 IOPO3HY CPEJINHY HAIIIIO
je CBOjy mpHMMeHy y aHAIM3M KpeTama nom3eMHnx Boma. OBaj mpobiem je
OJT M3Yy3eTHOr 3HAYaja jep ce HOA3EMHUM TOKOBHMA MOXKE IIHPUTH 3araberbe
zemspurnTa. OcuM Tora, 0B (DEHOMEHU Cy IPUCYTHH U y IpoOIieMuMa, huITparimje—
npeuninhaBama Bojie Koje Bpuin y ypehajuma npeaBuheHuM 3a Ty HaMEHY.

(8.49)

np0CTl/1paI-be 3BYy4YHWUX Tanaca

3ByuHHI TaJIaCH IPEJICTaB/bajy HopeMehaje Majle aMILUIUTY/ie KOjU Ce IIPOCTU-
Py Kpo3 HenpekuaHy cpeguny. OBze fiemo mocmarpaTs IpocTupame 3ByKa KPo3
I[eB UCITYIEHY Ba3/yXOM U 3aHeMapuieMo yTHnaj 3anpeMuHCKux cuia, f = 0.
MaremaTnaku Mozes1 oBor npobsema lie unHUTH 3aKOH onpKama Mace (8.37) u
3aKOH O MPOMEHU KOJn9nHe KpeTama (8.40):

dp n A(pv) _ 0.
() + o (0 +5) =0
ot ox

13 Haxo uma dumensujy 6paune, npomok q ne npedcmasnsa 6p3uny cmpyjarsa @ryuda €po3
nope.
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Jennauune (8.51) o6pasyjy cucreM oJ] JBe jeJJHAYMHE YMjUM DellaBareM
Tpeba oapeauTH nosbe rycrute p(z,t) u noswe 6p3une v(z,t). Ja 6u ce cucrem
MOorao ‘3aTBOPUTH’ MPUTHUCAK P C€ MOPA ONUCATHA Y (DYHKIUjA OBUX BEJIUIUHA
crama. MoxKe ce IIOKa3aTH JIa OH 3aBUCH CAMO O] TYCTHHE:

p=p(p). (8.52)

OBa BpcCTa pesanuja ce y MEXaHUIN HEIIPEKUIHIX CPEINHA HAZUBA KOHCMUMY-
muerum jedravunama. oK 3aKOH OprKarba Mace U 3aKOH O IPOMEHH KOJINYIHHEe
KpeTama IIPeJICTaBbajy 3aKOHe IIOHAIlarba CBUX HENPEKHTHUX CPeIUHA, KOHC-
THUTYTUBHUM jeIHaYMHAMA C€ MIPEIU3KUPa [TOHAIIAE CBAKE II0je/INHE CPEJIIHE.
VYounmo majupe na jemmnadune (8.51 moceLyjy CTaAIMOHAPHO Dellerbe:

p=po=const; v=uwvy=const; p=po=p(po)= const.

3a aHaJIU3y NIPOCTUPpalba 3BYYHUX TaJlaCa je HEOIIXO/IHO YBEeCTU MaJie HopeMehaje
CTAaIlMOHAPHOT' pelieha, Kao KO UCIIUTUBAba CTaOMTHOCTH HOJIO}Kaja paBHOTE-
2Ke:

p(z,t) = po + p(x,t);  v(z,t) =vo + 0(z,t), (8.53)

1ok he masm nopemehaj nputucka 6utn ojpehen ca Taynonrhy 10 MaIux BesH-

9UHA IPBOT pefa:

dp(po)
dp

p(po + p) = p(po) + p. (8.54)
VeprraameMm uspasa (8.53)-(8.54) y jennaumne (8.51) mobulie ce jenuadmne
Koje omucyjy npomeny mopemehaja p(x,t) u o(x,t). Ilomro cy oHm Mamm mo
[PETIIOCTABIN, IIPBa MHMOPMAaNUja O BUXOBOM IIOHAIIAKBY Ce MOXKe J100uTH
AHAJIM30M JINHEAPU30BAHUX jeJHAYMHA. 10 3HAYM JIa Ce 3a/(p:KaBaMO Ha WIAHO-
BHMa IIPBOT cTeleHa y ofHocy Ha nopemehaje. Ipyrum peunma, gobuhe ce:

Op _ 0 . 5_9P.
Efﬁt(p0+p)78t’
o, 0 i o o
%(Pv) = %((Po +9)(vo + 7)) ~ vogs +P0%,
ot P T e TP

O 9, 0 - o2 dp(po) -
500 )% g (04 0+ 0+ B2
ap v dp(po) 9p
27K .= .

0% +2poto Oz + dp 0z’

Jpyra BakHa IPETIIOCTABKA KOja C€ YBOJM jeCTe IPETIOCTABKA /13 Ce 3BYIHU
TaJIACH IIPOCTUDPY Kao nymyjyhu maaacu 6ps3unom c. Ilyryjyhm ramacu cy
TaJIacH KOjH IIPOCTUPY KPO3 HEIPEKHJIHY CPEJUHY He Memajyhin 1pu Tome CBOj
obsmk. MaremaTndka I0OC/IeUIa OB IIPETIIOCTaBKe jecTe na ce mopemehaju p
U U MOT'Y IIpHKa3aTu Kao (hyHKIMje jeHe He3aBUCHO NIPOMeHJbuBe § = & —ct. Y
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TOM CJIy4ajy Ce CBHU IapIfjaJiHu M3BOAM IIPETBapajy O OOMYHe U3BOJIE 110 HOBO]
TIPOMEHJBUBO]:

Op _dp 0§ _ _ . 9P _dpOE
817_d178§__ ren @_@%_4
E—dfgg— c?'(§); ax_dfax_v(g)'

Kopumhemewm j100ujennx pesysrara JuHeapH30BaHe jeHadnHe mopeMehaja,
n3Besiene u3 cucrema (8.51), mMory ce cBectr Ha cyesehin 06MK:

(vo — €)' (&) + pot’ (§) = 0;

(18— cun + 2220 56) + (2o — cpn)(6) = 0.

(8.55)

Jlobujere jeHaUNHE ce€ MOI'Y TPETHPATH KAO XOMOI€HH CHCTEM JIMHEAPHUX aJl-
refapcKux jeHavIMHA 10 Heno3natuM npomersbusuM §' (€) u 0'(€). Kao mro je
[O3HATO, OBaj CHCTEM YBEK MMa TPHBHjaJHO perembe, p' (§) = 0, ¥'(€) = 0, koje
ca CTaHOBHUINTA MpOCTHpama myTyjyhux Tamaca mmje unrepecantno. Ca apyre
CTpaHe, yCJIOB er3UCTEHIMje HETPUBH]AJIHOT PEIICEha Ce CBOJIH HA U3]eHATABALE
JIETEPMUHAHTE CUCTEMA Ca HYJIOM:

Vo —C Po
P _
v — cvg + %ZO) 2p0vo — €po

)

qujuM ce pa3BUjareM J00Mja KapaKTEePHUCTHYHA jeJHAaYMHA KOja Ce CBOIHM Ha

00JINK:
dp(po)
dp

Hbenum pemasamem ce oapehyje 6p3una npocrupama myryjyher Tajaca:

(vg — ¢)? — =0. (8.56)

dp(po) .

s (8.57)

c=uvy=*

Omaj pesyarar roBopu Ja nocroje nsa nyTyjyha ramaca (mopemehaja)—jeman
KOjU ce TIPOCTUPE UCIIPE], TadaKa HEIPEKUIHE CPEeJInHe, a JPYru u3a mux. Bp-
3MHA IIPOCTUPaba 3BYKa je 3alIpaBo peslaTHBHa OP3MHA IIPOCTHpaba nopemeliaja
y OZHOCY H& CDEJIUHY:

Vsy = . (8.58)

Kosnka je 6psuna 3Byka y Basuyxy? Mepema 1mokasyjy jsia oHa y yobou-
YajeHUM yCJIOBUMA U3HOCHU U, ~ 340m/s. a s ce pesynrar (8.58) ciaxe ca
u3MepeHoM BpeHoihy? a 6u ce 0BO MPOBEPHIIO MOPAa Ce TIO3HABATU CTPYKTYPa
KOHCTHUTYTHUBHE jeJiHadnie p = p(p), KAo U BPCTa IPOIeca—IPOMEHe CTaba raca
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KOja ce OIBHja TOKOM IIPOCTHpama 3ByKa. lIpermocraBumo ma je crame raca
ozipeheHo jeTHAYMHOM HJIEAJTHOT Taca:

p= i pT, (8.59)
m

rae je R ~ 8.3J/K yHuBep3aJHa TacHA KOHCTAHTA, & 11 MOJIEKYJApPHA Maca.
Axo je mponec usomepman, T = const., onma Baxu p/p = po/po, na je 6Gp3una
3BYKA Uy = \/Po/Po- 3@ BasayX Ha COOHO] TEMIIEPATYDH CE TaJa JI00Uja v, A
290m/s. OBaj pe3yJTaT HUje KOPEKTAH 3aTO IITO IPETIIOCTABKA O BPCTH [IPOLIECa
Huje 6una ucnpasHa. HanMe, TOKOM Ipolieca IPOCTHPaiba 3BYKa Bapujalje
IIpUTHCKa Cy cyBuie Op3e ja O6u TeMmIilepaTypa MOIJIAa OCTATH HEIPOMEHeHa.
MebyTum, cabujame u mupeme raca Cy TAKBH Ja HEMa TOIJIOTHUX I'yOMTaka—
nporec je adujabaman. 3a TakBe Tporiece BaxKu p/p? = const., Tie je y omHOC
CIICIH/I(i)I/IqHI/IX TOILJIOTa raCa IPU KOHCTaAaHTHOM IIPUTUCKY U KOHCT&HTHOj 3alIpe-
MWHO. 3a Ba3/AyX je oH HpubamkHO v ~ 1.4. Y Tom ciydajy je Op3uHa 3ByKa
Vze = \/YPo/po, ITO Ha COBHO] TEMIEPATYPHU JIaje OYEKUBAHY BPEIHOCT U, A%
340m/s.

Sagauwn

8.1 MarepujaiHa Tadka Mace m IIyIITeHa je ca BUCHHe h; 6e3 modeTHe Op3uHE.
Tlocste ynapa y mojiory ce oouiia u Jocresa Ha BUCHHY ha, ho < hi. Oapeauru
KoedUIMjeHT ycrocTaBbama k m3mehy Taduxke u mojgore u ryobutak MeXaHUIKe
eHepruje TOKOM IIpoIeca cymapa.

8.2 Marepujaasa Tauka Mace m u3badeHa
je Op3MHOM vy y XOPH30HTAJIHOM IIPABILY
ca BucuHe Ah. Oppenurn  gomer xwuia  d
[I0JT TPETIHOCTABKOM JIa CY OTIOPH KpEeTamy
3aHEMAapJbUBU U YIOPEJIUTH Ca JIOMETOM XHIA
D Kajma Ha TadKy TOKOM KpeTama OCHUM CHJIe
TeXKUHe JIejCTBYje U cuia oropa R = —mkv.
Hanomena. OBa wyeja ce mupumeryje KOJ
HajjeHOCTABHAjUX KOMOpA 3a IIpeduiiaBammbe
Baz3/lyXxa y KOjUMa ce BPIIH celapalyja JecTUIa
HeuyncTohe 0] YeCTHUIA Taca 3aXBasbyjyhu j1ejcTBy
IPaBHUTAIOHE CHUJIE.
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7
7
5

7|
Gorprrsirsrirhs

mavi.

8.3 /lBe wmatepujajiHe TaduKe Pa3IUIATHX Maca m
un M (M > m) xpeliy ce OpsmHama jemHaKkux
WHTEH3UTETa Uy 110 KPYXKHUM JKHUIAMa IIOJIyIIPEYHUKA
R. Kume ce mnamaze y XOPH30HTAJIHO] paBHU.
OpipeiuTn MHEPIUjAJIHE CUJIE TadaKa TOKOM KDETAHba
(nenTpudyranne cusie) U YIOPEJIUTH HX.

Hanomena. NMueprmjanne cue ce  KOpHUCTe
3a cemapanujy — dYecTUI@  HeducTohe  IPUIMKOM
npeunmrhaBama raca y HWHepIujaaHuM ypehajuma -
[IMKJIOHAMA.

Uy

() Cleaned air
Cleaned air

7/ /A Separator

Spray fluid

" T s
P WW Sprays

(4=

Polluted air

v, 72
o Airand l
particles Water 3 O Slurry
L Shurry
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8.4 Marepujanna tauka mace M Kpehe ce MpaBOJIMHUjCKHI
Op3uHOM vp. Y HEKOM TPEeHyTKy OHa je yaapuwia y
MaTepHjaJiHy TadKy Mace 1m Koja ce HaJa3wWia y CTamy
mupoBama. lIpermocrasmpajyhu na je cymap 6uo umeasaHo
wractudan (k = 0) ogpeanTn 6p3WHY v1 CHCTEMa, KOjU TUHE
OBe JBe TadKe, IIOC/Ie CyJapa.

Hanomena. OBaj MexaHmsam ce KOPHCTH Y BJIAXKHUM
KOMOpaMa 3a InpevuinhaBame Ba3iyXa y KOjUMa KallJbUIe
BOJZIe Y Ba3/IyIIHOj CTPYjH CKYIL/bajy UecTHIle Heducrolie.
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9

EnemenTn ANHaMmnkKe KpyTor TeJsia

Moz kpymum mesom ce y MEXaHUIM [OIPa3yMeBa MATePUjaHI CUCTEM (-
KpPeTaH WM HEIPEeKUJAH) KOJ KOI ce pacrojame m3Mely O6mio Koje JBe Tadke
He Mema, KOHCTAHTHO je, 0e3 ob3upa Ha JiejcTBa KOjUMA je Teo HM3JIOZKEHO.
Mako kpyTo Teso IpejcTaB/ba AlCTPAKTAH IIOjaM—peaJiHa Tejla HHUCY KPyTa
Hero jieopmabuiiHa y Mam0oj Wik Behoj Mepru—OHO MOXKe ITOCJIYKATH Ka0 BEOMa
106ap MO/IeJ IIPUJIMKOM IIpoydaBama oApehennx BUIOBA KPETAIba.

YV oBoM jiesty TekcTa he OUTH M3JI0’KEHN CaMO OCHOBHU €JIEMEHTHU JTMHAMUKE

kpytux Tejna. Onu he ce ogmocuTn Ha JiBa OCHOBHA BUJA KPETamba: TPAHCJIA-
TOPHO KPETakhe 1 00pTalbe OKO HEIIOKPETHE oce (poTanoHo kperame). OcHoBHe
jemHavnHe IUHAMUKEe KPYTHUX Teja he OuTh u3BejeHe U3 OIIINITUX 3aKOHA JTUHA-
MUKE MATePHUjaJTHUX CUCTEMa, a IMOTOM he OWTH NpUMemeHe y aHAJIM3U HeKUX
eJIeMeHTapHUX IIPUMepa.

9.1 TpaHcnaTopHo KpeTarse

TpamncaaTopHO KpeTarbe je HajjeIHOCTaBHIj BUJI KpeTamba KpyTor Teja. OHO
Yy MHOTHM CBOjUM acleKTuMa rojceha Ha Kperame MaTepHjaJine tadke. Hberosa
OCHOBH& KapaKTEPUCTHUKA je Jia OUJIo Koja JIy2>K yOoUeHa y TeJly TOKOM KpPeTara He
Merba cBoj pasar. OBo cBojcTBo he Ham omoryhuTn ma MHOTE KapaKTEPUCTHKE
TPAHCJIATOPHOT KPeTarha OIUIIEMO Ha BPJIO jeJTHOCTaBaH HAYMH.

KnHemaTuka TpaHcnaTopHOr KpeTtatba

ITocmaTpajmo kpyTo Tesio B koje ce ciaobomamno kpehe y mpocropy. Hexka
je moueTHW IMOJIOXKA] Tesa y TPEHyTKY to o3HadeHn ca By = B(tg). Kibyune
KHHEMATHYKE KAapAKTEPUCTUKE TPAHCJIATOPHOI KpeTaka MOTY Ce HCKa3aTu Ha
caenehn naymH:

IIpu mparcaamopHom Kpemary cee mavke meaa Onucyjy Ucmosemue mpajer-
mopuge (koje ce moey dosecmu do NOKAGNAIA) U Y CEAKOM MPEHYMKY BPEMEHA
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umagy jednare Gpaune u yop3ara (no Npasyy, CMepy U UHMEH3UMEMY).

Jla 6ucMo 0BO TIOKA3aJIl yOUMMO y Tesy jaBe Tadke, A u B, u oarosapajyhin
BEKTOD P4 p Koju onpelyje pesarusHu mojioxkaj Tadke B y ognocy Ha Tadky A.
TTonoxkaj oBux Tadaka y ofgHOCY Ha pedepeHTHY Tadky () TOKOM KpeTamba je
onpeben crenehom pesanmjom:

rp(t) =ra(t) + pas- (9.1)

ITomTo je BeKTOp P 4 p IO IPETIOCTABIY KOHCTAHTAH, I3 OBE peJIallije CIeIH JIa
cy Tpajektopuje Tadaka A m B mcror ob6/mKa, aqu TPAHCIATOPHO IIOMEPEHEe y
IIPOCTOPY YIIPABO 38 BEKTOP P 4p. OBUM je JOKa3aH MpBHU J1€0 TBphema.

Cauxa 9.1: Tparcaamopro kpemarse Kpymoe meaa
Hubepenrparmenm jenmadnne (9.1) mobuja ce caeneha penanuja:
tp(t) =ta(t) + pas-
MeDyTum, 360r KOHCTAHTHOCTH BEKTOPA P 4 UMaMO:
pap =const. = pup=0,
OJIaKJjIe cyefu Be3a m3Mehy Op3mHa Tadaka MPU TPAHCIATOPHOM KDETAIby:
vp(t) =val(t). (9.2)

Ako n06ujeny jemHaunHy audepeHIrpamo joI jeIanIy T, 1oouhieMo Be3y usmelhy
yOp3ama Tadaka IPH TPAHCIATOPHOM KPETamby:

Ve(t) =valt) = ap(t)=aa). (9.3)

Jennaunnama (9.2)-(9.3) mokasyje ce apyru jieo TBphema.

YumeHuIa j1a cBe Tadke KPyTOI Tejla UMajy jegHake Op3vHe 3HAYAjHO OJIaK-
HnIaBa JUHAMUYKY aHau3y. JIOBO/BHO je, HauMe, yOUUTH jeIHy pellpe3eHTATUBHY
Tauky Tesa. OnmcuBameM HeHOr Kperama bulie y nmcTo BpeMe OIHMCaHo U Kpe-
Tame CBUX Tavyaka Tejla KOje BPIIA TPAHCJIATOPHO KPETarbe.

OunHamuka TpaHcnaTopHOr Kpetara

OcCHOBHE jefiHAYMHE JIMHAMUKE TPAHCJIATOPHOI KpeTama Guhe n3BejeHe u3
3aKOHA O Kperamby reHTpa mace (8.15) i 3aKoHa O IPOMEHHN MOMEHTA KOJIUIHHE
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Kperama 3a neHtap Mace (8.22). Ilpsa jesmHaunmHa OpeiCTaB/ba HEIOCPEIHY
[IPUMEHY 3aKOHA& O KpeTamby IEHTPA Mace:

Mag = F*. (9.4)

JemHa HamoMeHa ce OJHOCH Ha, ojpeljuBarme Mace W IOJIOXKaja MEHTPA Mace
KOJI TeJIa Ca HEIPEKWIHO pacropeheHoM MarepujoM. YKYIIHA Maca, u3pakeHa
cymoM (8.1), y caydajy KpyTOr Teja OJIHOCH Ce Ha eJIeMEHTApHe JeJ0Be Teja y
oKoJImHY Tadaka P;, duje cy mace Am;:

M = ZAmh
B

a CyMHupame ce OJHOCH Ha IesIy 3aupeMuHy Teja. OUHHjOM IIOIEJIOM Teja Ha
eJleMeHTapHe JesioBe jiobuja ce Am; — dm, a cyma 1mocraje WHTerpaJ 1o IeJjioj

00J1acTH KOjy 3ay3UMa TeJIOo:
M = / dm.
B

CmIHIM TIOCTYIIKOM BEKTOD MoJIoxkaja menTpa mace (8.3) ce Taja oxpebhyje mo
ciresrehem obpacity:

1 1
rc = i XB:riAmi — M/Brdm.

Kana je y nuramy 3aK0H 0 IPDOMEHH MOMEHTA KOJIMYHHE KPETambha HEOIIXOTHO
je Hajupe m3padyHATH yKyIaH MOMEHT KOJIMYMHE KpeTarmha Teja Y OIHOCY Ha
HeHTap Mace. YOunMo OWJIO KOjy TadKy KPYTOr Tejia KOje BPIIU TPAHCIATOPHO
kperame, uHa npumep A. Ilpu Tpamciaroprom Kperamy oma he 6utn jemmaka
Op3uHN IieHTpa Mace, v4 = V. To 3Haum na je, npema jeaaunuu (8.6),
penatuBHa Op3mHa Tavuke A y ommocy Ha meHTap Mace C:

VAr:VA*VCZO.

Opatie cieau u ja he ejleMeHTApDHU MOMEHT KOJMYMHE KPeTarba Y OJHOCY Ha
[eHTap Mace OuTH:
ALc =py x Amvy = 0.

KaKO OBO BazKM 3a CB€ Ta4dKe KPYTOI' TeJia KOje BpIIN TPAHCJIATOPHO KpeTambe,
VKYIIHI MOMEHT KOJIMYMHe KpeTama he ONTH UIEHTHYKM je/IHAK HYJIU, Kao U
BETOB U3BOJ.

Lc=0 = Lgc=0. (9.5)

36or Tora ce 3aKOH O TIPOMEHM MOMEHTa KOJHWYUHE KpeTama (8.22) y ciaydajy
TPAHCJATOPHOT KPETarba CBOJM Ha CTATUYKY jeIHAYNHY:

M, = 0. (9.6)

V3 UCTOBETHY apryMeHTaIlH]y KOja ce OJHOCH Ha PEJATHBHO KPeTame Tadaka
TeJa y OJHOCY Ha IIEHTap Mace, MOXKe ce IIOKa3aTH Ja ce KHHEeTHIKa €HePIHja
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MaTepHjaJHor cucreMa (8.7) IpH TPAHCJIATOPHOM KpeTarby KPyTOr Tejia CBOJM

Ha: 1
Ey = ing. (9.7)

o ucror pesysarara ce MOXKe JI0NM ¥ aHAJIM30M OCHOBHOT M3Da3a 38 KUHETHIKY
eneprujy mMarepujasinor cucreMa (8.5). Ou e ce cBecru Ha:

1 1 1 1
E, = E;Amivf = 5@%;Ami — 51%/Bdm = §M1%

P 9eMy je MCKOpHUIINeHa YWEbeHUIA JIa CBe Op3MHE CBUX Tadaka Teja ph
TPaHC/IATOPHOM KpEeTamwy jeJIHaKe, a Op3UHa [eHTPa Mace je yCBOjeHa Kao FhUXOB
pelpe3eHT.

Mpumep 9.1 Xomozenu wman mace m nososcer je Ha 068G KPYHCHG Ba.vKa,
JEOHAKUT NoAYNPEHUKA, KOJu ce 00PhY 0KO NAPANEAHUT 0CA Y CYNPOMHUM CME-
posuMma, Kao wmo je wa cauyu nokadano. Oce O1 u Oy samara Haaa3e ce Y
TOpuU3OHMaNHo] pashu Ha pacmojarey 21. Yeaed dejemea cuaa mperva, xoje ce
jasmwajy na mecmuma dodupa wmana u 6ansaka, wman ce kpehe. Odpedumu:

a) Kpemarbe Wmana ako 26 Ha 6a.HKE NOAOHCUMO MAKO 04 je 34 Tog NOMEPEH
Y 00HOCY HG CUMEMPUNHL NOAOHCE] Y 00HOCY Ha Banke, a vy = 0;

6) woedpuyujenm mperva [ ako je no3namo 0a je nepuod oCUUA0EaTbA WMATA
T =2s npu l = 25cm.

IIpemnocmasumu da cy cuae MPerva NPONPOUUOHAAHE CUAAME NPUMUCKE WM~
na Ha 8aHAK, G 04 je KOHCMAHMA NPONOPUUOHAAHOCTNU—KOEPUUUIEHM MPErLQ

1.

» Ha ocnoBy reomerpuje Tema (mrama) quje KpeTame OCMATPAMO W KapaK-
Tepa Be3a KOje OrpaHnuaBajy HheroBo KpeTaibe (Basbli ca NapaJleHIM XOPU30H-
TAJHUM OCaMa) MOKe Ce YHAIPe/l 3aKJby IUTH Ja fie IIran BpIuTi TPaHCIATOPHO
OpaBOMHE]CKO Kperamse!. 36or Tora hemo y BepTHKAJHO] PaBHHU, Y KOjOj ce

1 ITa 6u ce OBAKBO KpeTare BPIIMIO MOPajy GUTH MCITyH-EHA JIBA yCJIOBA: OCA IITalla TOKOM
KpeTama Mopa 6UTH HOpMaJIHa Ha OCe BajbaKa (MOpa Ce HaJIa3UTH y PaBHM HOPMAJIHO] Ha OCe
BaJbaKa) U LITAIl CBE BpEMe MOpa GMTH y JOAMPY Ca BasbliMa (HE CMe Ce OJBOJUTHU OJf BE3a).
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mran kpehe, yountn /lekapToB KOOpJMHATHM CHCTEM UHja Ce OcCa I MOKJIAIa
ca OCOM TIITAama, a 0ca Y je TMOCTaB/heHA CHUMETPUTIHO ¥ OJHOCY HA OCe BaJhaKa.
Tana je mostoxkaj menTpa mace mrtama oapeheH BEKTOpPOM mojoxkaja rc = i,
jep je y = 0 = const. Tokom kperama. Otyma he ybpsame IenTpa Mace u
oxroeapajyhu nodersu yciaou 6utu ojpehenu ciegehum penarujama:

ac =21 (a)
r(0) =xzoi; v(0)=v9i=0. (6)

Jenuna akTuBHA cmiia Koja JI€jCTBYje Ha INTAll jecTe CUJIa TeKUHEe Mg =
—myg j. Mebhyrum, nocie ociobahama mrama o Be3a (Basbaka) MOPajy ce yBeCTH
peakiiije Be3a. Y OBOM CJIydajy TO Cy HOPDMAJIHE pDeakIlfje Bajbaka y TadKama
nomupa Ngp = Nygju Np = Npj u cune tpewa Ty = Tyiu Tp = —Tpi.
TTormro cy HOpMaJIHe peakIje HCTUX WHTEH3UTeTa Kao CUJIe TIPUTHCKA, 10 ITPEeT-
MOCTABIM 3aJaTKa BaxKuhe ciesehe pesarmuje:

Ta=puNy; Tp=uNg. ()

OcCHOBHE jesiHAYNHE JIMHAMUIKE TPAHCIATOPHOD KPeTarbha Cy 3aKOH O KPeTamy
neHTpa Mace (9.4) U 3aKOH O IIPOMEHNM MOMEHTa KOJMUYMHE KpeTama 3a [EHTAp
Mace, Koju ce cBoau Ha (9.6). Y oBoM npobiemy jennadnna (9.4) mocraje:

mac =mg+ N4y +Np+ Ty +Tp,
JeMy OJIrOBapajy JBe CKaJapHe jeIHadnHe:

mx =Ty — Tg; (r)
Ozfmg+NA+NB. (ﬂ)

Jennaunnu (9.6) oxrosapa camo jejHa CKajapHa jeHAIMHA KOja IVIACH:
Mg = —Na(l+2)+ Np(l —x) = 0. (D)

Cana (a), (8), (r), (1) u (h) uune 3aTBOpen cucreMm jeanaunua 3a oxpehuBarbe
kperama z(t) u peaknuja Besa Na, Np, Ty u Tp.
Ako ce jemnaamna (1) pemu 1o jesHO] 01 HEMO3HATHX CHJIA, Ha puMep Np:

l+x

Np =Ny )
l—xz

(e)
U Taj Pe3yJITar YBPCTH Yy jeqHaduHy (1), MOXKe ce ofpenuTH peakiuja Ny y
GbYHKIUjU TTOI0XKAaja IIeHTPa Mace:

l—x
21

()

Ny =mg

Kopumhemewm ose pesanuje, u3 jemnaanne (e) mobmjamo:

l+x
2l

Np =mg
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VepirasameM oBUX pedynrara y KysoHoBe 3akone (B) J00Hjajy ce cuiie Tpema
y OYHKIMjU 1OJI0)Kaja [EHTPa Mace:
l—z I+
Th =pumg———-; Tp=pmg—r—.
a=pmg—=; Tp = pmg— ()
Jennauuna (u) nam caza omoryhyje sa, monazehu ox qudepennujane jeHaqmnne

kperama (a), dhopMupaMo jeJHAUMHY y KO0jo] hie jenuHa Hemo3HATA BEJUYUHA
6uru z(t):

. l—z l+x T
mi = pmg— = = pmg—— = —pmg
OJHOCHO:
i+ =0 i)

l

Ommre permeme jeqaaaune (j) riacu:

x(t) = Cy cos < #t) + Cq sin < HTgt) .

Wurerpanuone Koucrantre ojpelyjemo kopuniiemem nodernux yeiaosa (6), z(0) =
x0, v(0) = £(0) = 0, omaxie ciaemu:

z(t) = zg cos ( %t) ,

quMe je ojipeheHo Kperarbe miTama.
ITepuos ociimioBama nrrana 1" je ogapehen penanujom:

- 21
ng/l

OJTaKJIE Ce MOXKEe M3Pa3uTU KOeDUIHJEHT TPEHa [i:

_ (Y
n=o\7)

Ha ocnHoBy mnojjaraka jgarux y TEKCTy 3aJlaTKa MOXKE HU3PadyHATH ITPHUOJIMKHA
BpeHoCT KoedurmjenTa Tpema p ~ 0.25. 4

)

9.2 (OOpTarbe OKO HenokpeTHe oce

3a KpyTo Tesro KaxkeMo fa ce obplie 0KO HEITOKPETHE Oce aKO TOCTOjU TIPABAIl
y TeJly KOjH TOKOM KpeTama Tejia Mupyje?. Taj mpasam ce nasusa oca 06pmarsa.
Vci10B HEITOKPETHOCTH HEKOT' IIPaBIia Hajuenihe ce pu3mdkmu ocrBapyje momohy

BE3a—AKCH]AHOT U PA/IMjAJTHOT JICKUINTA>.

2Mozke ce TTOKA3aTH 72 je 3a KOHCTATOBAIEe OOPTamha OKO HEMOKPETHE 0Ce JOBOJHHO YOUHTH
JIBe TadKe Tejla KOje TOKOM Kperamwa Mupyjy. Tala he MupoBaTu n cBe Tadke Koje ce Hajase
Ha 1paBoj oApelieHoj youeHnM Taukama.
AKCHjaJIHO JIeXKUIIITe He JONYyINTa [IOMepalhe Be3aHe TadyKe HU y jeJHOM IpPaBILy, 0K
paJujasiHO CcIpeYaBa NOMepare TadKe y OMJIO KOM IIPaBIly HOPMAJIHOM Ha OCy oOpTaba.
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KunemaTuka obpTarba OKO HenokpeTHe oce

O3HaYNMO HETOKPETHY OCy OKO Koje ce Tejio obphe ca z um yBeaIuMO JIpyre
nBe oce HemokperHor JlekaproBor kKoopamHaTHOT cuctema Oxyz. YodunMmo u
JpyTH, TOKPETHH KoopauHaTHu cucteM Oy 21 Koju ce Kpehe 3ajeiHo ca TesoM,
puUYeMy ce oca 21 IOKJIala ca ocoM 2. JacHo je Jia he mojioXkaj MOKpeTHOr
KOOD/IMHATHOI' CHCTEeMa y OJHOCY Ha HEeIOKpeTHH O6utu oapeher yrioMm ¢ koju
HOKpeTHe oce 06pasyjy ca HemokpeTHHM?. YTao ¢ ce 30Be y2a0 06pMara KpyTor
TeJIa.

Ilomrro yrao obprama Ha jeAMHCTBEH HAYMH oJpelyje 1oJIoXkKaj KpyTor TeJa,
napamemapcra jedrnavura oOpTama KPYyTOr TeJia OKO HEIIOKPETHE Oce je:

@ =(t). (9.8)

IIpBu u3BOJ yrita obprama 10 BPEMEHY jecTe y2aoHa 6p3ura KPYTOr TeJia:

wlt) = (1) = L 1) (9.9)

Cmep yraone Op3mHe OJroBapa cMepy oOpTama KPYTOI Tejla y MOCMATPAHOM
TPeHyTKy BpeMmeHa t. JejuHuUIa Mepe 3a yraony 6psuny je rad/s, omaocro s~ L.
OBa KMHEMATUYKa KAPAKTEPUCTUKA Ce MOKe OITUCATH [TOMONY BEKTOPA KOJU UMa
mpasaill oce obpTama U YyCMEpeH je y OHy CTpaHy u3 Koje ce o0pTame BUIU Kao

00pTame y HO3UTHBHOM MATEMATHIKOM CMEpY:
w=w(t)k. (9.10)

Jlpyru u3Boz, yriia o0pTarma 10 BpeMeHY, OJTHOCHO IIPBU U3BOJI yraoHe Op3HUHE,
jecte yeaono ybp3aree KPyTOT TeJa:

dw d?p
t)y=w(t)=—() =) = —=(t). 9.11
() = alt) = <2 (0) = $1) = (1) (9.11)
" memy ce ce MOXKe TPUIAPYKUTH OAroBapajyinm BEKTOp KOju MMa MpaBall 0ce
obprama:
e=w=w(t)k=¢({) k. (9.12)

CwMmep BeKTOpa yraoHor ybp3ama 3aBHUCH O] KApAKTepa MPOMeHe yraoHe Op3uHe:
ako je u3Boj| yraone 6paune (9.11) ucror 3uaka Kao yraona 6p3una (9.9), onja
he cmepoBu BekTOpa yraone Op3uHe W yraoHOr yOp3ama OUTH HCTH; aKO Cy
pa3IMYIUTOr 3HAKA, CMEPOBH BEKTOpa yraone Op3mHe m yraoHor yOpzama he
6UTH pa3IIaHTH’.

Yraona 6p3uHa 1 yraoHo yOp3arme IPeCTaBibajy 2400aa1e KapaKmepucmure

obpTama KpyTOr Tejla OKO HEelOKpeTHe oce. 10 3Ha4m Jla OHE BarKe 3a KPYTO

4Vrao ¢ ce mMepu o HemoKpeTHe oce Ka oarosapajyhoj moxpernoj, ma mpumep ox oce Ox
1o oce Ox1, y TO3UTUBHOM MaTEMaTUIKOM CMEpPy MOCMaTpPaHO U3 Bpxa oce obprama Oz. On
yje[lHO mpejicTaB/ba yrao Koju nokperna pasan Ox1y) obpa3syje ca HenmoKpeTHOM paau OTy.
AKO Cy CMEpOBM BEKTOPa W U € UCTH, TEJIO BPIIM yOp3aHy POTaIyjy, & aKo Cy Pa3jiuduTH,
yCIIOpeHy.
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TeJIO Kao IeJINHY, He3aBHCHO O] TavyakKa Teja y KOjuMa NeMo WX IOCMaTpPaTH.
Ilopen Tora, crame Kperama Tesa y 610 KOM TPeHYTKY BpeMeHa ¢ ospebheHo je
TPEHYTHUM BPEIHOCTHMA yIiia obprama ((t) u yraone 6psune w(t).

Cse Tadke KpyTor Teja Koje ce obplie OKO HEIOKpeTHEe 0ce, OCUM OHHUX
KOje ce HaJjia3e Ha CaMoj Ocu 00pTamba, ONUCYjy KPYXKHE TPajeKTopHje y paBHU
HOPMAJIHO]j Ha ocy obpTama. LleHTap Kpyra Koju oBe Taduke OIUCY]y HAJIA3U Ce Ha
ocu 00pTama, a MOJIYIPEIHUK h My je jeTHaK HOPMAJIHOM PacTOojarby IOMaTpaHe
Tadke O]l oce. KuHeMaTHYKe KapaKTEPUCTHKE KpeTama TadKe [0 KPYyry cy
ananuzupane y Ilpumepy 4.4. lobujern pe3ysitaTtu ce MOTY HEIIOCPEIHO IIPU-
MEeHHUTH 3a ojipehuBame Op3uHe U yOp3ama Tadke P Koja mpumajia Tejy Koje ce
obphe oko HemokperHe oce. bpauna rauke hie ouTu:

v(t) =v(t)er = hp(t)er = hw(t)ey, (9.13)
J0K he yOp3ame OUTH PA3I0KEHO HA TAHTEHTHY M HOPMAJIHY KOMIIOHEHTY:

a=ae;+ane, =hp(t)e; +h gbz(t)en =he(t)e: + hw? (t)en. (9.14)

Cauxa 9.2: Obpmaree kKpymoz meaa 0K0 HENOKPEMHE OCe

Jemnaaune (9.13) u (9.14) nokasyjy ja 6p3una u yOp3ame CBAKe TAUKe KPyTOT
TeJla 3aBHCE O] FHEHOI' M0JIOXKAja—O0JIHOCHO PACTOjarha TadKe Of oce oOpTarmba.
36o0r Tora ce 3a BUX KazKe Ja IPEJICTAB/ba]y A0KAAHE KAPAKMEPUCMUKe OOPTAHA
OKO HelokpeTHe oce. Wmak, MoCToju BeJIMYNHA Be3aHa 33 OBE KapaKTEPHCTHUKE
KOja He 3aBUCH OJT IOJI0XkKaja—yrao f Koju BeKTop yop3ama obpa3yje ca mpasiieMm
HOpMAaJIe Ha TPajeKTopujy, a Koju je ompehen ciemehom pemarmjom:
tanf = 2 — %
an W

Besa nzmely riobasHnx v IOKAJIHIX KAPDAKTEPUCTUKA KPeTama je y je/IHa u-
uHama (9.13)-(9.14) uckazama y ckamapHoM o6muky. OHa MOxKe GUTH H3parKeHa
7 ¥ BEKTOPCKOM 00Ky mpumenoM Ojaepose meopeme. AKo ce ToO0XKaj Tadke
P Tena xoje ce obphe OKO HemOKpeTHE OCe OJpeJu BEKTOPOM IOJIOXKaja I' =
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x1i1+y1j1+21ky, npu gemy je k = k;, onna je rpenyTHa 6p3una Tatike onpehena
jemHAYIHOM:
V=wXxr=—-ywi; +z1wj;. (9.15)

VYépzame Tauke P ce mobuja mudepennupamenm Ojneposor obpaca (9.15) mo
BpPEMEHY:
a=exXr4+wxv. (9.16)

Ipeu wian y jexuaqunu (9.16), € X r, npejcraB/ba TAHIEHTHO yOp3ambe, JOK
JpYyTU WIaH, W X V, IPeJCTaB/ba HOPMaTIHO yOp3ame Tauke P. Jlako ce Moxke
rmokazarTu fa he muTeH3ureTn Op3uHe U ybOp3arma OUTH MCTOBETHU KAO y je/IHa-
gimama (9.13)-(9.14) axo ce yame y obsup jaa paxn h? = 22 + 2.

OdvHamuka obpTarba OKO HernokpeTHe oce

3a onmcuBame JJMHAMIKE POTAIMOHOT KPETamha KOPUCTE Ce, KA 1 KOJ[ TPAHC-
JIATOPHOT, 3aKOHU O KpeTamy leHTpa Mace (8.15) 1 0 mpoMeHn MOMeHTa KOJIMIMHE
KpeTama, ajli 0BOra IyTa 3a HermokperHy Taduky (8.21). MebhyTum, 3a usoljeme
JudepeHIjaiHe jeTHAINHEe KPeTarmba JTOBO/BHO je HCKOPUCTUTH IPOJEKITH]Y jeJI-
naumne (8.21), Lo = M), na ocy obprama Teja, 4uMe ce Jobuja:

L,=M;. (9.17)
W3BemMo Hajipe, Ha jeJlaH yrponneHu HAYUH, U3Pa3 38 MOMEHT KOJIMYUHE
KpeTama KpyTor Teja y omunocy Ha ocy Oz. IlocmarpajMmo ejemMeHTapHU €0
KpyTor Tesa Mace Am; y OKOJMHM Tauke P; Koja ce Hajla3u Ha pacrojamy h;
o1 oce obprama. Bekrtop kommumue Kperamwa AK; = Am;v; HOopMaman je Ha
MOJIYIIPEYHUK KPyTa KOjU MOCMATPaHa TAIKa OMUCHje TOKOM POTAIMOHOT KpeTa-
Ba Tejla, 1a ce MOMEHT KoJindnHe KpeTama AL ,; MOXKe U3padyHaTH Ka0 MOMEHT
BEKTOpa KOJIMYMHE KPeTama 3a [eHTap Kpyra—rpajekropuje tauke P

AL,; = hiAK; = hi(Am;hiw) = Am;hiw,

npu demy je uckopuiilieHa jepnadnsa (9.13) 3a 6ps3uHy Tauke. YKyIaH MOMEHT
KOJIMIMHE KPeTarba 3a 2—0Cy ce 100uja cabuparbeM MOMEHATa KOJTUINHA KPeTa-
A CBUX esleMeHTapHuX JsesoBa/footnotellpumernmo ja ce pacrojame h; Mema
0/ Ta4yKe JI0 Ta4Ke KPYTOr TeJja KOje MOCMATPaMo.:

B B

Ca duHHjOM TO/IeJIOM TeJla Ha eJleMeHTapHe JejoBe jpobujamo Am; — dm, a
CyMa MOCTaje UHTErpasl PAIyHAT 10 [EJI0j 3AlPEMUHI TEIA:

L, = w/ h2dm.
B

OBie ce yBOM je/IHA HOBA BEJIMUNHA—MOMEHM, UHepyuje J, KPyTOr Tesa 3a ocy
obpTama—KOju IIPEJICTaB/ba MEPY 38 UHEPIH]Y TejIa IPU POTAIHOHOM KPETamy:

J. :/thm. (9.18)
B
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Ha raj Haumn MOMEHT KOJIMYNHE KpeTamba KPYTOr Tesla MOXKe OUTH 3alicaH Kao
[IPOM3BOJT MOMEHTA MHEPIIHje U TPeHyTHE yraoHe Op3uHe:

L.=J.w=J.. (9.19)

Yournmo Jia MOCTOjU MOTIyHA aHajIoruja u3Mmely m3pasa 3a KOJIMYUHY KpPeTarba
TeJla IPU TPAHCJIATOPHOM KpeTamy M MOMEHTa KOJHMYHHE KpeTarbha IPU POTa-
IIMOHOM KpETamy: Maca Kao Mepa 3a HHEPIUjy HIPH TPaHCJIAIUjH 3aMembeHa
je MOMEHTOM WHepIlHje PU POTAIHjH, 0K je Op3WHa TPAHCIATOPHOT KPETAha
3aMemeHa YTa0OHOM OP3MHOM KPYTOr' TeJla.

Hudepennpjanna jegnaanna (9.20) obpramba Tesia OKO HEIIOKPETHE 0Ce MOXKe
ce kopuihemem u3pasa (9.19) sanucarn y o6amKy:

. s
Je=J,0 =M. (9.20)
1 ko e ce MOXKe YCIOCTABUTH AHAJIHUIOjU Ca jeJIHAYMHOM Sa TPAHCIATOPHO

KpeTame: ybp3ame IeHTpa Mace 3aMeIeHO je YraoOHHM yOp3arbeM Tesa, a pe-
gyaryjyha criosparima cuia pe3yaryjyhuM criperoM 3a ocy obpramba.

Kunernuka eHepruja ejieMeHTapHOT Jiejia KPYTOr Teja uMa ciejgehn obJnk:
1 2 1 2 2
AEy = —Am;v; = —Am;hjw*,
2 2

VKynHa KuHeTndka eHepruja ce oapehyje npumenom nspasa (8.7) 3a KUHETHUKY
€Heprujy MaTepHjaIHOr CHCTEMA:

Ek = ZAEI” = %wQ Zh?Aml
B B

Kao y ciyuajy moMmenTa KosmmanHe Kpetama 1 oBjie he cyma npehu y uHTErpas
padyHaT 1O I1eJI0j 3allpeMUHH, TaKO Ja he ce 1o0uTu:

1 1
E, = 7w2/ hldm = = J,w?. (9.21)
27 /s 2

OBJie je MOHOBO 3TOMHO YOUWTH aHaJOrujy usMmely oBe jeqHadnmbe m m3pasa
(9.7) 3a KHHETHYKY €HEPrHjy TPAHCIATOPHOr KpeTara KpyTor Teia. llocroju
JMPEKTHa KOPeCHoHieHInja u3Mely Mepa 3a mHeprnujy—mace M u MoMeHTa
nHepnja J,—Kao u u3MelDy BeJMYNHA CTama KpeTama—Op3uHe IEeHTpa Mace
Ve U yraoHe Op3uHe w.

3apgaun
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9.1 Teper P, koju MoOxke Ja ce Kpehe y BepTHKAJIHOM

MpaBIly, OKaYeH je O HEpaCTEerbUBO YK€ HAMOTAHO HA

nobom nosnynpednuka r = 0.2m. Jobomr je KoakcujayHo

KDPyTO CIIOjeH ca JUCKOM mosynpeynunka R = 0.4m xoju

ce obphe oko mHemnokperne oce. Ilapamerapcka jemgmavuna

KpeTarmba TepeTa raack: z(t) = 2(t2 +t). OapexuTn yraomy

Op3UHY U yraoHO yOp3ambe JMCKa, Kao U Op3uHy U yOp3arbe

Tadke Koja ce HaJIa3u Ha ODOMIY JUCKA Yy TPEHYTKY t; = 1s X
O] IOYeTKa KpeTarmba. P .

9.2 3ymuanuk 1 momympednuka 71 = 15cm, Koju
0 ce obphe oko HemokperHe oce MO 3akoHy p1(t) =
L t2 — 2t, crperHyT je ca 3yHYaHUKOM 2 TIOJTyHPETHHKA,
/ R™= 10cm. Osaj 3ynmyaHuK je KOAKCHJjAJHO CIIOjeH
ca jobomeMm mosynipeunnka R = 30cm. Ompemuru
1 yraoHy Op3uHy U yraoHo yop3saibe j00oIma u Op3uHy
r, u yopaame Tadke Ha 0001y 1000Ira y TPpeHyTKy t1 =

1s ox mmoveTKa KpeTarba.

9.3 3ynuanuiy 1 u 2 ca CHOJBAIIBLAM CIPE3arheM,
npeynuka Dy = 7cm u Dy = 28cm pecnekTHBHO,
0o6phy ce OKO HemokpeTrHWX oca. J3ymJaHuk 1 ce
obphe jemmomuko ca n; = 8000/min. Opxpenuru
yraoue Op3uHe 3yIYaHuWkKa, Op3wHe u yOp3ama
Tadaka JOJUpa JBa 3yMUaHwKa u Opoj obpraja no
gymuanuka 2. Kosmko je mpeHocHU ofHOC § = wa /wq
OBOT' 3yIIYaCTOr I1apa.

9.4 Pemenn NIpPEHOCHUK YHHE JIBa JIHCKA
oBe3aHa OECKOHAYHUM PEMEHOM, KaKo je
HacJUIU IpukaszaHo. Jluck 1, mpedHuka

Dy = 30cm, obphe ce jemnonmko ca
ny = 2500/min. 3a guck 2, npevHWKA
Dy, = T5cm, KoakchjajHo je 3aBapeH

nobom npeunuka d = 25cm. Ha moGomn
jé HAMOTAHO JIAKO HEPACTEIJbUBO YyXKe O
quju je cjobogan Kpaj okadeHn teper P.
OjipeuTn Kperame TepeTa.




266 Erementn qunaMuke KpyTor TeJa

9.5 /IBa 3ynvyanuKa ca CIOJbAIIbUM CIPE3AILEM,
nostynipedanka 1 = 12em u R = 60cm, o6phy
Cce OKO HENOKPETHHX OCa KaKO je Ha CJIHUIH
[OKa3aHo.  J3yMYaHWK 2 je KpPYyTO CIIOjeH ca
noborem moJiynpednuka ro = 30cm Ha Koju
je HaMOTaHO HEPACTEIJBUBO yiKe Ha YHjeM Cce
Kpajy Hamasu Tteper P.  Ako ce 3ymuaHuK
obphie jesHONMKO yraoHoM 6p3uHOM w; = 5s™?
O/IpE/IUTU KPETarbe TepeTa.

9.6 Qusuurxo xkaamno. Kpyro Temo mace m m MOMEHTa

unepnuje J 3a ocy Koja mpoJiasu Kpo3 rentap Mmace C'
MOXKe J1a ce obphe oKo HemokpeTHe xopusoHTasHe oce O.
Beza y maukm O je ocrBapeHa TOMONY IUIMHIPUIHOD
3171062, a pacTojare IeHTPa Mace o1 oce 0bpTama je OC =
b. Kopucrehu 3akon o Kperamy IE€HTPa Mace M 3aKOH
O NPOMEHH MOMEHTa KOJIMYWHE KpeTarha 338 HEeIOKPETHY
Tauky QopmupaTi JudepeHnujaaHe jeJHaYnHe KPeTarbha
OBOT' TeJIa M OJIPEJIUTU DEAKIMje IUIMHJIPUIHOr 3171008 ¥

dyHKIMju yria obprama ¢.

9.7 Teper P mace m OKadeH je O JIAKO HEPACTEIJbUBO yIKe
KOje je HaMOTaHO Ha JIaK¥ 700011 rojtynpedanka r. oot
je KoakcHjaJHO 3aBapeH 3a JUCK IMOJIyIpedHnKa R 1 Mace
M xoju moxke ma ce obphe OKO HEIOKpeTHE XOPU3OHTAJIHE
oce KOja ce mokJjama ca ocoM mgucka. Kopucrehn 3akon
o/lpyKarma YKyIlHe MeXaHH4YKe €HEPrHje OApeInTH Op3uHY
n ybp3ame Tepera y 3aBHCHOCTH OJ HEIOBOI' ITOJIOXKAja.
IIpernocraBuTn 12 je cucTeM 3alodeo KpeTarmbe U3 CTarba
MHPOBaIbHA.
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9.8 Pemenu [pPEHOCHUK CAYUAILEH je
ox JuckoBa 1 M 2, IOJIONIPEYHHKA 7 U
R u maca m u M pecrnekTuBHO. 38
JUCK 2 KOAKCHjaJHO je 3aBapeH JIaKu
noborn nmogymnpednuka b.  Ha mobomr je
HAMOTAHO JIAKO HEPACTEIJBbUBO YKE O
quju  je CJa00OJHM Kpaj OKadeH Teper
P wmace mp Koju ce cHymiTa. Ha
muck 1 nejerByje KoumonHum MomeHT N
KOHCTAHTHOI' UHTEH3UTeTa y  CMepy
[IPUKA3aHOM HA&  CJIMIIA. IIpumenom
3aKOHA O IPOMEHH €HePruje OJPeIUTH
Op3WHy TepeTa y 3aBUCHOCTU Off HerOBOT
oJIoKaja,  HpeTmHocTaB/bajyhm  ga  je
Op3umHa TepeTa y TOYETHOM TPEHYTKY
6mra vg. Komuku 6u Tpebaso ja Oyie
KOUHMOHN MOMEHT J1a OU ce TepeT CILYIITao
KOHCTAHTHOM OP3UHOM?

9.9 Ha mwmmnmap mace M u momynpeunwka R,

KOju MOxKe Jna ce obOphe OKO XOpHW30OHTAJHE Oce \
KOja ce TMOKJama ca OCOM IWJIUH/PA, HAMOTAHO m
je nako HepacrersbuBo yxke. O cjaobomHU Kpaj

ykeTa okadeH je Teper P mace m. Ha mummnnap

JlejCTBYje TOroHCKM MOMeHT (cmper cmia) 9 Koju

omoryhinje onu3ame Tepera. AKO je TepeT 3amoveo

KpeTame MOYEeTHOM OP3UHOM v, IPUMEHOM 3aKOHa,

O TIPOMeHW eHepTHje OfpeMTH Op3WHYy TepeTa y i3 I P M.,R
3aBUCHOCTH O] Tmosiokaja. Kosmmku 6u Tpebasio ja

Oyle IOrOHCKM MOMEHT Ja OH ce Teper IOJu3a0 x

KOHCTAHTHOM OP3UHOM?

9.10 Cucrem KpyTux Teja obpasyjy 3yITUaHUIH
1 u 2, monynpeunuka Ry m R u maca mp u
Mg ca CIIOJbAIIBbUM clpe3ameM. Ha nuck 2 je
KOAKCHjAJIHO 3aBapeH JIaK! JT000III ITOJIyIPETHIKA
r. Ha mobormn je mamoTano Jako HEpacTEr/bUBO
yXKe O uuju je cJOOOJHH Kpaj OKadeH Teper
P mace M. CucreMm je 3amodeo Kperame U3
cramba MupoBamba. lIpumenom 3akoHa ojprkarba
eHepruje OJI[peJUTH yraoHy Op3WHY H YTraoHO
ybOp3ame 3ymndanuka 1 y 3aBUCHOCTHU O/ II0JI0¥KAja
Tepera.
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9.11 Ha pnuck mace M wu nosmyupednuka R, Koju
MOXKe J1a ce 0Oplhie OKO COBje HEIMOKPETHE XOPU3OHTAJIHE
oce cHUMeTpHje, KOAKCUjaJIHO je 3aBapeH JIaKW J00O0II
MOJIyIPeYHUKa 7. Ha noGom je mamoraHo Jjako
HEPACTEIJbUBO YK€ O YHUjU je CJIOOOJHM Kpaj OKAYeH m
TepeT Mace m Koju ce cmymra. Ha auck mejcTByje
KOIMOHH MOMeHT (cmper cmiaa) 91 KOHCTAHTHOT
WHTEH3UTETa y CMepy NPUKA3aHOM Ha CJIUIHU. Teper
je 3amoueo Kperame OP3MHOM vy YCMEPEHOM Ha JI0JIe.
Ogpenurun OP3UHY TEepeTa y 3aBHUCHOCTU OJf IOJIOXKaja
IIPUMEHOM 3akKOHa O mpomenu eHepruje. OgpeauTn
nmyT kKoju he Teper mnpehu oj MmodeTkKa KpeTama 0
3ayCTaB/baba.
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