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I1MHaMMKa

[Neo mexaHuke Koju ce 6aBu nyvaBarbem Kpetara
MaTepujanHUx Tana u AejCTeMma Koja TOM
NPUNIUKOM HacCTa)y.
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LLita hemo Hayuutun?

33. OCHOBHE AMHAMMUYKE BENUYMHE: CTaHe
KpeTakba, NpuHuMn ogpeheHocTn, maca,
KONMYMHA KpeTaHba.

34. FbyTHOBU 3aKOHU MeXaHUKe.

35. CTpyKTypa cuna y auHamumumn. OCHOBHMU
3apgaun aAnHamuke. lpyrn HbyTHOB 3aKOH
3a Be3aHO KpeTake.
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5.1 Kymum mapHe Manimae BPITHU OCITUJIATOPHO KPeTambe Y XOPU30HTAJTHOM ITPaBILy
110 3aKOHY:

R
r(t)=R (coa wt + 17 08 th) :

e je R Jy»KuHaA KpuBaje, L JIy»KHHA CIOjHE II0JIyre, a w KOHCTAHTHA yraoHa
Op3uHa KpusBaje. AKO je maca KJdma 171, OJAPEeIUTH CHJIy KOja JIejCTBYje Ha KJIHI
1 IMOKa3aTu Ja he men Hajehm unrensurer OuTn:

P = mRw? (1+ R) .

L
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5.2 Marepujasana Taduka Mace m = lhg Kpehe ce mpaBOJIMHUjCKH O A€jCTBOM
cune F = 10(1 — #)i N, 1ue je Bpeme t uspaxkeHo y cekyHjama. O peanru
Kperarme Tadke (ImapaMeTapeKy jeJIHa4qniy) ako ce 3Ha Jia je OHO 3al04YeTO U3
nosiozkaja .(0) = 0 mogerraom 6psuroM &(0) = vg = 20m/s. OapeauTn TpeHyTaK
t1 y KOM Tadka Memha CMep KPeTamba U YIOPEJIUTH I'a Ca TPEHYTKOM Yy KOM CHJIA
Memha CMep CBOTa JIejCTBA.
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Ovaj zadatak spada u grupu "inverznih
zadataka dinamike" ili "drugih zadataka
dinamike". Zadata je sila, a treba
odrediti kretanje materijalne tacke. Sila
u opsStem slucaju moze biti funkcija
vremena, poloZaja i brzine, odnosno
F=F(7 7). Po pravilu ova grupa
zadataka je teza od prve grupe, jer se
svodi na reSavanje, integraciju,
diferencijalnih jednacina kretanja.

Da bi se zadatak reSio potrebno je prvo
formirati  diferencijalnu  jednacinu
kretanja. Ako se taCka premesti u
proizvoljan poloZzaj i on definiSe
koordinatom x , Slika 1.7, vektor

(-

™~

polozaja tacke, brzina u ubrzanje su
dati sa:

7(t) =x@®)T,v(t) = x(O)T,dt) = x(6)T

Na taCku deluje jedna sila, pa je ona
ujedno i rezultanta

F =F(t) = 10(1 — t)I[N].

| x(7) N
tn:gL ;H Vo Mlt F
9 - " X
Slika 1.7

[z drugog Njutnovog zakona
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md = F
sledi vektorska diferencijalna jednacina
kretanja materijalne tacke

mi(t)i = 10(1 - )1
Projektovanjem ove jednadine, odnosno
vektora koji u njoj figurisu, na osux,
skalarnim  mnoZenjem  jediniénim
vektorom 1, dobija se skalarna
diferencijalna jednacina kretanja

mE(t) =10(1-1)
koja kada se, po uslovu zadatka, uzme
dajem = 1, konaéno ima oblik

#F=10(1—1t) (1)
Kretanje tatke je jednoznacno
odredeno pofetnim uslovima,

(pofetmim stanjem kretanja tacke:
poloZajem i brzinom), definisanim za
pocetni trenutak +vremena t; =10 .
Njihov vektorski oblik je
7(ty) = 7(0) = x(0)7 = 07
#(t,) = B(0) = £(0)T = v,T = 207

Skalarni pocetni uslovi su
x(0)=0 (2)
x(0) =20 (3)

Kada se uzme u obzir da jmf:%
diferencijalna jednacina kretanja (1)

ima oblik

dx _ _

I =10(1 —t)
MnoZenjem ove jednafine sa dt
promenjive, x — zavisno promenjiva it
- nezavisno promenjiva, bivaju
razdvojene

di = 10(1 —t)dt

Ova jednadina se dalje
integracijom, leve i desne strane

reSava

di = J- 10(1 —t)dt
odakle sledi
i(t) =10t —5t* + ¢, 4)
Dobijena je diferencijalna jednadina
prvog reda kod koje se opet mogu
razdvojiti promenjive. Zamenom % = %

i mnoZenjem ove jednadine sa dt, ona
dobija oblik

dx = (10t — 5t + ¢,)dt

Integracijom ove jednacine

J-a:x _ f(iut—stz +c)dt
dobija se
t? -
x(t) =5t -5 +at+e, (5)
5to je opste refenje diferencijalne
jednafine kretanja.

Iz pocetnih uslova (2) i (3) i jednacina
(4) 1 (5). u koje je zamenjen podetni
trenutak t, = 0, sledi

x(0)=c, =0
#(0)=¢, =20

5to su dve algebarske jednacine iz kojih
se odreduju integracione konstante ¢ i
2. Njihove vrednosti su

o, =20ic, =0
Zamenom integracionih konstanti u
opste refenje (4). odnosno (5),
odredeni su brzina
(1) = 10t — 524+ 20 (6)
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i kretanje tacke, odnosno parametarska
jednacina kretanja

z2
x(t) = 5t2 — 5%+ 20t (7)

Sledi odredivanje trenutkat, u kome
tatka menja smer kretanja. U tom
trenutku brzina tacke jednaka je nuli
(da bi promenila smer kretanja tacka se
mora zaustaviti: matematicki receno,
funkeija x(t) u trenutku t, menja
monotonost. pa je njen prvi izvod tada
jednak nuli) i vazi uslov

v(t,) =x(t,) =0

Iz poslednjeg uslova i jednacine (6).
zamenom £ = t,, dobija se

i(tl) = EI.'DtJ_ - 5t_1_: + 20 = {}_,

5to je kvadratna jednacina po t,.

Ona ima dva realna refenja.
t,=1++vV5 i t;=1-+5 . Drugo
resenje je negativno, a samim tim i

nemoguce, jer je parametar t
nenegativan realan parametar. Prema
tome, trenutak kada tacka menja smer
kretanja je

t,=1+V5=3.236

Ostaje jo5 da se odredi predeni put
tacke 5 do trenutka t,. Kako je do tog
trenutka x(t) monotono rastuca
funkcija predeni put je jednak
koordinati tacke u datom trenutku
(x(0) = 0). Iz parametarske jednacine
kretanja (7) sledi

. bt
§=x(t,) =5¢%— 5%+ 20t,
=60.601[m]

Interesantno je jos primetiti da sila
menja smer dejstva u trenutku £* = 1, a
tacka tek u trenutku £, = 1 + /5 menja
smer kretanja. U pitanju je svojstvo
inercije, odnosno opiranja dejstvu sile,
a ¢ija je mera masa tacke.
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5.3 Jlomnra je 6adena Bepruxkaano ysuc opsunom 30m/s. Jejan cekyH 1 KacHuje
jé M3 UCTOT TMOYeTHOT T10JI0YKaja BePTUKAJIHO yBHUC badena apyra jionrta. Omapemrn-
TH KoJInKa Tpeba Tpeba m1a Oyme modeTHa Op3uHa Apyre JIONTE J1a OU ce cyaapuia
ca ITPBOM Ka/JI OBa JIOCIIe Y HajBUIIH 110J10Kaj. [IpermocrasuTu ja ce jonte Kpehy

caMo TIOJT /1ejCTBOM KOHCTaHTHe cuie Texxkue (g ~ 9.8m/s?).
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5.4 ITocmaTpad KOju ceJin y TPOCTOPHJU U TVIE Ia KPO3 MMPO30P BUCHHE 21 YTJIe 120
je KaMeH KOjH maJjia BepTuKaJHO. KameH ce y OKBHUPY HPO30pPa MOTa0 BHJIETH
tokom (.1s. 3Bamemapyjyhm cBe apyre cmie ocHM KOHCTAHTHE I'DAaBHTAIIMOHE
cune (g ~ 9.8m/s?), onpeauTH BHCHHY, MepeHy OJI JIOHe HBHIe 1IpO30pa, Ca
KOje je uemymren Kamen (6e3 moderne Gp3umne).
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5.14 Kocu xumay y 6e3zsaszdyuwrom npocmopy. Marepujanna Tadka mace m
Kpehe ce y BepTHKAJIHO] PaBHM II0J] J€jCTBOM CHJIE COICTBEHE TEeXKHHEe 1ng.
3amnouesa je Kperame OP3MHOM vy KOja je oOpa3oBaJia yrao (v ¢a XOPU30HTAJIHUM
mpaBileM. YcBajajyhu 1a ce Tadka y MOYETHOM TPEHYTKY Hajla3mjia y KOOPIU-
HATHOM IIOYETKY OJIPEJIUTH IIapaMeTapcKe jeJqHaduHe KpeTama x(t) m y(t) u
MOKA3aTH JIa TPAjeKTOPHja Onncana KpuBOM y(x) mma 00K mapabdore.
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Prvi korak u refavanju zadatka je
formiranje diferencijalnih jednaéina
kretanja. PoloZaj tacke bice definisan
Dekartovim koordinatama. Koordinatni
pocetak je wusvojen u pocetnom
polozaju tacke, Slika 1.9.

Vektor polozaja, brzina i ubrzanje dati
susa

=x1+7].

= i1 + 77,

=T A A P

=X+

Posto se otpor vazduha zanemaruje,
jedina sila koja tokom kretanja deluje je
sila tefine G = mg. Ona ima pravac ose
¥, & suprotan smer, pa je rezultanta sila
tacku

koje deluju na materijalnu
=G= —mygj.

¥

Iz drugog Njutnovog zakona, ma =F
sledi vektorska diferencijalna jednacina
kretanja

m(ii + §7) = —mgj (1)
Projektovanjem ove jednadine naxiy
osu, Dekartovog koordinatnog sistema,
skalarmim  mnoZenjem  jediniénim
vektorima 71, dobijaju se skalarne
jednaéine kretanja

mi=0,
mil = —mg
odnosno
=0 @
V=-g (3)

K=

0 f

T e T
(D = xp

5lika 1.9
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Vektorski pocetni uslovi kretanja,
tg = 'D.. su

7(0) = x(0)+ y(0)j =0
#(0) = £(0)7 + y(0)]
=vycosal+v,sinaj

Iz njih slede, potrebna, cetiri skalama
pocetna uslova

x(0) =0,%(0) =vycosa (4)
y(0) =0.9(0) =v,sina (5)

Diferencijalne jednacine kretanja (2) i
(3) govore da su projekcije ubrzanja na
obe ose konstanine. Jednaine nisu
spregnute i svaka od njih se moze
nezavisno resiti.

Iz jednacine (2) sledi da je
i(t) = ¢, = const (6)
Nakon zamene % :% i razdvajanja

promenjivih, mnozenjem ove jednacine
sa dt, dobija se

fdx:chdt

odakle sledi
x(th=cqt+c; (7

Iz pocetnih uslova (4) i jednacina (6) i
(7) dobijaju se jednacine

x¥(0)=¢, =vyco5a
x(0)=c=0
iz kojih se, direktno, odreduju prve dve
integracione konstante:
oy =vgcosaica =10

Sada su odredene projekcija brzine
tatke na osu x

#(t) = vy cos @ = const (8)

i prva konaéna jednacina kretanja

x(t) = (vycosa)t ()]
Druga diferencijalna jednacina kretanja
(3). nakon zamene = %i razdvajanja
promenjivih, mnozenjem sa dt, daje

jd;:rz—gfdz

Njenim resavanjem se dobija:
y(t) =—gt +c;

. _ dy . -
Makon zamene y :d—: i razdvajanja

(10)

promenjivih, mnozenjem ove jednacine
sa dt, dobija se

fd}r = f{—gt+cajdt
odakle sledi

t= )
y(t) = —g?+ ot +cy (11)

Iz pocetnih uslova (5) i jednadina (10) i
(11) dobijaju se jednacine
y(0) =3 = vpsina
y(0) =c, =0
iz kojih se odreduju i preostale dve
integracione konstante:
tz = Vpsinaicy =10

Sadasu, iz (1071 (11), odredene
projekcija brzine tacke na osu v

V() =—gt +v,sina
i druga kona¢na jednacina kretanja

(12)

. te . .
y(t) = —g < + (vosina)t (13)
Ovim je integracija diferencijalnih
jednaéina kretanja gotova, a samim tim
i odredivanje kretanja tacke izvrseno.

OcHoBe mexaHuke, Munogpar 3yKOBW




Kada su poznate konacne jednacine
kretanja tacke, onda se trajektorija
(linija putanje) odreduje eliminisanjem
parametra t iz njih. Iz jednacine (9)
moZe se izraziti vreme, t = i

vy oo3a
njegovom zamenom u (13) dobija se
trajektorija

—-—_ ¥ @@ oz .
Y= T 2vgcosa)? Tlanax (14
Sada je jasno da se tafka u homogenom
poliju sile  zemljine teze, uz
zanemarivanje sile otpora wvazduha,

krece po parabali.
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