NELINEARNE
OSCILACIJE
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Zahtevi savremene
masinogradnje:

Velika produktivhost (povecCana radna brzina)

Ekonomicnost (manji utroSak energije i
materijala)

Visok kvalitet proizvoda

Ispunjenje kriterijuma zastite radne i zivotne
sredine
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 -Vibracije kao mera radne sposobnosti

 -Vibrodijagnostika stanja



Otklanjanje vibracija

Projektovanjem
Konstruisanjem

Pravilnom izradom dela
Pravilnom montazom

Pravilnim rukovanjem masinom




Projektovanje | proracun

 StatiCki proracun

* Predvidjanje
korisCenjem linearnog
modela




Periodicno kretanje

Harmonijske oscilacije

U+wu=0




Priguseng.oscilacije

U+ iU+ 2483 =0

* Prigusenje je malo

» Prigu$enje je veliko
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At =0-2-0-5




Prinudni linearni oscilator

i+ wiu=K Cos(Qt)

e Rezonanca

« Podrhtavanje
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Nelinearnosti

« Geometrijska nelinearnost
* Fizicka nelinearnost

 Vrsta materijala
* Prigusenje: suvo trenje, viskozno trenje



Slaba nelinearnost funkcija
pomeranja

* Primarna rezonanca
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Sekundarna rezonanca

e Subharmonijsk “
ezonanca MVA\//\V/\V/\V[\Vﬁ
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* Superharmonijska
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Visefrekventna pobuda

U+ iU = —2&180 — gat® + K, cos(Qt +6,) + K, cos(Q,t +6,)

 Linearan model

 Nelinearan model




Slaba nelinearnost funkcija brzine
Samopobudne oscilacije

Van der Polov oscilator
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Prinudni nelinearni oscilator

Uticaj] amplitude
prinudne sile
“suzbijanje”




Prinudni nelinearni oscilator

e Sinhronizacija

* Bijenje
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Strogo nelinearni oscilator
“‘Buterfly Effect”
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Figqure I: Lorenzs experiment: the ofthese curves is only .
€5 of Chaos, pg. 141
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Haoticno kretanje

 Edward Lorenz (1961)
- butterfly effect
* Yoshi Uuda (1961)-(1970)

* T.Y. Li James, A. Zorke, Period three
Implies chaos, Amer. Math. Monthly 82,
985, 1975.



Haos

« Xaoo (grcki) — praznina, prazan prostor
« GrcCka mitologija




Atraktori

 Tackasti atraktor



Cikliéni atraktor




Haoticni atraktor
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Bifurkacije

* Postepene

 Skokovite -
atstrofalne




Zakljucak

 Kompleksno dinamiCko modeliranje
masinskog dela

* Pravilna simulacija
* Mogucnost predvidanja kretanja



Primenljivost teorije

Analiza kretanja populacije

Istrazivanja u oblasti neurologije | reakcija
mozga

Dijagnostika rada srce

Predvidanje oko promene krvnog pritiska
Primena u hemijl

Nebeska mehanika

Akceleratori | proizvodnja nano cCestica



2. STROGO NELINEARNE
OSCILACIJE —

Analiticka resenja



Sadrza;

Pojam strogo nelinearnog oscilatora
Generalizacija metode Krilov-Bogoljubov

Primeri primene na sisteme sa jednim, dva
| beskonaCno mnogo stepeni slobode

ZakljuGak



Uvod

* Oscilator
* Modeliranje

 Linearni oscilator (period, frekvencija i
amplituda)



Nelinearni reoloski model




Zacetnici teorije nelinearnih
oscilacija

Nikolaj Mitrofanovic¢ Krilov Nikolaj Nikolajevi¢ Bogoljubov

g -’?\.
-

- -

—-— -
-

29.11.1879. Petersburg, Rusija 21.8.1909. Niznji Novgorod
- 11.5.1955. Moskva, SSSR (Gorki), Rusija
13.2.1992. Moskva, Rusija


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/PictDisplay/Krylov_Nikolai.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/PictDisplay/Bogolyubov.html

Polje zajednickog rada

* Od 1930. godine rade zajedno na
problemima Nelinearna mehanike |
matematicka fizike,

* - metode asimptotske integracije
nelinearnih jednacina koje modeliraju
oscilatorne sisteme.



Sta je bilo novo?

 Umesto da samo dokazuju egzistenciju
resenja, oni su sracunavali resenja,
odn., odredivali:

* Priblizna periodiCna resenja.



Procedure sa “malim”
parametrima

* Metode za asimptotsko resavanje
nelinearnih jednacina sa " malim "
parametrom koji opisuju oscilatorne
procese



Princip naucnog rada ‘Kievske
skole’
* Globalno oceniti karakter fiziCkog
problema

* Dokazatl da je problem resiv, | tada, bez
obzira na poteskoce

* Razraditi adekvatan matematicki aparat za
resavanje problema (tako stizemo do
Davida Hilberta "WIir mussen wissen, wir
werden wissen”.



Metod Krilov — Bogoljubov za
strogo nelinearne oscilatore

X+ cix|x|* 1 = ef (x, %)
» (Generating equation

. X + cZx|x|*t = 0.



Opste resenje

x = aca(a, 1,),

Ateb function

Y =wt+ 0,



d

2
. Eca((x, 1,9) = —msa(l, a, ),

d a
@sa(l, a,yP) = ca*(a, 1,¢),

. 2aw
¢« X = —msa(l, a, ),

200

2
(X} — a
X¥=———ca (1, a,9).

w = /céi;a(“_l)/z.




Priblizno resenje za nelinearan
oscilator

¢ x=a(t)cala,1,),
. 200

¢« X = 1Jrasa(l,a:,llj),

With

« Y =w+0(b),

\ 2




Ogranicenje za prvi izvod

+ i =aca(e, 1Y) —osa(l o P) -
2a6
ESCL(L a, lp)

e Constraint

fiisa(l, a,p) = 0. (1)

e aca(a,1,vy)



20w0 p .
. ca (1,a,) =

ef (aca(l, a, ), iia;sa(l, Q, 1/)))
(2)

¢ —awsa(l,a, )




Jednacina oscilovanja u novim
promenljivama

. 1 . 20w !
a = aef (aca( ,a, 1), aSa( , @, w))

1+
sa(l,a,)
ab
a+1 W
= o ef (aca(l, a, ), = asa(l, a,

ca(l.a. W)



Osrednjavanje po periodu

. T, =2, _ZB(— 1)

a+1’2
—(a+1) 1
. qf) = (a+1)
20 21,
211,
f f 2aw m
sf | aca, salca
1+«
0
. 1 1 (20, ( 20w )
I f | aca, sa)sad
wZHafo f +a lp



Strogo nelinearan oscilator
poremecen malom linearnom
silom koja zavisi od polozaja x

o X+ cix|x|¥! = ecqyx,

» Averaged equations

e =0, a“V/?20=—gK

\ 2c§’



Amplituda | faza oscilovanja

q=a 6 =0 ec1Kt 1+a
_ 0, _ 0 a(a—l)/ZV zcé )
1 (201
« K = “ca*(1, a, ) dy

21, 70

1+a (a—1)/2
W= |Ci— a(() )

N Y2




Priblizno resenje

x =agcala,1,y), x=-—agwsa(l,a,),
* where

e =0+t (w gc11{2(01)+a))

* P = _sciZ(1+a)'

w P A



Poredenje analitickog |
numerickog resenja

0 0 20 0 40
a) t b)



Promenljiva masa




Promenljiva masa
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u=0




Masa raste




Masa se smanjuje




u = 0.5x




Oscllator sa dva stepena
slobode kretanja

X y
EEE— I—»

F(x—y,ff—)'/) k
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= Je== 1
mX+kX+F(X—-y,X—-y)=0,
my+ky—F(X—y,X—y)=0,
Pocetne vrednosti

e X(0) =X,, y(0) =y,

e X(0) =X, y(0) =y,



Glasna zica

VOCAL TRACT

N R N AN RN R SRRSO

TRACHEA AND LUNGS



http://www.google.com/url?url=http://www.drugs.com/health-guide/vocal-cord-disorders.html&rct=j&frm=1&q=&esrc=s&sa=U&ei=dJ8WVLvVKcTbPLSngNAD&ved=0CCgQ9QEwCQ&sig2=ZaYgHVoxldgwMRRDrjQFpg&usg=AFQjCNGz2dveJn8eucrkJyqHc8qg1ie5EQ
http://www.google.com/url?url=http://www.kidzworld.com/article/7066-vocal-cords-101&rct=j&frm=1&q=&esrc=s&sa=U&ei=noAWVMH2HsbbOd-DgNgD&ved=0CDAQ9QEwDQ&sig2=d9pWQHQbINZ2dZQBxAS5OA&usg=AFQjCNG9l6rF63MoxqcOmmoYO8-WtOmdeg

Nove promenljive

xX=X-Y, u=X-+y.

e ii + wiu =0, ¥+ F(x,x)=0.

* Pocetne vrednosti

x(0) = Xo —yo = xo, u(0) =Xy + yo
= Uy,

%(0) = Xo — yo = %o, u(0) = X + o



Nelinearna sila u sloju u lamina
propria

F=ci(X—y)*+ rl(X — 3’/)
—rg(X =) -y

vagyls
F =cZx®+rx —rgx|x|f?

» Cornjaeger, R. Model of the sound generation in a
human larynx, PhD thesis, Braunschweig, 1978.



Razdvojena nelinearna

jednacina oscilovanja
X+ cix|x|*1 = ef (x, %)
. Reéenj e sistema jednacina

e X = cos(a)ot) + 20 ca(a: 1,)

¢y = —cos(wot) — ca(a 1,9)



Dijagrami: a) u-t (tanka linija) i x-t (debela
linija), b) X-tic)y-tza
u(0)=0.3 1 x(0)=0.12
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Dijagrami: a) u-t (tanka linija) i1 x-t (debela
linija), b) X-tic) y-tza
u(0)=0.31x(0)=0.10
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STACIONARNE VIBRACIJE:
Dijagrami: a) u-t (tanka linija) 1 x-t (debela linija),
b) X-tic)y-tza
u(0)=0.3 1 x(0)=0.11894
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Robotska ruka

Primena u industriji:
Zavarivanje

'YG |
Farbanje w

Secenje



http://newsroom.lincolnelectric.com/images/9026/media_gallery/MagnumProThroughArm_6776.jpg
http://www.fastcodesign.com/3027968/watch-this-robot-paint-delicate-watercolors

Primena u medicini

» Hirurgija



http://www.google.rs/url?url=http://www.placidway.com/profile/1471/Dr.-Vinod-Narayanan-|-Maxillofacial-Surgery-Specialist&rct=j&frm=1&q=&esrc=s&sa=U&ei=UtBQVdKbL8OYsAHjmYCABw&ved=0CC8Q9QEwDThQ&sig2=vTvQTka2hVSwQWjAe6CLAw&usg=AFQjCNFJmmt0s0ndn0k8--ijqGwa32IrfQ

Ruka sa iglom

« Kardiovaskularna hirurgija,
» Hirurgija jetre | pankreasa,
« Laparaskopska hirurgija




FiziCcki model

F F+dF




Matematicki model

e 0 =FEe% =E(0u/ox)”
e F=0A=EA(0u/dx)*

A%t (22

Dve grani¢ne vrednosti:

a
e u(0,t) =0, F(,t)=EA (Z—Z) (Lt) = 0,
Dve pocetne vrednosti.



Procedura za reSavanje

ulx, t) = Xx)T(t)

T+ c2T* =0,
a(X")*1X" + k2X = 0.

k? = const.
ci =(E/p)k’
X(0) =0, X'()=0.



Jednacina koja je funkcija
pomeranja
* Prvi integral

|X!|af-|—1 | kZXZ
. = const.= K
a+1 | 2 1

1. Koriste¢i granicni uslov, sledi

-
C X(D) = 2K4
N

K2



Analiza jednacCine

2. Oba Clana na levoj strani jednacine su
nenegativna, pa je fazna trajektorija
Lameova superelipsa u X—X' faznoj ravni.

Postoji jedna ravnotezna tacka X=X'=0 —
centar.

Sledi: Resenje je periodicna funkcija X.




Priblizno resenje

+ X = Asin(Kx +v,),

e Zamena u grani¢ne uslove:
 X(0) = Asiny, =0,

. X'(l) = AKCOS(KI +y1) = 0.
* Odn.

* vy, =0, cos(Kl) =0



KarakteristiCna jednacina

(2n—1)m
21

» ReSenje 1sto kao za linearan slucay, jer su
grani¢ni uslovi linearni.

o K =

n=123,..

* Amplituda pozicione funkcije je:

2K

¢ A=X(l)=\j7

. k=2



Period funkcije od x

Iz 1zraza za prvi1 integral je:

/ 2
¥ = C;_); — (a + DY@ D (g, _%Xz)1/(a+1)
odn.
X, _ 4 X(D) dx
fo dx = (a+1)1/(a+1)1{i/(a+1) 0 (1—§X2)1/(“+1),
1

gde je X - period funkcije.



Frekvencija funkcije

15 55

* Frekvencna

. ¥ =

1_
o 7 (ar D) @D 2/@ D) for

LR

¢« K =




 Frekvencija izjednadena sa podatkom za
granicni uslov daje

0k=

+1)/2
T((Z"_l)B(L l))(oc )/ 4@1/2
\ at+1 21

a+1’2

o Zavisi od A 1reda nelinearnosti.



Jednacina sa vremenskom
funkcijom

* Tacno reSenje
e T'=Cca

. Ea { (2n—1) a1 2 a—1
(a1 E(@ns(e, ) aoTer

* (AC) = const.




Napomena

Frekvencija oscilovanja zavisi od:

PocCetnih 1 grani¢nih uslova Stapa
Reda 1 koeficijenta nelinearnosti.

Za linearni oscilator: zavisi od grani¢nih
uslova

E
Wn1 = \/%km(lﬁ)



Priblizno resenje za jednu
vrednost n

21

a+1

—  a—1
. Ea {(2n—1) a 1 2 -
Ca(“’l’\/p( 21 B(a+1'2)) Dn t)

gde D,, zavisi od pocetnih uslova

* u, = D,sin ((Zn_l)n x)




Frekvencija oscilovanja

* Na osnovu frekvencije Ateb funkcije,
frekvencija oscilovanja je
2T

oa)Ea)n,azp_

. 2l _ 2
T [Eep ((Zn %;(L}l)) |
B(—=)N P 21 at+l” 2




Poredenje analitickog |
numerickog resenja

u-x-t dijagram za a=1.  U-Xx-t dijagram za a=1.2.



Poredenje perioda oscilovanja

02 ,?‘
0.1 %
T 0y
—0.1
-02
0 2 4 6 8
{1
4 4 0
4.32415 4.34737 0.537
4.68039 4.73146

1.068



3. Oscllator sa nelinearnim
prigusenjem



Vrste prigusenja
* Pozitivno prigusenje
— Suvo (Kulonovo) trenje
— Viskozno prigusenje

— Nelinearno prigusenje

* Negativno prigusenje



Viskozno prigusenje

X+w°x+ f(=)=0 -Kontakt tela i povrsine sa tankim filmom
h -Telo kroz fluid sa malim Re

Linearna sila prigusenja

U+ wiu=-2euu

‘ag exp (-eut) cos (wot + Bo) + O(e)

v ] (N [ O I 1 S '3 ol ol N O O N 0 0 |
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54



Kvadratno prigusenje

X+ w’X+hx? =0

Andronov,A.A., Vitt,A.A., Hajkin, S.E., Teorija kolebanija, Nauka, Moskva, 1981.



Kvadratno prigusenje

-Telo kroz fluid sa velikim Re

" d
G+ (Gr) Fo=0, F>0, X = acosy

X

dt
d%x dx dx
2o ( L) b, <0,

de2
3Caay ( 1 \
%o P = 0f — 0 f1—
4ot 7T dawa,
L+t =)

=]
)
| i T L G

24

27F

—30F

-33}-

P I Y O 0O 5O G OO (IO N[ O (O (OO OO [ O (OO 90
0 3 6 9 1215 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54 57 60 63 66 69 72 75

TIME



d % a2 .3
d_(? + ?) = F20x

x? @ 1 1
E=5*am @ T T

exp((£4d)z)

2

1 €T 1

1—1 1—1
(EZ 1] — — — —— —

(x45) 1657 “P(T(E)@i-0)

Rt g
1T 1662

o= o = (01 — ) exp(—(£40)2:)

1 166%n, — 1)
T L

)

T, =

Ti—1 1

+
1652 ((145) 1662

2n 1 nn— 2 Ti_1 i

oD #0167y

) exp(—(£46)zi-1))

w(—

)" exp(—n(l + (£4d)z;-1))

Mg

n=1



In |2E + 262+\/2F — :c2‘ _

n, =In|2E;_1| —

20

1

= 52 tan

= V2FE — 22 + iz




E-x dijagram za kvadratno |
linearno prigusenje




5=0.5,%,=0.5,E,=0.125.

0.14
0.12
0.1
0.08
w
0.06
0.0:
0.02
0 L
0. -0.4
0.02
0.018
0.016
00141
0.012
w 001
0.008
0.006 |-
0.004
0.002

0
-0.15

Quadratic damping 6=1,x0=0.2,E0=0.02.

L L L
-0.1 -0.05 ] 0.05 0.1 0.15

02

5=1,x,=0.5,E,=0.125.

L L L
0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.8 0.8

Quadratic damping 6=1,x0=1,E0=0.5

1




z = A+ Ben?(wt + o, k%) = A + Ben?

2 3 —2(+46)B L2 (£46)B B (+440)B? — 3B
2(166°B2 — 3(+44)B + 6)’ 2(+46)B - 3’  160°B2 — 3(+46)B + 6
= n .
Ti—l = Z W, ) Li=] = Ai—l) Ti—1 = 0

z;e 0.50000 —0.29681 0.21197 -0.16504 0.13515 —0.11448 0.09929 —0.08766
Tio 0.50000 —0.29804 0.19916 —0.16800 0.13105 —0.11601 0.09666 —0.09010



Suvo Kulonovo trenje

f

’
/
/] "
t | Xm X
e T >
g Xm |
g SS
ma
] —AAA—
Y m
7 |

////////

(a) (b)



Sila Kulonovog trenja je const.

G i = {—u whenu >0
M whenu <0

) 2€M

ta B=BO

a=ay
TWo

U=acos(ao,t + f5,).

llllllllllllll




Suvo | viskozno trenje

X+ @f X+ 21X+ 1, Sgn(X) =0

X =acos(aw,t + ;).

2 2
(1=((l0+ £0 )exp (‘6}.112‘)" £
MTwWoMq MTWoM



%+ w?x + (26)sgn(z) |:i:|m/q =i}

—1 &<
sgrifg) = | 0 for #=0

1 for z>0

00 .
o = Aexp(—dot)(cos(kot) + =2 sin(kot))

KO
2 2 n—1 é_ R 1—qu]
B~ =21 e (5 ()

=0, K
o~ ()M

K /&Uz)L—nvq(Kbl_'éal)



Sistem sa malim koeficijentom
prigusenja
%+ o*x+esgn(X)|}"" =0

r = Agcoswt + £A; coswt + (=1)""1e(K; + C5 cos 2wt)




Aw=1.6971
Aw>1.6971

Aw <1.6971

0.8 ¢

020 1
-0.4 [ ;v 5
06|

-0.8

20ay, 2 a5

w2

D = (Aw)™1

Dekrement opadanja amplitude je priblizno isti za viskozno
prigusenje (m/n=1) | suvo trenje (m/n=0).

Amplituda opada brze kod viskoznog prigusenja

nego kod suvog trenja.

Prigusenije |e brze kod subog trenja nego viskoznog.

0.6 k|
0.4 |

0.2 4




Sistem sa prigusenjem bliskim
konstantnom suvom trenju

# 4w’z = (26) |2(°
&+ wle = —(20) |&|°

25 25 P(e)t
— APl - 1
In ( 1) {w2 ‘I‘B 1( +(Bn_1W)1_E
Xar XN
\\\\\\
3 }4 t5 é ‘7 9 10

)sin[(w—(—l)”_1

(20)Q(¢)

(Bn—1w)'~

= )t+on—1]}




Samopobudni mehanicki oscilator

u=x-k= f(-xo)

<> <)> <k_|_:_|_ mx+tkx-f(x-x0)=0
- —f(i—io)‘

F(0)

utwdut+tF@)=0

[\_/

“ 2 R F(@)=m™ [f(-3) = f(i = %o)]
(b)
l+wsu—e(cx—c,x°)=0 \/
Rejlijeva jednadina (i A e,

Van der Polova jednacCina | moss | \
’ S ANy 1
, |

/////

(a) (b)



Van der Polovo elektricho kolo

E i
||’L —
| |




Rejlijeva jednacina
(van der Polova jednacina)

x=1i- ¢(AE) L,Cx+x+F(x)=0
FG) = =5~ 9[AE+ (M - AL,)S] +9(AE) ) ==
X =u\a, [o;

utwiu-e(m-u)=0

vt wiv-e(l-v¥)p=0, v=1/31u



a

2 =

U+ wiu=e(- o)

ao

3
4

whag + (1 -

woao) exp (-€?)

Limit cycle

)
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Relaksacione oscilacije

U+ wiu=e(-u’)

c=10°

1.
“v=£E4v-Ve
£

Van der Pol, 1922.

, v E+v-v

&
dé V



5 _ ¢ (oot — %) = 0

T+ 1T + c3x
¢,>0 ¢;>0

2o = a cn(wt, k?) = acn

Lok -aeny By = (@)L [(8k6~13k4+3k2+2)—(16k6—24k4+4k2+2)£]
3 K cs ¢y’ 35k? K
- Cl Ci
- (1 — 2k:2 1 — 2k2

Linearna elasticnost Cisto kubna nelinearnost

1 co
T = “547\/?_ cos(ty/c1) =1 2359{‘/———077, 1 2359t(‘/03——, 0.5)
1 C2 C3 Co

. 4K(0.5) g lc

1.2359 ¢ 03%l b




¢, >0 c, <0

zo = a sn(wt, k?)

¢ o 35K [(1—K)K — (1+ k2)E](1 + k?)?
(—c3)co 6 [(2— 11k2 + 8k* + kS)K — (2 — 10k2 — 10k* + 2k5)E]
2C1k72 C1 )
= w =
! (—es)(1+k2)’ 14 k= :
¢, <0 c, >0

zo = a dn(wt, k?) 1
o (—a)? 35 2(1 — KK — (2 — K2 E)(2 — k?)? .

o ¢ 6 K(kS+ 15k* — 32k2 + 16) — E(2kS + 4k* — 24k? + 16)

e 2 [
- c3 2—k?’ 2 — k2



4. Analiticke metode
odredivanja oscilacija rotora



Model vratilo-disk sistema

0
A

> j

Vy

Z+2F(z2z) =¢¢,(z,2,cC), (1)

Z(O) =Ly, Z(O) = 2,. (2)

Z=X+ly, i =1



Generalizacija metode Krilov-Bogoljubov

=0 7+ 2F(z2) =0, (3)
z=f (K, K, K, K,1). (4)
g#0,

z = f (K (1), K, (1), K, (), K, (1),1). (5)
7 =0of 1, (6)



(7)

(8)

of
f,— . cc).
eg,(f..co)

ax
Aot

O
— OK

4
J=1

Odnosno

9)

j=12,34.

A
A



A= ay

a,, = Relof /0K, ),

i Re{ai (Zm
J

a,, = Im(of /0K, ),

J

o (of
=Mk Lat) |
J

Ag=by,  p=1234.
bkp =&, p=]
j = index(K )

b;; = £Re(¢)

b,; = £1m(g)



1
A T

K, :<A*<J‘>,<1o> 3 l(-)dt,

i=1234.

« Zamenom pribliznih reSenja Kj(#) u (5) dobija
se priblizno reSenje diferencijalne jednacine
(1).

« Proces resavanja osrednjenih jednacina pracen
je nizom poteskoca.

« Proces osrednjavanja ponekad unosi vrlo
veliku gresku, pa priblizno resenje vazi samo za
izuzetno male pocetne vrednosti 1 kratak
vremenski interval.



Unutrasnje prigusenje
Z1+27+12(22) = —&biz,
2(0) = z,, 2(0) =0.

e=0 = z = Aexp(18)cn(wt,m).
gde je: Aexp(if) = z,,

A2
m = 5 :
2(A° +2)

w=-2+A.




c#0

z = A(t)exp(id(t))en(w (t), m(t)),

Wy = f o(t)dt,

_ AR
C2(A()?+2)

wt)=2+Alt)?,  m(t)

Elipticki Krilov Bogoljubov metod



2Aw +Aw+ Aom(nssn_+nddn_)nc =0,

200 sn“dn® = —gb sn cn dn.
A=const., @=const.=6,. z=_z,cn(wt,m).

Runge Kutta numericki metod
X+ 2X + X(X° + y°) = by,
¥ +2V+ Y(X° +y?) =—bx.
X(0) =0.05, X(0) =0,
y(0) = 0.08686, y(0)=0.
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Diferencijalne jednacine oscilovanja

p—po°+pf(p)=eF,(p,p,0,0),
p0+2p0=:cF, (p,p,0,0), (11)

Pocetni uslovi

P(0) = py, P(0) = py,

00 =6,  00)=0,



=0

p-pb” +pt(p) =0,
0p0+2p0=0,
odn.
p°0=p20, =K, =const,, (13)

1., 1K

o+ | pf (p)dp =
>P 2 fp(p)p

1., 1K2

—p;+——+| pf (p)d
> 2 7 fp (0)dp

=K, =const,,  (14)






g#0

dK, (t)

dlt =g (K., K,,p,0,1),
dK, (t)

dzt :g¢2(K1’K2,,0999t)1
do K,
ot = Ko =—5=2[ Al (0)dp)"
do K,
dt ,02 |

Pocetni uslovi:
,O(O) = Lo 6(0) — 90’ K1(0) = Klov K,(0) =Ky,



gde je:

e (K, Ky, 0.0) = 507, (0.5,0,0),

e, (K, K, p,0,t) = &6F (0, ,6,6),
dzlt(t) — e (K, K, . p.0.1)
dK,, (t) (17)

e=0"

it =&¢,(K,,K,,0,0,1) | ..

paje:
Kl — KlO ""9K11’

Kz — Kzo +5K21’



IO:IOgO_I_gIOl’

0=0,+¢06,
d 1 K, K .
A —(Kyp0 - — + (2K, _pfo —20,) = pot),
dt /050/050 /050 (18)
Bernulijeva jednacina
dg, K -
— :%_2/0110506)50’ (19)
dt  pg,

Z=(p,+&0)eXP(0,, +£6).



Bezudarni pocetni uslovi

IO(O) =0, 9(0) =0,

Kp=0,  p=2(K,~[ pf (p)dp)"*

c#0 t

K
p:ng’ 9:904_8-“%(:“:1
01050

Z=p,0eXp(6, +£6).



GIROSKOPSKA SILA
D—p0°+2p+ p° =-2500,
00 +2p0 =259p.
P, =01 6,=x13, p,=0, 6,=0.
=0
o =Acn(at,m), p=—-Aawsn(at,m)dn(wt,m)
9:901 920, A:,O()1
A2 A4

m = ) — : —.
2A ) FaTAY

w=-2+MA,



Metod prvih integrala
dK, (1) _

g#0 -9 50
it &(pp0)
K, =K, =const., = A= p(0)=const.= p, =0.1
m = 0.00248, w=1.41774,

o =p.,=0.1cn(1.41774t,0.00248).

Giroskopska sila ne utiCe na amplitudu oscilovanja.



dK, ()

=269(PP) v K, (t) =—egA’sn’(at,m).

dt
@:—ggjsn “(at, m)dt+6’
cn’(wt, m)
0 = 1“’gm[E(a)t m) — dn(et, m)tn(wt,m)] + @
m=0, 0~ &t + 90.
Z = p,exp(1(g, +&gt))cn(wt, m).

z =0.1exp(i(7/3+0.1t))cn(1.41774t,0.00248).



GIROSKOPSKA SILA
Z+272+2(2z2) =2ey12,
eg=0.1, z(0)=0.1lexp(iz/3), 2(0)=0.

Runge Kutta numericki metod
X+ 2X + X(X° + y?) = -2y,
V+2V+ V(X*+ y?) = 20X,
X(0) =0.05, X(0) =0,
y(0) = 0.08686, y(0)=0.



p(0)=0.1,
0(0) =13,
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ZAKLJUCAK

- Metod prvih integrala ima prednost u
odnosu na metod Krilov Bogoljubov jer
daje tacnija resenja.

-Drugi metod daje resenje 1 za one
slucajeve za koje prvi metod ne daje
dovljno tacne rezultate zbog
osrednjavanja.

-Nedostatak metode prvih integrala je
poteskocCa oko integraljenja.



1.L. Cveticanin, Some particular solutions which describe
the motion of the rotor, Journal of Sound and Vibration,
Vol.212, No.1, pp.173-178, 1998.

2.L. Cveticanin, Analytic approach for the solution of the
complex-valued strong non-linear differential equation of
Duffing type, Physica A, Vol.297, No.3-4,

pp. 348-360, 2001.

3.L. Cveticanin, Free vibration of a pure-cubic non-linear
Jeffcott rotor, Mechanism and Machine Theory, accepted for
publication in 2003.



5. Elasticni metamaterijali |
mogucnost njihove primene u
savremenoj masinogradnji



BUKA

Negativni efekti buke:

- 30 dB psihicki problemi

- 65 dB probleme sa vegetativhim nervnim
sistemom

- 90 dB problemi sa sluhom
- 120 dB fizicki bol
- 175 dB: uzrokuje smrt.



Redukcija buke

* Frekvencije buke koje treba da budu
absorbovane su u Cujnom opsegu
coveka: od 100 Hz do 1 kHz

» Koriste se materijali za akusticku
Izolaciju.



Transmisioni gubitak

Efikasnost izolacije - transmisioni gubitak TL

1
TL — 1010910 (T_)
C

gde je transmisioni koeficijent T,
nphf ’
14 ( )
CPq

P je specificna gustina materijala, h debljina sloja, fje
frekvencija, p, je specifiCha gustina vazduha i ¢ je brzina zvuka
kroz vazduh.

TL = 1010910




Rezultat

Na datoj frekvenciji nivo reducije buke za 5-6 dB ostvaruje se
slojem udvajanjem sloja izolacije.

Da bi povecao nivo gubitka pri transmisiji za 30 dB izolacioni sloj
mora da se poveca toliko da mu se tezina uveca 32-64 puta!



Elektromagnetni metamaterijal

* Farba sa celicnim kuglicama:

- celicne kuglice elektricno izolovane karbonilom
— specijalnih dimenzija raspodeljene po dvo-
komponentalnoj epoksi farbi.

- svaka od ovih mikroskopskih sfera obmotana je
kvarcom (silikon dioksidom).

Specijalni kompozit

F-117A




Elektromagnetni/OpticCki
metamaterijal

To je vestacki materijal, tipa kompozita, koji
pri interakciji sa elektromagnetnim talasom
dovodi do absorpcije talasa na odredenoj
frekvenciji.



Da li je po uzoru na
elektromagnetnl
metamaterijal
moguce napraviti novi
materijal za redukciju buke
| vibracija?



Motivacija

« Zahvaljujuci analogiji izmedu
elektromagnetnih i akustickih talasa:

« 1.Elektromagnetni/optiCki metamaterijal
koji zaustavlja elektro-magnetne talase

« 2. Akusticki/elasticni metamaterijal koji
zaustavlja akustiCke talase 1 eliminise
vibracije odredenih frekvencija



Osobine metamaterijala

« elektromagnetini metamaterijali imaju:

- negativnu permitivhost i

- nhegativhu magnetnu permeativnost

sto rezultira negativnim indeksom refrakcije.

« Elasticni metamaterijal treba da ima:
- ‘negativhu masu’ |
- ‘negativni modul elastiCnosti’



Sistem masa-u-masi

mqiiy + ky(ug — uy)

% = Fyexp (iwt),
ka

i mzuz -+ kz(uz — ul) = (.




Resenje jednacina

u; = a, exp(iot),

u, = a, exp(iwt)

Fo(ky — myw?)
(ky — myw?)(ky — myw?) — k3

a]_:

Fok
(ky —miw?)(ky; — myw?) — k%

a, =



Efektivna masa za Sistem masa-
U-masi

- @

Ekvivalentni model sistemu ‘masa-u-masi’ je
jednomaseno telo sa efektivnom masom m_g
Cije kretanje odgovara m,



KoliCina kretanja za oba
modela su jednaka

du; dug du,
MeffTar ~— ™ Tar T2 ge




Efektivna masa

k>
meff = m4 + mo kz Ty
Za Wy = \/kz/mz
W3




Efektivna masa

mefi/m1 “

Za w- =\/k2/m2 |

_/

2

00 05 1 15 20 25 30 35 40
wg/w2

W

meff = m4q +m2 w% _wz

[ - o [ ra w =




Diskusija

1. w<w, : akusticki mod
- efektivna masa m_ |e pozitivha

- Kretanje obeju masa u, 1 U, je U

fazi. o
2. Ww>w, : opticki mod

- efektivna masa m_ s moze biti |
pozitivna | negativna

- Kretanje masa u, I U, Je U suprotnoj
fazi (180°)



« Kako napraviti takvu strukturu koja Ce se
ponasati kao da ime ‘negativhu masu’ a da
osciluje na stalnoj frekvenciji iznad
rezonantne?



Osnovni element
metamaterijala

-sferno jezgro

-laka, ljuska za
obmotavanje

-guma ili podesni
anizotropni materijal
(silikon, bizmut)




Interakcija jezgra | sredine

-Jezgro osciluje u fazi sa omotacem i
talasom (w<w,),
-efektivna masa je pozitivha



https://en.wikipedia.org/wiki/File:Sine_waves_same_phase.svg

-Za w>w, jezgro osciluje sa fazom koja je
suprotna od faze talasa i omotaca.

- Efektivna masa je negativna: gustina nanosa
je dovoljno debela.

\\
+\\\

Talasi sa suprotnom fazom # e /


https://en.wikipedia.org/wiki/File:Sine_waves_different_phase.svg

Dvoredi stap od elastichog
metamaterijala

100

S8y

Sy

Y




Force
Transducer

Accelerometer

Shaker |

Dynamic Signal Analyzer

=il

PC



Model od

metamaterijala u vidu

Izmeduplgge ploce

postavljeni
absorberi.

Odgovarajucim
razmestajem
elemenata spoljasnja
ploCa nema Vvibracije
na odredenoj frek-
venciji.

=

SAA
e
AN
e
— VWV
=




FRF (odnos izlaznog naponskog signala u akcelerometru i
ulaznog napona pobude) u funkciji od frekvencije

20 :l
)
"
10- I‘
;s N
M
— N 7 Uy
M 0 B
=
A
=
-10 +
€3
-20 1 —EXP
- - -FEM
-30
171 Hz 499 Hz 845 Hz
— 7T 1 T~ & 1 11 ™ 17"

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Frequency (Hz)



Koncept nelinearnog absorbera




Uopstavanje modela:
Pobudna sila multiharmonijska

N1 F= ) fcos(nmlt)

- nmilt
Z a,,COS = ca(a, 1,0t)
n=1 g



Ateb funkcija

 Period:

oo, o 14
a+l 2

« gde je B - Beta funkcija koja zavisi od a.



Nelinearni model

m,di, +k2 (U, —U,)lu, —u,|*" = Fea(ar,1, Qt)ca(a,1, Q1)
.. ) a-1
m, 0, +Kk; (U, —u,)|u; —u,|"~ =0.

Resenje:

u, = Aca(e,1,(dt), u, =Bca(e,1,Ot),



a+1
202

mA+m,B=-F

m,0? 2 Bk (B—A)JA-B|"" =
a+1
 odnosno
1ZQZA y [m +m, g o+l jm +m, g o+l (H:_F
a+1 m, 2Q°m, m, 2Q°m,

a-1

m1+m2B F a+1
m, 2Q°m,

ZQZB % m+m, o o a+l
M m, 20°m,







0.2 ——

0.0

X =021

-04

-0.6




(20%)“m, +k2(C -1)(a +1)* =D | _

m,C +m,




Koncept efektivhe mase




Efektivna masa

m2
meﬂ: — ml _I_?.

1/ a
(292 m,
m,

a+1 ij“‘lj
meﬁ :m1+m2 -+

L 207 m,
CZ-I-lksBa_l)

1/«



Negativna efektivna masa

al?2
1<£< 1+& .
Ql ml

k2B

Q[
2m,

(1+ a),




’nrﬁm [g]

L. Cveticanin, M. Zukovic, Negative effective mass in
acoustic metamaterial with nonlinear mass-in-mass
subsystems, Communications in Nonlinear Science and
Numerical Simulation, 51, 89-104, 2017.



AkustiCki metamaterijal -
Jednodimenzionalni lanac




Efektivhna masa

* Veza je linearna

: 1/a
0)(202_my’
mz a+1k%{Ba—1

: 1/a
1— 202 mg])
a+1ké3a—1

° meff — mgj) + mg]) +




Merene (krugovi) |
sracunate (puna linija)
vrednosti u funkciji od

frekvencije

vvvvvvvvv

Coefficient

Amplitude Transmission




Zakljucak

Kada nelinearni sistem ima negativnu efektivnu
masu, frekvencija koja odgovara negativnoj masi
predstavlja zaustavnu regiju.

Ova oblast je najuza za linearni sistem.

Sirina te trake se povecava povéanjem stepena
nelinearnosti elastiCnog elementa.

Otuda, nelinearni oscilatorni sistem ima prednosti
u odnosu na linearni, jer je zaustavna oblast
frekvencija Sira.



NOVA ISTRAZIVANJA

« Elasticni metamaterijal je dokazano da je efikasan za
eliminisanje vibracija na odredenoj frekvenciji.

 Dali je moguce da se vibraciona energija metamaterijala
transformise u elektricnu energiju?



UREDAJI POGONJENI
MALOM ENERGIJOM

« Mikro-elektro-mehanicki sistemi MEMS (senzori,

aktuatori)

« Merni | kontrolni sistemi
* Male elektriche komponente i senzori kod:

— Masina

— Letelica

— Elektricnih postrojenja
— Gradevinarstvu



 Elektricni uredaji malih dimenzija (mobilni |
fiksni)
— BeziCno napajanje
— Kontinualno napajanje (energetski
harvesteri)

« Napajanje spolja nije moguce




Prednosti
— Efikasne
— Niska cena

— Nedostaci
— OgranicCen vek trajanja
— Zagadivaci okoline

« Hemijski otpad

od

= | 50%(aq)
Zn**(aq)

i):

g
Zn

Katoda | *
9 redukeijz

S0} (aq)
Cu™(aq)

Cinkov polélen

Bakrov polclen




ZAHTEVI PRI
PROJEKTOVANJU MALIH
|ZVORA ENERGIJE

* Obnovljivost

* Primena ambijentalne energije
— Vazdusna struja

— Promena pritiska

— Ljudska snaga

— Vibracije



ENERGETSKI
HARVESTERI (EH)

« Uredaji koji transformisu jedan vid
energije u drugi a vrsi i skladistenje
energije.

Ambient Piezoelectric AC—DC converter and Low-power
vibration energy regulator circuit with electronic
energy harvester a storage component device




ENERGETSKI HARVESTERI
PRIMERI

« Termalni EH konvertuje toplotnu energiju u
mehanicki rad.

— Temperaturne promene uzrokuju kretanje
molekula i energija se transformise.

* Foto-naponski EH konvertuje svetlost u elektricitet
na atomskom nivou.

— Foto-elektricni efekat materijala: absorbuje
fotone | pomera elektrone koji stvaraju struju.



MEHANICKA U ELEKTRICNU
ENERGIJU

« Kineticki EH
— KinetiCka energija kretanja se transformise u
elektricnu.
 Vibracioni EH

— MehaniCka energija vibracija se konvertuje u
elektricnu energiju.



3 TIPA GENERATO

Elektromagnetni generator koristi:

— Elektromagnetna indukcija koja je rezultat
relativnog kretanja izmedu provodnika i
magneta sa promenljivim fluksom.

— Pogodan za male masa-opruga konfiguracije.

— Prednost: Nisko-naponski elektricitet 1 velika
1zlazna struja

— Nedostatak: Problemi u spajanju i u saosnost T
u elektromagnetskom sistemu sa sub- *
milimeterskom dimenzijom.




ELEKTROSTATICKI
GENERATOR

 ElektrostatiCki generator koristi relativno

kretanje izmedu elektriCno izolovanih
naelektrisanih ploCa kondenzatora.

* Rad elektrostatiCke sile izmedu ploCa daje

energiju koja se skladisti.




* PREDNOST:

— Gustina energije raste smanjenjem razmaka izmedu
ploCa i povecCanjem povrsine ploCa kondenzatora.

— Elektrode daju inicijalno naelektrisanje i viSegodisnje
skladisno naelektrisanje.

« NEDOSTACI:
— lzlazni napon je relativho visok.

— Snabdevanje | kapacitivhost je limitirana redukcijom
efikasnosti generatora.



PIEZOELECTRICNI
GENERATORI

Piezoelectricni generator konvertuje direktno strukturne
vibracije u elektri€nu enerrgiju koriS¢enjem piezoelektricnog
materijala.

Piezoelektricni materijal generise naelektrisanje usled
deformisanja. Materijal je vestacki | od kompozita.

« PREDNOST:
« Jednostavna konstrukcija
— Nema zahteva za slozenom geometrijom
| brojnim dodatnim elementima
« Mala veliCina
Daje relativno visok izlazni napon | malu struju.




PRONALAZACI PIEZOEFEKTA

N B,
NP O
«? N’
:

* Pierre i Jacques Curie, 1880.

Ako se kristalni materijal (topaz, kvarc,...) =
pritisnu, generise se elektriCna energija.
Na grckom: Piezein - pritisnuti




‘INVERZNI PIEZOELECTRICNI
EFEKAT’

« Efekat je matematicCki potvrdio Gabriel Lippman 1881.
godine

* Primena: kod piezoelektricnih
ultrasoni¢nih davaca u | svetskom ratu.




MATERIJALI ZA PIEZOEFEKAT

 KRISTALI:

— Kvarc (silicijum-dioksid)
« Satovi
. 1967, Neuchatel, Svajcarska

« MehaniCka energija kretanja ruke se
transformiSe u elektricnu energiju.

— Topaz
— Saharoza




« Korak moze da da elektricnu struju koja je
dovoljna za 2 sijalice da svetle 1 sekundu.




TIPOVI PIEZOELEMENATA

(a) (b)

=

(c)

« SIROKI
e TANKI
« TRAPEZOIDNI STAP

(d) (e)

Zeleno — stap
LjubiCasto — masa




« Da bi se to postiglo vibracioni apsorber je
snabdeven piezoelektricnim elementom za:

— OgraniCavanje vibracija |
— Harvesting energije

— - Originalna struktura je osetljiva na vibracije

— - Absorber je element koji ograniCava
vibracionu energiju

— - Piezoelektricni element harvestuje energiju



Model EH sa metamaterijalom
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Piezoelectyic elements
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Energv harvesting dvnamic vibration absorber



MATRMATICKI MODEL

MoXo + CoXp + KoXo — Kr, (x,, — xo) — Ch().fh - i’o) . Foemn (1)

mh—k’h + Cp (Ih - A"()) .5 kh (-rh - xO) —Ov=0 (2)

V

C,v +
! R,

+ Ox;, =0 (3)
« V- NAPON

« Cp - KAPACITIVNOST

« RI-OTPOR
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DALJA ISTRAZIVANJA

* Primena elastiChog metamaterijala za elektricni

harvester.

— Podesiti frekventni opseg

— Optimizirati odnos izmedu energije skladistenja |
redukcije vibracija.



PRIMENA U EH

MIKRO-ELEKTRO-MEHANICKI
SISTEMI (MEMS)

ELEKTROAKUSTIKA

senzor pritiska
kod ubrizgavanja GPS i inercijalni meraci ubrzanja kod
goriva navigacioni sistem vazdusnih jastuka
mkaznice od silicijuma za

ubrizgavanje goriva

mikrofoni za
ponistavanje buke

senzor prifiska
za klimu

Senzorza

za protok vazduha izduvne gasove

mera& ubrzanja za

R senzor za koroziju
kontrolu amortizacije

senzor prifiska

senzor | kontrola prifiska
ugumama

u ko&nicama

Primena MEMS u automobilu.



PRIMENA U MEDICINI

Implanti:
Pejsmejkeri

Vise od 20 godina

Zamenjuju srcani misic -
automatski daje regularne
Impulse i1 kontrakcije

Uredaj u gornjoj desnoj e | :
komori 3 0 B




 Biomehanika EH Medicinski uredaji za
kontinualni monitoring




PRIMENA U
GRADEVINARSTVU

Eko-Energetski Pokrivni Sistem

Pod sa 6 slojeva(plastilini,
OLED table, piezoelektricni
slojr, “papirni sloj” baterija)

PloCe se postave na

pesackom Setalistu l
ElektriCna struja za
osvetljenje, reklame...







PRIMENA U SAOBRACAJU

« Senzori ya otkrivanje promena
Vibracije na toCkovima voza




* “Piezoelektricni pod”
* Klub za 3 noci potrosi energiju

PRIMENA NA ZABAVI

koja je 150 puta vecCa nego
jednogodisnja potrosnja
cetvorocClane porodice
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6. DETERMINISTICKI HAOS



Tacoma Narrows Bridge
1. juli 1940. — 7. novembar 1940.




* Turbulencija i rezonanca
 Periodicni vrtlozi | torzione oscilacije

o Aerodinamicka nestabilnost |
samopobudne vibracije



MIT meteorolog
Edward Lorenz

Otac teorije haosa
theory | ‘leptir efekta’




“Butterfly Effect”

Naziv efekta je usvojen
PO naucnom radu koji
je objavio 1972:
"Predictability:

Does the Flap of a
Butterfly's Wings in

Brazil Set Off a Tornado In Texas?"




Deterministicki haos

« Xaog - prazan
prostor

PHILOSOPHIA

NATURALIS

PRINCIPIA

MATHEMATICA:

e |saac Newton
(1642-1727)

Autore 7 S, NEIWTON, Trin. Coll. Cantab. Sor. Mathefeos

l Profeflore Lucafiane, & Societatis Regalis Sodali.
5 IMPRIMA TUR:
1 S PEPYS, RegSe PRAESES
Yadii 5. 1686
il SR

] LONDINT,

{ Jutly Socictativ Regie nc Typis ?nf&pbl Streater, Proftant Vena-
I l;-~:|pud' Sawr, Swnith ad inlignia l"rinc‘:pis Wallie in Coomizerio)
‘ D. Pauli, uhof‘q’; nonuullos Bibliopolas. A MDCLXXXVIE




Henri Poincare
(1854-1912)

" (...) si ce joueur bat les
cartes assez longtemps, il
y aura un grand nombre
de permutations
successives ; et I'ordre
final qui en résultera ne
sera plus régi que par le
hasard ; je veux dire que
tous les ordres possibles
seront également
probables. "

POINCARE (H.) ; Science
et Méthode. Paris, Ernest
Flammarion 1908.



Da li postoji haos u mozgu?

EEG snimak

Neuronov atraktor




Time
Series

Spectra

Phase

Space
Plots

Dinamika rada srca
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Kontrola haosa

Normal

N
L=
3

« 1. Ventrikularna fibrilacija |
odgovarajuca tahikardija koje
Izazivaju iznenadnu smrt su
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20 Congestive Heart Failure (CHF)

priblizno periodicna kretanja, a =y ~vanne sy
ne haoticni proces! I
« 2. Zarazliku, zdravo srce :
pokazuje haoticno kretanje. 18l
lznenadna smrt se s toga LB

moze smatrati kao bifurkacija
Iz haosa, a ne u haos.



Zakljucak

» Teorija nelinearnih oscilacija | haosa
objasnjavaju neke fenomene u prirodi ali |
u tehnici.

* Manifestacije u realnim sistemima
zahtevaju prosirenje naseg saznanja o
nelinearnim sistemima.

* To ce nam dati mogucnost tacnijeg
predvidjanja.



