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Резиме

У дисертациjи jе представљена нова FOLD метода за генерисање случаjних
променљивих са дефинисаним коефициjентом корелациjе, као и њена примена у
одређивању мерне несигурности Монте Карло методом.

Прво су обjашњени основни поjмови за анализу грешке мерења. Посебан акценат jе
стављен на одређивање мерне несигурности коришћењем препорука датих у „Водичу за
исказивање мерне несигурности“ (GUM), као и коришћењем Монте Карло методе.

У наставку су дате теориjске основе развиjене FOLD методе. Описане су
примењене трансформациjе за генерисање две случаjне променљиве са униформном
U(−1, 1) расподелом и дефинисаним коефициjентом корелациjе.

Извршено jе поређење развиjене FOLD методе и стандардно коришћене MVUD
методе по времену извршавања, као и по одступању добиjеног од задатог
коефициjента корелациjе. Предложена jе и корекциjа како би се минимализовало
одступање добиjеног од задатог коефициjента корелациjе FOLD методе. Показано jе
да jе нова метода ефикасниjа по оба критериjума.

Примена FOLD методе у метрологиjи дата jе кроз поређење мерне несигурности
корелисаних величина одређених на основу препорука датих GUM-ом и Монте Карло
методе. Извршен jе експеримент за одређивање фактора дељења отпорничког делитеља.
На основу измерених вредности и формираног модела одређена jе мерна несигурност
аналитичким путем (коришћењем GUM препорука), а затим су резултати потврђени
симулационом Монте Карло методом. У закључку jе сумиран допринос тезе, истакнути
су оригинални резултати и дати су правци даљег истраживања.

Теза се завршава листом цитираних референци.
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Abstract

The dissertation proposes a new FOLD method for generating random variables with a
prescribed correlation coefficient, as well as its application in determining the measurement
uncertainty using the Monte Carlo method.

First, the basic concepts for measurement error analysis are explained. Special emphasis
is placed on determining measurement uncertainty using the recommendations given in the
“Guide to the expression of uncertainty in measurement“ (GUM), as well as using the Monte
Carlo method.

The following chapter introduces the theoretical basis of the proposed FOLD method.
The applied transformations for generating two random variables with an uniform U(−1, 1)
distribution and prescribed correlation coefficient are described.

A comparison of the developed FOLD method and the standard MVUD method was
performed according to the execution time, as well as the difference between the sample
and the prescribed correlation coefficient. A correction is also proposed in order to minimize
the difference between the sample and the prescribed correlation coefficient of the FOLD
method. It has been shown that the new method is more efficient according to both criteria.

The application of the FOLD method in the field of electrical measurement is given
through the comparison of the measurement uncertainty of the correlated quantities
determined on the basis of the recommendations given by the GUM and Monte Carlo
methods. An experiment was performed to determine the ratio of the resistor divider.
Based on the measured values, and the formed model, the measurement of uncertainty was
determined analytically (using GUM recommendations), and then the results were
evaluated by the simulation using the Monte Carlo method.

In the conclusion, the contribution of the thesis is summarized, the original results are
highlighted, and the directions of further research are given.

The thesis ends with a list of cited references.
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Предговор

По дефинициjи из међународног речника метрологиjе [1] мерење jе поступак коjим
се одређуjе вредност мерене величине. Лорд Келвин (енгл. William Thomson, 1st
Baron Kelvin) jе на jедном од своjих предавања рекао: „Када измерите оно о чему
говорите и изразите то броjевима, онда о томе нешто знате, али ако то не можете
исказати броjевима, ваше знање о томе jе недовољно и оскудно“ [2]. Броjна вредност
даjе информациjу о количнику мерене величине и њеног jединичног еталона.

Тачна вредност мерене величине се не може одредити поступком мерења, односно
резултат мерења увек садржи грешку. Са становишта савремене метрологиjе, као
резултат мерења ниjе довољно саопштити само броj, него jе важно оценити и ниво
грешке коjа jе настала у процесу мерења. Другим речима, често се уместо броjа као
резултат мерења саопштава интервал у коjем се сигурно или са неком вероватноћом
налази вредност мерене величине. Кроз историjу метрологиjе су се смењивали разни
концепти за исказивање граница грешке (интервал у ком се грешка налази). Ако су у
питању директно мерене величине (вредности очитаване са инструмента) онда се
грешка, односно границе грешке исказуjу на основу декларисане тачности
употребљеног инструмента. Друга могућност jе исказивање апсолутне и релативне
грешке резултата мерења у односу на вредност добиjену значаjно тачниjим
инструментом, опремом или методом.

Код величина коjе се индиректно одређуjу рачунањем, на основу других директно
измерених вредности, концепт сигурних граница грешке дефинише наjвећу могућу
грешку коjа може да се деси. Резултат мерења jе интервал у коjем се права вредност
сигурно налази. Теориjа сигурних граница грешака полази од две претпоставке.
Претпоставља се да свака директно одређена величина има максималну могућу
вредност грешке. Друга претпоставка jе да jе знак сваке од грешака директно мерених
величина такав да у суми не долази до потирања доприноса грешака. Сигурне
границе грешке се добиjаjу сабирањем апсолутних вредности доприноса грешака
директно измерених величина [3]. Са порастом броjа директно мерених величина, на
основу коjих се рачуна индиректно мерена величина, мања jе вероватноћа да су
наведене претпоставке исправне. Тако се за сигурне границе грешке добиjа превелик
интервал jер се вредности грешака наjчешће налазе у значаjно ужим границама. Да
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би се добила реалниjа процена интервала у коjем се налази права вредност мерене
величине, jедно време jе у употреби био концепт статистичких граница грешке [4].
Слично као у претходном концепту, овде се претпоставља максималан допринос сваке
директно мерене величине. Рачунањем квадратног корена суме квадрата доприноса
грешака индиректно мерених величина одређуjе се интервал у коjем се вероватно
налази грешка. Описаним поступком се добиjа интервал коjи jе ужи од интервала на
основу сигурних граница грешке. У том интервалу се грешка вероватно налази, док
права вредност грешке може бити и ван ових граница. Проблем овог приступа jе што
ниjе jасан ниво поверења, односно вероватноћа са коjом се тврди да се права вредост
налази у наведеном интервалу.

Усваjањем препорука [5](„Evaluation of measurement data — Guide to the expression of
uncertainty in measurement“ из 2008. године) дефинисан jе jединствен начин исказивања
квалитета мерења применом концепта мерне несигурности. Дефинисани су поступци у
коjима се утицаjне величине посматраjу као случаjне величине описане статистичким
подацима (стандардна девиjациjа, средња вредност) или њиховим расподелама. Као
резултат се добиjа интервал у коjем се уз одређени ниво поверења налази права вредност
мерене величине. У оквиру препорука постоjе два приступа:

а) аналитички, коjи се бави пропагациjом мерних несигурности додељених директно
измереним величинама и

б) симулациони, коjи jе заснован на пропагациjи вероватноћа применом Монте
Карло методе. Симулациони приступ даjе додатне информациjе о облику
функциjе густине индиректно мерене величине, као и о вероватноћи да се права
вредност нађе у датом интервалу.

Приликом одређивања мерне несигурности се често полази од претпоставке да
утицаjне величине нису међусобно корелисане. Уколико постоjи корелациjа између
мерених величина, таквим приступом се добиjа погрешна оцена мерне несигурности.
Испитивање корелисаности утицаjних величина и урачунавање коефициjента
корелациjе у поступку одређивања мерне несигурности продужава и поскупљуjе
процес мерења. У погонским и лабораториjским мерењима наjчешће се претпоставља
да директно мерене величине нису корелисане [6]. Када jе реч о врхунским
метролошким поступцима, приступа се анализи корелисаности утицаjних величина и
урачунавању добиjених коефициjената корелациjе у поступку одређивања мерне
несигурности.

Како произвођачи инструмената углавном дефинишу границе у коjима се налази
грешка мерења, а при томе не даjу функциjу густине, тj. расподелу грешке (коjа jе
случаjна променљива), уобичаjено jе претпостављање униформне расподеле. Под
претпоставком да грешка има униформну расподелу добиjа се већа мерна несигурност
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у поређењу са другим расподелама коjе се уобичаjено користе (троугаона, трапезна и
нормална) [5]. Ако су две улазне величине корелисане, онда jе у Монте Карло
симулациjама неопходно генерисати случаjне вредности задатих расподела (наjчешће
униформне или нормалне) уз одговараjући коефициjент корелациjе.

Предмет истраживања ове дисертациjе jе дефинисање методе генерисања два
ансамбла униформне расподеле са жељеним коефициjентом корелациjе. У том циљу jе
развиjена нова метода, коjа jе названа FOLD. Показано jе да jе FOLD метода
временски ефикасниjа од MVUD методе. У раду jе предложен поступак корекциjе за
смањивање разлике добиjеног од задатог коефициjента корелациjе. Применом
предложене корекциjе се постиже значаjно мање одступање добиjеног од задатог
коефициjента корелациjе код FOLD методе у поређењу са MVUD методом [7, 8].

Дисертациjа jе организована у пет поглавња.

У поглављу 1 изложени су основни поjмови коjима се бави теза. Обjашњен jе поjам
грешке мерења као и саопштавање грешке мерења. Уведен jе поjам и начини за
одређивање мерне несигурности. На краjу jе дат преглед стања у области коjом се
теза бави.

Идеjа и развоj нове методе дати су у поглављу 2. Представљено jе тренутно стање у
области генерисања корелисаних случаjних променљивих са униформном расподелом.

У поглављу 3 приказани су резултати симулациjа стандардне MVUD методе и нове
FOLD методе. На основу резултата извршено jе поређење по брзини извршавања као и
по одступању узорачког од задатог коефициjента корелациjе стандардне и нове
методе. На краjу jе предложена корекциjа одступања разлике добиjеног од задатог
коефициjента корелациjе како би се минимизовало одступање.

У поглављу 4 реализован jе експеримент одређивања фактора дељења напонског
разделника. На основу измерених резултата одређен jе коефициjент корелациjе мерених
улазних величина. Коришћењем препорука GUM-а одређена jе мерна несигурност чиjа
jе вредност поређена са резултатима добиjеним Монте Карло методом. Приликом Монте
Карло симулациjа коришћен jе развиjени метод за генерисање случаjних променљивих
са задатим коефициjентом корелациjе.

Поглавље 5 дефинише ограничења и даље смернице у развоjу предложеног решења.
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Глава 1

Уводни поjмови

Са становишта савремене метрологиjе поред броjног изражавања неке поjаве
неопходно jе и саопштити колика jе грешка мерења. Тачниjе, резултат мерења ниjе
броj, већ интервал у ком се налази тачна вредност. Како би се саопштио интервал
грешке неопходно jе проценити мерну несигурност на основу измерених вредности.

У потпоглављу 1.1 дата jе еволуциjа метрологиjе кроз историjу. Како мерење
одговараjућих поjава само по себи ниjе довољно тако се паралелно развиjало и
саопштавање грешке мерења. У потпоглављу 1.2 обjашњен jе поjам грешке мерења,
као и типови грешака и њихов утицаj на резултат мерења. У потпоглављу 1.3 описан
jе развоj приказа грешке мерења почевши од сигурних граница грешке, па до
статистичког начина саопштавања грешке мерења. У потпоглављу 1.4 уводи се поjам
мерне несигурности, начини за аналитичко одређивање исте коришћењем GUM-а и
Монте Карло методе. Такође, разматрани су случаjеви када мерене величине нису
корелисане као и случаj када постоjи корелациjа између улазних променљивих. На
краjу, у потпоглављу 1.5 дат jе преглед тренутног стања у области, као и садржаj тезе.

1.1 Историjски увод

Прве забележене измерене величине датираjу из доба древног Египта. Наjчешћа
потреба за мерењем су биле трговина и градња, стога су наjчешће вршена мерења
тежине и дужине. Тако су за потребе мерења тежине првенствено коришћене jединице
попут зрна пасуља или зрна пшенице, док су за одређивање дужине коришћене
jединице повезане са антрополошким мерама попут дужине лакта, палца, стопе итд.
Проблем свих jединица jе што су важиле само на малим географским просторима.
Прва забележена jединица коjа jе имала природу универзалне мере jе био кубит и

1
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коришћен jе у древном Египту. Кубит представља дужину од лакта до врха прстиjу
испружене шаке. Због проблема неуниформности антрополошких мера установљена jе
jединица краљевски кубит коjа jе представљала исту меру као и кубит, али код
тренутно владаjућег фараона. Развоjем различитих држава, посредством различитих
утицаjа преношене су и различите мере. Касниjе се кубит користио и у Вавилону као
и у античкоj Грчкоj. Из античке Грчке, а посредством Рима, мере су се даље шириле
дуж европског континента. Све мере су биле адаптиране и интерпретиране за потребе
одређених држава што jе отежавало трговину. Тако jе у средњем веку у Енглескоj
забележен проблем приликом трговине чиjа су стопа, лакат итд. су исправниjи, што jе
иницирало да краљ Хенри I (енгл. Henry I ) дефинише jард као раздаљину од врха
његовог носа до врха средњег прста на испруженоj руци. Такође, уочено jе да на
антрополошке мере утичу различити фактори попут старења, временских прилика
итд. Због тога jе било покушаjа дефинисања различитих jединица статистичким
методама. Тако jе у Немачкоj у XVI веку дефинисана стопа указом: „Нека 16 људи,
малих и великих, отприлике оним редом како излазе из цркве, стављаjу своjе ципеле
jедну испред друге. Добиjена дужина jесте, и треба да буде, праведна општа мерна
стопа“[9]. Тако jе стопа дефинисана као 1/16 укупне дужине ципела, насумично
одабраних 16 људи [10].

Због развоjа великог броjа jединица коjе су важиле на одређеним просторима
(државама, регионима, градовима), jавља се проблем међусобне трговине. Тако jе у
Францускоj, до Француске револуциjе, постоjало око 250000 различитих врста
jединица, што jе повећавало манипулациjе приликом трговине. Било jе покушаjа да се
и пре Француске револуциjе стандардизуjу мере, али то ниjе био jедноставан задатак
jер народ ниjе желео да одбаци неке од традиционалних jединица коjе jе до тада
користио. На крилима Француске револуциjе долази до развоjа идеjе
стандардизованог система коjи ће уз многе измене за резултат имати систем коjи се
данас користи у већини држава на свету. Jедан од примарних проблема jе
представљала реализациjа примарног еталона, коjи ће касниjе служити за пренос на
остале (секундарне) еталоне. Први развиjени и званично интернационално прихваћени
еталон метра дефинисан jе као 1/10000000 део раздаљине између северног пола и
екватора. Мерење раздаљине су вршили француски астрономи Пjер Мешен (франц.
Pierre François André Méchain) и Жан Батист Даламбер (франц. Jean le Rond
d’Alembert) од 1792. до 1798. године. Њихово мерење се заснивало на одређивању
раздаљине између Денкерка и Барселоне коришћењем методе триангулациjе, на
основу коjе jе одређена удаљеност од северног пола и екватора. Том приликом
добиjени метар био jе краћи за приближно 0,2 mm. У септембру 1799. године донет jе
закон за обавезно коришћење метра на нивоу Париза. Због историjских препрека даље
ширење еталона метра, изван граница Француске, било jе отежано. Велику улогу у
ширењу идеjе о метричком систему имао jе Наполеон Бонапарта (франц. Napoléon I
Bonaparte) коjи jе осваjањима по Европи „наметао“ и метрички систем. До
стандардизациjе и званичног прихватања метричког система као основног система на
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глобалном нивоу чекало се све до 20. маjа 1875. године када jе донета Метарска
конвенциjа. Метарску конвенциjу jе потписало 17 држава и том приликом основане су
три организациjе: Међународни биро за тегове и мере, Генерална конференциjа за
тегове и мере и Међунардни комитет за тегове и мере. Кнежевина Србиjа се прва
придружила тим државама у Генералноj конференциjи за тегове и мере 1879. године
[10]. У наредним годинама долази до дефинисања и додавања и других jединица
поред метра, да би 1960. године Резолуциjом бр. 12 био установљен међународни
систем jединица (СИ систем)[9, 10]. Приликом поређења секундарних еталона са
примарним еталонима примећено jе да долази до нарушавања карактеристика и
jедног и другог еталона. Због тога се у XX и XXI веку прешло на описивање
примарних еталона физичким феноменима коjи обезбеђуjу поновљивост. Тако jе, нпр.
еталон времена дефинисан на променама атома цезиjума, еталон дужине на основу
брзине светлости у вакууму итд [11].

Поред квантификовања резултата мерења неопходно jе исказати и грешку истог.
Тако се паралелно са развоjем различитих врста мерила jавила потреба и за
исказивањем квалитета резултата мерења. Колико год параметара се узме у обзир
приликом експеримента, увек ће се jављати нови параметри коjи ће утицати на
резултат мерења. Поред тога што jе циљ мерења да саопште резултат мерења, мораjу
се бавити и пропагациjом грешке кроз сам процес мерења као и саопштавањем исте.
Jедни од првих забележених корака у исказивању грешке датираjу из XII века где се
на скупу „Trial of the Pyx “ одређивала димензиjа и финоћа кованог новца од злата и
сребра. Укупна грешка мерења jе одређивана као збир поjединачних грешака мерења.
На пример, ако jе дозвољена толеранциjа тежине кованице била 5 g и под
претпоставком да су тежине кованица независне, онда jе у случаjу мерења 100
кованица дозвољена грешка била 500 g [12].

Све до XVIII века ово jе била уобичаjена процедура за исказивање грешке мерења.
У XVIII веку долази до развоjа статистике коjа има велики утицаj на исказивање
мерне несигурности. Роџер Котс (енг. Roger Cotes), у делу обjављеном 1722. године,
примећуjе да средња вредност скупа мерења смањуjе грешку мерења, односно средња
вредност скупа мерења ће бити ближа тачноj вредности. Истраживањима у
астрономиjи у радовима Тобиjаса Маjера (нем. Johann Tobias Mayer) у делу
обjављеном 1750. године и Руђера Бошковића у раду обjављеном 1755. године, а
касниjе Пjера Симона Лапласа (франц. Pierre-Simon Marquis de Laplace), рад из 1788.
године и Адриjен-Мариjа Лежандрa (франц. Adrien-Marie Legendre), рад из
1805.године, уводи се поjам методе наjмањих квадрата. Почетком XIX века Карл
Фридрих Гаус (нем. Johann Carl Friedrich Gauß) радом из 1809. године, уводи поjам
нормалне расподеле где наводи да ће средња вредност скупа мерења представљати
средњу вредност нормалне расподеле и наjбољу процену тачне вредности. Гаусову
теориjу подржава Лаплас централном граничном теоремом, радом из 1810. године.
Заjедничким радом Лапласа и Гауса омогућено jе да се грешка мерења може и
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квантификовати као средња вредност ± стандардна девиjациjа [13, 14].

Даљи развоj мерења захтевао jе развоj стандардизованог решења за оцену мерне
несигурности. Ово jе постигнуто обjављивањем препоруке „Expression of experimental
uncertainties“ од стране Међународног бироа за тегове и мере (франц. Bureau
International des Poids et Mesures — BIPM). Даљим укључивањима других
организациjа 1993. публикован jе „Водич за исказивање мерне несигурности“ (енг.
Guide to the expression of uncertainty in measurement) [15]. Касниjе су извршене
ревизиjе 1995. године, да би се 2008. године коначно обjавио документ „Evaluation of
measurement data — Guide to the expression of uncertainty in measurement“(GUM) [5].

1.2 Грешке мерења

Свако мерење jе несавршено и резултуjе поjавом грешке. GUM грешку мерења
дефинише као „разлику измерене и стварне вредности“ [5]. Извори грешке мерења
могу потицати од несавршености опреме коjом се врши мерење, вештина особе коjа
обавља мерења, процедура по коjима jе мерење вршено, промена параметара околине
попут: температуре, влажности ваздуха, вариjациjа у напонскоj мрежи итд. Због тога
су грешке мерења груписане у три целине на основу своjих карактеристика и то:

• грубе грешке,

• систематске грешке и

• случаjне грешке.

Грубе грешке наjчешће настаjу погрешним коришћењем опреме, коришћењем
неисправне мерне опреме или непажњом особе коjа врши мерење, стога се ни не
категоризуjу у грешке мерења у већини литературе. На основу резултата мерења
грубе грешке се могу уочити великим одступањем измерене од очекиване вредности,
па се због тога одбацуjу. Нпр. мерење струjе волтметром резултоваће грубом грешком
мерења.

Систематске грешке прате одговараjуће физичке законе, па се стога могу уочити
у резултату мерења jер увек имаjу исти знак и исту вредност. На основу резултата
мерења и одступања измерене од очекиване вредности могуће jе одредити вредност
корективног фактора чиjом применом се ова грешка елиминише. Нпр. приликом мерења
отпорности омметром, водови коjима се повезуjе отпорник у коло додаjу отпорност и
тиме нарушаваjу вредност отпорности коjа се жели мерити. Пошто jе могуће одредити
отпорност водова, добиjена вредност се може искористити за корекциjу систематске
грешке.
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Услед деловања непознатих спољашњих утицаjа, у случаjу поновљених мерења,
добиjаjу се резултати коjи се у извесноj мери међусобно разликуjу. За такве резултате
се каже да садрже случаjну грешку. Када се из резултата мерења одстране грубе и
систематске грешке преостаjу случаjне грешке. Пошто их jе немогуће предвидети jер
се дешаваjу случаjно (са сваким мерењем имаjу различиту случаjну вредност и могу
мењати знак) немогуће их jе и одстранити.

На основу дефинисаних типова грешака дефинисани су поjмови тачности и
прецизности. Тачност представља меру одступања скупа измерених вредности од
тачне вредности, док прецизност представља расутост измерених вредности око
средње вредности. Што jе систематска грешка мања, већа jе тачност и обрнуто, а ако
jе случаjна грешка мала, онда jе прецизност велика и обрнуто. На слици 1.1 на
примеру гађања у мету приказани су утицаjи систематске и случаjне грешке на
повећање и смањење тачности и прецизности [4, 16, 17].

П
ов

ећ
ањ

е
пр

ец
из
но

ст
и

Повећање тачности

Случаjна грешка: велика
Систематска грешка: велика

Случаjна грешка: велика
Систематска грешка: мала

Случаjна грешка: мала
Систематска грешка: велика

Случаjна грешка: мала
Систематска грешка: мала

Слика 1.1: Утицаj систематске и случаjне грешке на прецизност и тачност

Како би се одредила систематска грешка неопходно jе познавати тачну вредност на
основу коjе се може одредити колико jе одступање. На слици 1.2 приказано jе
расипање резултата за исти случаj као и на слици 1.1, али без познавања тачне
вредности (центра мете). Без обзира на то да ли постоjи тачна вредност или не, на
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основу расипања резултата мерења, могуће jе одредити прецизност односно присуство
случаjне грешке. Непознавањем тачне вредности немогуће jе одредити тачност, а
самим тим и присуство систематске грешке. Тачна вредност мерене величине
представља величину коjа би се измерила „савршеним“ мерним поступком, односно
мерењем код кога jе елиминисан утицаj грешке на резултат мерења. Пошто jе у
реалним условима немогуће спровести „савршено“ мерење због утицаjа различитих
фактора (спољашњих фактора, несавршености инструмената итд.), тачна вредност се
мора проценити или усвоjити [1].

Случаjна грешка: велика
Систематска грешка: ?

Случаjна грешка: велика
Систематска грешка: ?

Случаjна грешка: мала
Систематска грешка: ?

Случаjна грешка: мала
Систематска грешка: ?

Слика 1.2: Утицаj систематске и случаjне грешке на прецизност и тачност мерења без
познавања тачне вредности

1.3 Одређивање грешака мерења

Први покушаj да се броjно одреди несавршеност мерења као грешка мерења дат jе
изразом

δy = y − yt, (1.1)

где δy представља грешку мерења, y измерену вредност и yt тачну вредност, тj. вредност
коjа jе процењена као наjближа тачноj [18].

Приликом оцене тачности грешка се може исказати релативно како би се могла
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лакше упоредити са другим грешкама. Релативна грешка мерења дата jе изразом

δy

yt
=
y − yt
yt

100%. (1.2)

У исказивању грешке често се употребљава и поjам корекциjа. Корекциjа
представља броjну вредност коjа jе по апсолутноj вредности jеднака вредности
грешке, али jе супротног знака. Примена корекциjе могућа jе само на систематске
грешке jер jе њихов предзнак са сваким новим мерењем идентичан, а вредност им се
може предвидети [4].

Због тога се приликом одређивања грешке мерења, а касниjе и мерне несигурности,
из резултата мерења мораjу избацити резултати коjи садрже грубу грешку и мора се
извршити корекциjа систематске грешке.

Додатан проблем представља непознавање тачне вредности, па се тачна вредност
процењуjе на вредност наjближу тачноj. Гаус jе процес процене тачне вредности
дефинисао са „Aнализираjући значење мера коjе jе добио, експериментатор покушава
да погоди праву вредност, вредност коjу би произвео наjбољи могући инструмент“
[19]. Неретко се уместо поjма тачне вредности користи и поjам оптималне вредности
као наjбоље процене тачне вредности.

Нека x1, x2, . . . , xN представљаjу резултате N извршених мерења физичке величине
X, онда jе наjбоља процена тачне вредности, применом Гаусове методе наjмањих
квадрата, таква да jе њено квадратно одступање сваког поjединачног мерења од
оптималне вредности минимално, тj.

n∑
i

(xi − xopt)2 = min .

Како би се одредио xopt за коjи наведена сума има минималну вредност, неопходно jе
диференцирати суму по оптималноj вредности па jе

−2
n∑
i

(xi − xopt) = 0.

Оптимална вредност jе

xopt =
1

N

n∑
i

xi, (1.3)

што заправо представља средњу вредност извршених мерења [20, 21].

Такође, поред процене тачне вредности битно jе дати и процену прецизности, односно
колико jе расипање резултата мерења. Тако се рачунска процена прецизности добиjа
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одређивањем станардног одступања (стандардне девиjациjе) извршених мерења [21, 22]
и дата jе изразом

sx =

√√√√√ n∑
i

(xi − xopt)2

N − 1
. (1.4)

Важно jе истаћи да и средња вредност има, као наjбоља оцена тачне вредности, своjу
меру расипања [23, 24]. Стандардно одступање средње вредности jе

sxopt =
sx√
N
. (1.5)

yopt

ymax

ymin

xmin xopt xmax

y

x

δy

δy

δx δx

δx

δy

α

Слика 1.3: Пропагациjа грешке индиректно мерене величине у случаjу зависности jедне
улазне величине

У пракси jе чест случаj индиректног мерења одређене величине. Ако се жели
индиректно мерити величина коjа зависи само од jедне променљиве

y = f(x), (1.6)
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познаваjући границе у коjима се налази измерена вредност величине x и то xmin = x−δx
и xmax = x+ δx, могуће jе одредити ymax и ymin. На слици 1.3 приказан jе jедан пример
функциjе дате изразом (1.6). Под претпоставком да jе грешка δx мала (тj. када δx
тежи нули), може се одредити утицаj грешке δx на вредност грешке индиректно мерене
величине δy, стога се функциjа (1.6) на интервалима x ∈ [xmin, x] и x ∈ [x, xmax] може
сматарати линеарном. На основу тога може се извести израз за пропагациjу грешке δy
као

δy = tg (α) δx =
∂y

∂x
δx. (1.7)

У случаjу да δx ниjе блиско нули доћи ће до погрешне процене δy, видети увеличани
део на слици 1.3, jер функциjа (1.6) на интервалу xmax = x+ δx ниjе линеарна.

1.3.1 Сигурне границе грешке

Приликом индиректног мерења у већини случаjева индиректно мерена величина y
jе зависна од n улазних величина. Нека jе индиректно мерена величина дефинисана
изразом

y = f(x1, x2 . . . xn), (1.8)

где су x1, x2, ..., xn директно мерене величине на основу коjих се одређуjе вредност y.
У већини случаjева приликом мерења познате су само границе грешака, тj. интервали
одступања мерене величине од тачне вредности. На основу измерених величина могуће
jе одредити грешку сваког од елемената као

δxi = Gxi
, i ∈ {1, 2 . . . n}, (1.9)

где Gxi
представља границе грешке сваке од улазних величина.

На основу израза (1.7) и (1.9) могуће jе одредити допринос сваке од мерених
величина у одређивању грешке индиректно мерене величине y као

δy =
n∑
i

∣∣∣∣ ∂y∂xiGxi

∣∣∣∣. (1.10)

У изразу (1.10) допринос грешке сваке од мерених величина сабран jе по апсолутноj
вредности jер се може десити да допринос грешке буде и негативан. Одређена вредност
представља сигурне границе грешке, тj. дефинише интервал (y− δy, y+ δy) у ком ће се
тачна вредност yt наћи.
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1.3.2 Статистичке границе грешке

Сигурне границе грешке представљаjу интервал у ком ће се мерена вредност
сигурно налазити. Нпр. за случаj дат изразом (1.10) мале су шансе да ће допринос
сваке од грешака бити максималан, што доводи до прецењивања грешке мерења δy.
Што jе броj утицаjних величина већи мања jе вероватноћа да ће све грешке утицаjних
величина имати максималну вредност и исти знак. Зато се за разлику од аритметичке
суме грешака утицаjних величина, грешка δy одређуjе као корен из суме квадрата
грешака утицаjних величина. Израз за статистичке границе грешке jе дат са

δy =

√√√√ n∑
i

( ∂y
∂xi

)2

G2
xi
. (1.11)

Применом израза (1.11) процена грешке индиректно мерене величине y jе мања, па
jе могуће да ће се тачна вредност наћи изван опсега (y − δy, y + δy). Стога jе важно
дефинисати ниво поузданости процењене грешке. У случаjу статистичких граница
грешке тешко jе jасно дефинисати ниво поузданости, jер ће он зависити од односа
стандардне девиjациjе и граница грешке сваког мерења, као и од броjа мерених
величина. Нпр. ако се мере две величине и ако су њихове стандардне девиjациjе два
пута мање од граница грешака (G1 = 2s1 и G2 = 2s2) онда jе ниво поузданости око
95%, док jе, у случаjу да су стандардне девиjациjе 2, 5 пута мање од граница грешака,
ниво поузданости 99% [4].

Како би се стандардизовао начин аналитичког одређивања грешке мерења обjављен
jе GUM као стандардно решење за приказивање мерне несигурности.

1.4 Мерна несигурност

Мерна несигурност представља параметар коjи се саопштава уз резултат мерења и
представља меру расипања мерене вредности [5]. Мерну несигурност jе могуће
одредити аналитичким и симулационим методама. У даљем тексту као алат за
аналитичко одређивање мерне несигурности биће коришћене препоруке дате у GUM-у,
док ће за случаj одређивања мерне несигурности симулационом методом бити
коришћен Монте Карло метод.
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1.4.1 Одређивање мерне несигурности коришћењем GUM-а

Ако се приликом одређивања мерне несигурности полази од мерених величина коjе
имаjу присутну само случаjну грешку, извршена jе корекциjа ради елиминациjе
систематске грешке и случаjни ефекти се могу моделовати одговараjућом расподелом.
Придодавањем одговараjуће функциjе расподеле свака улазна величина
окарактерисана jе средњом вредношћу и стандардном девиjациjом. Стандардна
девиjациjа се jош назива и стандардна мерна несигурност и означава се са u(x) [18].

Улазне величине могу бити одређене на два начина и то:

• директним мерењем, где се вредности наjчешће добиjаjу понављањем мерења и

• преузимањем вредности из других извора: референтних приручника, резултата
еталонирања и сл.

Свака од компонената мерних несигурности се дели на мерну несигурност типа А и
мерну несигурност типа Б [25].

1.4.1.1 Мерна несигурност типа А

Мерна несигурност типа А подразумева одређивање оптималне вредности као
средње вредности скупа мерења (1.3), уз претпоставку да су мерења понављана са
истом мерном опремом и у истим условима. Одређуjе се искључиво методом
статистичке обраде резултата, па ће мерна несигурност типа А постоjати само у
случаjу да jе мерење поновљено више пута. По дефинициjи мерна несигурност типа А
представља експерименталну стандардну девиjациjу средње вредности, па се из израза
(1.4) и (1.5) добиjа

uA = sxopt =

√√√√√ n∑
i

(xi − xopt)2

N(N − 1)
. (1.12)

Пошто се ради о већем броjу мерења, средња вредност испуњава услове централне
граничне теореме, па jоj се додељуjе нормална расподела (у случаjевима да jе узорак
мањи од 30 уместо нормалне користи се Студентова t расподела) [5, 26, 27].
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1.4.1.2 Мерна несигурност типа Б

У случаjевима када ниjе могуће одредити стандардну мерну несигурност из
поновљених мерења неопходно jе проценити њену вредност. Вредност стандардне
мерне несигурности се може одредити из претходно измерених резултата,
спeцификациjе произвођача, података датих у извештаjима о калибрациjи, података
из референтних приручника итд. [5, 28].

Како би се одредила мерна несигурност типа Б неопходно jе познавати и расподелy
грешке преузете из документациjе. У случаjу када расподелa ниjе позната узима се
униформна расподела и при томе се добиjа већа вредност процењене мерне
несигурности.

1.4.1.3 Комбинована мерна несигурност

Нека се жели индиректно мерити физичка величина y коjа зависи oд више
измерених физичких величина и дата jе изразом (1.8). Ако се зна да jе наjбоља
процена тачне вредности средња вредност скупа мерења сваке од мерених величина xi
и ако jе функциjа f(x1, . . . , xn) диференциjабилна у тачки (x1, . . . , xn), онда се
функциjа f може развити у Теjлоров ред као

f(x1, . . . , xn) =
∞∑

i1=0

· · ·
∞∑

in=0

(x1 − x1)i1 . . . (xn − xn)in

i1! . . . in!

(
∂i1+···+inf

∂xi11 . . . ∂x
in
n

)
(x1, . . . , xn). (1.13)

Под претпоставком да xi − xi ≈ 0, за свако i = 1, . . . , n, развоj функциjе (1.8) у
Теjлоров ред дат са (1.13) се своди на

f(x1, . . . , xn) ≈ f(x1, . . . , xn) +
n∑

i=0

∂f

∂xi
(xi − xi). (1.14)

Како jе y = f(x1, . . . , xn) = y + δy и δy = y − y, израз дат (1.14) се своди на

y − y =
n∑

i=0

∂f

∂xi
(xi − xi). (1.15)

Квадрирањем леве и десне стране израза (1.15) добиjа се
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(y − y)2 =
n∑

i=0

( ∂f
∂xi

)2

(xi − xi)2 + 2
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

∂f

∂xi

∂f

∂xj
(xi − xi)(xj − xj). (1.16)

Како очекивање E[(y − y)2] представља вариjансу s2
y, израз (1.16) се своди на

s2
y =

n∑
i=0

( ∂f
∂xi

)2

s2
i + 2

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

∂f

∂xi

∂f

∂xj
sisjρij, (1.17)

где ρij представља Пирсонов коефициjент корелациjе величина xi и xj и дат jе изразом

ρij =
E[(xi − xi)(xj − xj)]

sisj
.

Узимаjући у обзир да jе мерна несигурност u(xi) jеднака стандардноj девиjациjи
si и да E[(xi − xi)(xj − xj)] представља естимирану ковариjансу означену са u(xi, xj),
jедначина дата изразом (1.17) се своди на

u2
c(y) =

n∑
i=0

( ∂f
∂xi

)2

u2(xi) + 2
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

∂f

∂xi

∂f

∂xj
u(xi, xj). (1.18)

Израз (1.18) представља израз за комбиновану мерну несигурност и узима у обзир
корелисаност улазних величина.

У пракси приликом одређивања мерне несигурности наjчешће се претпоставља да
улазне величине нису корелисане. Тако се процедура процене мерне несигурности
поjедностављуjе, али то може довести до погрешне процене мерне несигруности.
Постоjање корелациjе између улазних величина потиче од систематских грешака коjе
утичу на две или више мерених величина, а оне се у разматрањима сматраjу
случаjним, тj. немогуће их jе препознати и отклонити. На пример, као узрок
систематске грешке може се jавити деловање електромагнетних сметњи из окружења,
температуре вибрациjа, флуктуациjа мрежног напаjања итд. Уколико лице коjе врши
мерење утицаj ових величина не држи под контролом, неће бити ни свесно њиховог
утицаjа на резултат мерења, односно на прорачун мерне несигурности. Ако би било
могуће побољшати мерења тако да се утицаj ових величина коригуjе, последице ових
величина више не би били случаjне него систематске.

У случаjу да улазне величине нису корелисане израз (1.18) се своди на
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u2
c(y) =

n∑
i=0

( ∂f
∂xi

)2

u2(xi). (1.19)

У литератури jе чест случаj да се уместо парциjалног извода ∂f
∂xi

користи ознака ci
и таj параметар се назива коефициjент осетљивости.

Мерне несигурности типа А и типа Б, представљаjу независне случаjне величине
jер се добиjаjу независним методама [21], где се након одређивања вредности за uA(x)
статистичком обрадом података и uB(x) проценом на основу доступних информациjа,
може одредити комбинована мерна несигурност uc(x) као

uc(x) =
√
u2
A(x) + u2

B(x).

1.4.1.4 Проширена мерна несигурност

Предност исказивања грешке мерења комбинованом мерном несигурношћу огледа
се у томе што jе могуће, ако се познаjе расподела индиректно мерене величине,
одредити интервал поверења. Под претпоставком да су задовољени услови централне
граничне теореме индиректно мерена величина y ће имати нормалну расподелу. Под
претпоставком да y има нормалну расподелу, тачна вредност ће се налазити у
интервалу (y − uc(y), y + uc(y)) са вероватноћом од 68, 2%. У случаjевима када се
саопштава мерна несигурност за сврхе комерциjалних или индустриjских апликациjа,
интервал поверења од 68, 2% некада ниjе довољан, пре свега у областима заштите и
здравства. Како би се проширио интервал поверења, уводи поjам проширене мерне
несигурности коjи се дефинише као

U = kuc(y), (1.20)

где k представља фактор обухвата, а uc(y) представља комбиновану мерну несигурност
индиректно мерене величине y.

На слици 1.4 приказани су интервали поверења у случаjу да jе фактор обухвата
k = 1, k = 2 и k = 3 и износе 68, 2%, 95% и 99, 7%, редом. У пракси наjчешће фактор
обухвата износи између 2 и 3 [5, 29].
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68.2%

95%

99.7%

xopt xopt + uc xopt + 2uc xopt + 3ucxopt − ucxopt − 2ucxopt − 3uc

Слика 1.4: Интервал поверења у зависности од фактора обухвата за нормалну расподелу

У случаjевима када jе броj одбирака мерених величина мањи од 30 расподела се не
може апроксимирати нормалном расподелом, већ се у тим случаjевима користи
Студентова t расподела. Тада се ефективни броj степени слободе прорачунава
коришћењем Велч-Сатерваjт (енг. Welch− Satterthwaite) формуле

veff =

(
uc(y)
y

)4

N∑
i=1

(
u(xi)

xi

)4
vi

,

где vi представља степен слободе сваке од улазних величина и jеднак jе броjу одбирака
умањеном за 1 [30, 31].

На основу одређеног ефективног броjа степени слободе из таблица t расподеле се
може одредити интервал поузданости за одговараjући фактор обухвата.

На слици 1.5 приказанa jе функциja густине нормалне N (0, 1) расподеле и функциjе
густине Студентове t расподеле за вредности ефективног броjа степени veff 1, 2, 5 и 30.
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Слика 1.5: Функциjа густине Студентове t расподеле за различите вредности
ефективног броjа степени слободе и густина нормалне N (0, 1) расподеле

1.4.1.5 Ограничења GUM-a

Приликом одређивања комбиноване и проширене мерне несигурности GUM-а
неопходно jе обратити пажњу на следеће:

• У случаjу када функциjа y = f(x1, . . . , xn) ниjа линеарна, ниjе довољно развити
функциjу у Теjлоров ред само у првом степену (1.15), већ се мораjу узети и виши
степени.

• Мораjу бити испуњени услови централне граничне теореме, тj. индиректно
мерена величина y ће имати нормалну или Студентову t расподелу. У одређеним
случаjевима може се десити да jе функциjа густине индиректно мерене величине
асиметрична, тj. да не тежи нормалноj расподели.

• Након одређивања стандардне мерне несигурности, како би се одредила
проширена мерна несигурност, неопходно jе одредити фактор обухвата k.
Фактор обухвата ће варирати у зависности од добиjене расподеле. За
одређивање фактора обухвата потребно jе одредити расподелу случаjне
променљиве Y = f(X1, . . . , Xn) [32].
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• У специфичним ситуациjама одређивање коефициjената осетљивости рачунањем
парциjалних извода може бити компликовано [33].

• У ситуациjама када jе процењена тачна вредност излазне величине самерљива са
мерном несигурношћу исте.

Како би се превазлиши поменути проблеми GUM предлаже коришћење Монте Карло
методе [5].

1.4.2 Одређивање мерне несигурности коришћењем Монте
Карло методе

Монте Карло метода представља симулациону методу и jедна од примена jоj jе
одређивање мерне несигурности. Први кораци у раду са развоjем Монте Карло методе
направљени су у симулациjама за потребе тестирања нуклеарног наоружања почетком
1945. Реализовали су jе Џон фон Ноjман (мађ. Margittai Neumann Janos Lajos) и
Станислав Улам (пољ. Stanis law Marcin Ulam). Пошто jе новонастала метода
коришћена у воjне сврхе додељено jоj jе кодно име Монте Карло [34].

За разлику од препорука GUM-а, коjи користи пропагациjу мерних несигурности
улазних величина, Монте Карло метода користи пропагациjу вероватноћа, што jе
приказано на слици 1.6.

Пропагациjа мерне несигурности Пропагациjа вероватноћа
x3

ϕ
(x

3
)

ϕ
(x

2
)

ϕ
(x

1
)

x2

x1

ϕ
(y

)

y = f(x)
y

y = f(x)

x1, u(x1)

x2, u(x2)

x3, u(x3)

y, u(y)

Слика 1.6: Пропагациjа мерне несигурности и пропагациjа вероватноће као метода за
одређивање мерне несигурности за три независна мерења

Монте Карло симулациона метода полази од функциjа густина коjима се моделуjе
n улазних случаjних променљивих X1, X2, . . . , Xn. Коришћењем генератора случаjних
броjева генерише се k одбирака xi1, xi2, . . . , xik за сваку случаjну променљиву
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X1, X2, . . . , Xn, помоћу коjих се коришћењем математичког модела коjи описуjе
одговараjућу физичку поjаву y = f(x1, x2, . . . , xn) генеришу и одбирци индиректно
мерене величине y. Симулациjа се понавља M пута.

Монте Карло симулациjа се састоjи из следећих корака:

• Дефинисати адекватан броj понављања M.

• Генерисати M вектора, сваки дужине n од коjих сваки садржи реализациjе
случаjних променљивих xi1, xi2, . . . , xik.

• За сваки вектор одредити вредност реализациjе индиректно мерене величине y,
тако да се добиjе M вредности.

• Да би се одредила узорачка функциjа расподеле случаjне променљиве Y
потребно jе сортирати добиjене реализоване вредности случаjне променљиве Y у
неопадаjући редослед. Добиjена функциjа jе степенаста функциjа и случаjна
променљива Y jе дискретног типа. На основу добиjене узорачке функциjе
расподеле могуће jе одредити функциjу расподеле непрекидне случаjне
променљиве коjом ће се случаjна променљива Y апроксимирати.

• Одредити наjбољу естимациjу yopt и стандарнду мерну несигурност u(y)
одређивањем средње вредности и стандардне девиjациjе резултата садржаних у
Y вектору.

• На основу одређене функциjе расподеле случаjне променљиве Y одредити жељени
интервал поузданости [33, 35].

Апроксимациjа функциjе густине случаjне променљиве Y као и одређивање yopt и
u(y), зависе од броjа изршених симулациjа. Што jе броj симулациjа већи
апроксимациjа функциjе густине ће бити боља. Како би се правилно одабрао броj
симулациjа M неопходно jе користити формулу

M >
104

1− p
, (1.21)

где p представља интервал поверења. На пример, у случаjу да се жели одредити
интервал поверења p = 0.95 било би неопходно извршити више од 200000 симулациjа.
Монте Карло симулациона метода зависи само од перформанси рачунара на коме се
врше симулациjе, па ће већи броj симулациjа захтевати више времена. Због широке
распрострањености и бољих перформанси персоналних рачунара данас, уобичаjено jе
извршавање 106 и више симулациjа. Временскоj ефикасности доприноси и развоj
програмских jезика коjи су оптимизовани за статистичке прорачуне, као што jе R
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програмски jезик, као и библиотеке за обраду података, на пример numpy за
програмски jезик Паjтон. Време извршавања симулациjе зависи пре свега од
комплексности математичког модела, али што jе броj симулациjа већи, удео у времену
извршавања ће узимати сортирање добиjених резултата како би се одредила
расподелa случаjне променљиве Y [32, 36, 37].

Предности симулационе Монте Карло методе у односу на аналитичко решење дате
у GUM-у су:

• Ниjе потребно одређивати коефициjенте осетљивости што у ситуациjама када jе
функциjа зависности нелинеарна (узимаjу се виши степени развоjа у Теjлоров ред)
може бити компликовано.

• За већи броj симулациjа добиjа се боља процена случаjне променљиве Y код
нелинеарних модела.

• Могуће jе одредити мерну несигурност у ситуациjама када функциjа густине
случаjне променљиве Y ниjе симетрична.

• Ниjе неопходно одредити фактор обухвата како би се одредио интервал поверења
[33, 38].

Чест jе случаj да се резултати добиjени пропагациjом мерне несигурности потврђуjу
коришћењем Монте Карло методе [39].

1.5 Преглед литературе

Прегледни рад [6] даjе увид у 114 радова коjи се баве одређивањем мерне
несигурности. Радови су обjављени у периоду од 2004. до 2010. године у часописима:
IEEE Transaction on Instrumentation and Measurement, Flow Measurement and
Instrumentation и Precision Engineering. Од 114 анализираних радова проблем
корелациjе мерених величина узет jе у обзир у само три рада.

У раду [18] посматран jе случаj корелисаних улазних величина. Разматран jе
проблем одређивања снаге на основу напона и струjе. Измерена jе вредност струjе
I=2 A са мерном несигурности u(I)=0,01 A, а измерена вредност напона jе U=100 V
са мерном несигурношћу u(U)=0,2 V. На основу израза (1.18) одређена jе мерна
несигурност индиректног мерења снаге

u(P )′′ =
√
I2u2(U) + U2u2(I) + 2UIrUI , (1.22)
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где rUI представља коефициjент корелациjе напона и струjе. У случаjу разматраном у
раду наjвећа вредност мерне несигурности добиjа се за случаj када jе rUI = 1 и њена
вредност jе поређена са мерном несигурношћу када jе коефициjент корелациjе rUI = 0.
Мерна несигурност снаге jе u(P )′=1,08 W за случаj када jе коефициjент корелациjе
струjе и напона rUI = 0, а u(P )′′=1,4 W за случаj када jе rUI = 1. Показано jе да у
случаjу када jе претпостављено да мерене величине I и U нису корелисане (rUI = 0)
долази до прецењивања комбиноване мерне несигурности, што се може закључити из
израза (1.18) и (1.19).

За разлику од резултата разматраних у раду [18], потребно jе разматрати
коефициjенте корелациjе за све његове могуће вредности. На слици 1.7 приказана jе
зависност мерне несигурности u(P )′′ за различите коефициjенте корелациjе rUI , за
вредности напона и струjа преузетих из експеримента у раду [18].

Слика 1.7: Зависност мерне несигурности u(P )′′ од коефицjента корелациjе rUI

Мерна несигурност снаге се налази уопсегу између 0,6 W, што одговара вредности
rUI = −1 и 1,4 W, што одговара rUI = 1. Релативно исказана мерна несигурност ће
се налазити у опсегу од 0, 3% до 0, 7%. Неузимањем коефициjента корелациjе у обзир
долази до потцењивања мерне несигурности у случаjу када jе коефициjент корелациjе
rUI > 0, односно прецењивања када jе коефициjент корелациjе rUI < 0.

У раду [40] jе разматрано одређивање коефициjента корелациjе на основу
измерених вредности и одређивања стандардне мерне несигурности методом
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развиjеном у раду. Извршена jе провера резултата коришћењем Монте Карло методе.
Спроведен jе експеримент мерења отпорности, мерењем напона на напонском
разделнику. Претпостављено jе да корелациjа улазних величина потиче од мерења
напона истим инструментом.

У раду [41] приказан jе утицаj корелациjе на калибрациjу платиниjумских сензора
температуре коришћењем ITS-90 (International Temperature Scale of 1990.) стандарда
за карактеризациjу Pt100 сензора [42]. На примеру прорачуна показан jе утицаj
коефициjента корелациjе на пропагациjу мерне несигурности.

У примеру H.2. датог у [5] разматран jе случаj у ком су одређени импеданса Z,
отпорност R и реактанса X, на основу мерења напона на импеданси V, струjе кроз
непознату импедансу I и фазног угла φ између напона и струjе. На основу мерења
одређена jе мерна несигурност као и коефициjент корелациjе између мерених
величина. Узимаjући у обзир корелациjу, тj. коришћењем израза (1.18) одређена jе
мерна несигурности отпорности u′′c (R), реактансе u′′c (X) и импедансе u′′c (Z). Ако се за
прорачун мерне несигурности користи израз (1.19), тj. ако мерене величине нису
корелисане, мерна несигурности отпорности jе u′c(R), реактансе u′c(X) и импедансе
u′c(Z). У табели 1.1 (подаци преузети из примера H.2 датог у [5]) приказано jе да jе
узимањем у обзир коефициjента корелациjе мерна несигурност отпорности за 174%
већа, реактансе jе за 32% мања и импедансе jе 14% мања у односу на случаj када
корелациjа ниjе узета у обзир.

Табела 1.1: Процењене мерне несигурности примера H.2 датог у GUM-у

u′c u′′c

(
u′′
c

u′
c
− 1
)

100%

R 0, 071 Ω 0, 195 Ω 174%
X 0, 295 Ω 0, 201 Ω -32%
Z 0, 236 Ω 0.204 Ω -14%

У раду [43] описан jе начин одређивања мерне несигурности коришћењем копула
приликом генерисања корелисаних величина коришћењем Монте Карло методе. У раду
jе дискутован пример GUM H.2 и дата jе имплементациjа кода у R програмском jезику.
Генерисане случаjне променљиве имаjу Студентову t расподелу.

У докторскоj тези [44] у 4.2.2.2 одређена jе мерна несигурност фазне разлике
коришћењем развиjеног MSAL (Modified simple algorithm). Извршен jе експеримент
одабирањем напона коришћењем волтметара Agilent 3458A на основу чиjих одбирака
jе одређен фазни став два напона, а затим и мерна несигурност.

Пропагациjа мерне несигурности корелисаних улазних величина поред примене у
области електричних мерења проналази примену и у другим областима. У области
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хемиjе рад [45] разматра коришћење коефициjента корелациjе како би се редуковала
мерна несигурност. Радови [46, 47] баве се одређивањем мерне несигурности
корелисаних величина у одређивању PIV (Particle Image Velocimetry). Поређење
Монте Карло методе и GUM-а за одређивање мерне несигурности користећи Бринелов
и Викерсов тест приказано jе у раду [48]. Показано jе да се у случаjу датом у раду,
узимаjући у обзир корелациjу, вредност мерне несигурности смањуjе за 10%.
Одређивање мерне несигурности коришћењем UPV (Ultrasonic Pulse Velocity) теста
дато jе у раду [49]. Разматране су различите методе за одређивање мерне
несигурности: GUM, Монте Карло, Крагтен и К2 метод, као и случаjеви са и без
корелациjе између улазних величина.



Глава 2

Теориjске основе

У потпоглављу 2.1 представњено jе тренутно стање у области. Представљена jе
MULTIRNG метода као стандардно решење за генерисање корелисаних случаjних
променљивих са униформном расподелом. У потпоглављу 2.2 дат jе приказ нове
методе за генерисање корелисаних случаjних променљивих са униформном
расподелом. У делу 2.2.1 приказане су теориjске основе развиjене методе, у 2.2.2
описан jе поступак имплементациjе методе и на краjу у деловима 2.2.3 и 2.2.4 дато jе
одређивање Пирсоновог коефициjента корелациjе, као и његово одступање од задатог
коефициjента корелациjе на основу чега jе дат предлог за корекциjу одступања.

Математичка извођења су дата у додатку А.

2.1 Стање у области

Нека jе X случаjна променљива непрекидног типа са функциjом расподеле FX .
Случаjна променљива Y дефинисана са Y = FX(X) има униформну U(0, 1) расподелу.
Примењена трансформациjа назива се интегрална трансформациjа вероватноће
(Probability Integral Transform — PIT) [50–52].

Ако jе X случаjна променљива са униформном U(0, 1) расподелом и ако jе Y
непрекидна случаjна променљива, онда случаjна променљива F−1

Y (X), где jе FY

функциjа расподеле случаjне променљиве Y, има исту функциjу расподеле као и
случаjна променљива Y. Примењена трансформациjа F−1

Y (X) назива се инверзна
интегрална трансформациjа вероватноће (Inverse Probability Integral Transform - IPIT)
[53, 54].

23
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За реализациjу вишедимензионалне случаjне променљиве са дефинисаним
коефициjентима корелациjе као стандардно решење користи се NORTA
трансформациjа (NORmal To Anything). Циљ NORTA трансформациjе jе да генерише
n-димензионалну случаjну променљиву (случаjни вектор) Z = [Z1, Z2, ..., Zn] полазећи
од случаjног вектора X = [X1, X2, ..., Xn], коjи има нормалну n-димензионалну
расподелу. За случаjни вектор коjи се генерише Z = [Z1, Z2, ..., Zn] захтева се:

• да су маргиналне расподеле Zi случаjне променљиве непрекидног типа и да имаjу
задате теориjске функциjе расподела FZi

, i = 1, 2, 3..., n и

• да корелациона матрица Corr[X] буде jеднака задатоj матрици Σ, где jе

Σ =


1 σ12 . . . σ1n

σ21 1 . . . σ2n
...

... . . . ...
σn1 σn2 . . . 1

 , (2.1)

σij = σji, за i 6= j и σij ∈ [−1, 1].

n-димензионална случаjна променљива Z jе генерисана полазећи од
мултивариjантне нормалне случаjне променљиве X = [X1, X2, ..., Xn], чиjа jе
корелациона матрица ΣX .

Дакле,
Z =

[
F−1
Z1

(Φ(X1)) , F−1
Z2

(Φ(X2)) , ..., F−1
Zn

(Φ(Xn))
]
, (2.2)

где jе Φ функциjа расподеле случаjне променљиве са стандардном нормалном
расподелом, F−1

Zi
представља инверзну функциjу функциjе расподеле FZi

, ρXiXj
jе

Пирсонов коефициjент корелациjе између случаjних променљивих Xi и Xj за i 6= j и
ρXiXi

= σii.

Трансформациjом (2.2) n-димензионална случаjна променљива X = [X1, X2, ..., Xn]
прво се трансформише у случаjну променљиву [Φ(X1),Φ(X2), . . . ,Φ(Xn)] чиjа свака
координата има униформну расподелу, применом PIT трансформациjе. Затим се
вишедимензионална случаjна променљива [Φ(X1),Φ(X2), . . . ,Φ(Xn)] трансформише у
вишедимензионалну случаjну променљиву Z са задатом расподелом применом IPIT
трансформациjе [55–58].

На примеру n = 2 илуструjе се примена NORTA методе jер jе то од интереса за
истраживање приказано у оквиру тезе. Прво се генерише помоћна дводимензионална
случаjна променљива Y = [Y1, Y2], где су Y1 и Y2 независне случаjне променљиве са
стандардном нормалном расподелом.
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Следећи корак jе генерисање дводимензионалне случаjне променљиве X = [X1, X2],
где су X1 и X2 случаjне променљиве са стандардном нормалном расподелом такве да
jе Пирсонов коефициjент корелациjе ρX1X2 = ρ.

Применом трансформациjе X = Y L,1 где jе

L =

[
1 ρ

0
√

1− ρ2

]
,

добиjа се

X = Y L =
[
Y1 Y2

] [1 ρ

0
√

1− ρ2

]
=
[
Y1 ρY1 +

√
1− ρ2Y2

]
.

Применом PIT трансформациjе на дводимензионалну случаjну променљиву X =
[X1, X2] добиjа се дводимензионална случаjна променљива [Φ(X1),Φ(X2)], где случаjне
променљиве Φ(X1) и Φ(X2) имаjу униформне расподеле на интервалу (0, 1) и за њихов
Пирсонов коефициjент корелациjе важи ρΦ(X1)Φ(X2) ≈ ρ.

Имплементациjа NORTA трансформациjе дата jе у програмском jезику R, као део
пакета MultiRNG (Multivariate Pseudo-Random Number Generation) [60].

NORTA трансформациjа ниjе ефикасан метод jер захтева генерисање случаjне
променљиве са нормалном расподелом. Алгоритми за генерисање случаjних броjева са
нормалном расподелом засниваjу се на генераторима случаjних броjева са
униформном расподелом. Такође, примена PIT трансформациjе може бити временски
захтевна због великог броjа инструкциjа за израчунавање. Због наведених разлога,
развиjена jе нова метода за генерисање случаjних броjева са дефинисаним
коефициjентом корелациjе коjа полази од униформне U(−1, 1) расподеле, примењуjући
jедноставне трансформациjе.

2.2 FOLD метода

Полазећи од две независне случаjне променљиве X и Y са униформном
расподелом на интервалу (−1, 1) и задатим коефициjентом корелациjе k генерише се

1Како би се извршила NORTA трансформациjа неопходно применити декомпозициjу Холеског на
корелациону матрицу. Декомпозициjа Холеског представља факторизациjу матрице на производ доње
троугаоне матрице и њене конjуговано транспоноване матрице [59]. Применом декомпозициjе Холеског
добиjа се матрица

L =

[
1 ρ

0
√
1− ρ2

]
.
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случаjна променљива V коjа, такође има унифомну U(−1, 1) расподелу. Примењена
трансформациjа за добиjање случаjне променљиве V подсећа на пресавиjање папира,
од чега jе и проистекао назив за FOLD методу. У [7] дефинисана jе FOLD метода и
она представља и jедан од главних резултата тезе. У овом поглављу су детаљно
обjашњене теориjске основе, а затим и имплементациjа FOLD методе.

Као резултат примене FOLD методе, добиjени Пирсонов коефициjент корелациjе
ρXV треба да буде jеднак задатом коефициjенту корелациjе k. Одређивање Пирсоновог
коефициjента корелациjе између случаjних променљивих X и V дато jе у 2.2.3. Након
уоченог одступања предложен jе начин корекциjе грешке како би се задовољио услов
ρXV = k, што jе дискутовано у 2.2.4.

Резултати приказани у овом делу представљаjу оригинални део тезе и публиковани
су у [7].

2.2.1 Теориjске основе FOLD методе

Нека су X и Y независне случаjне променљиве са униформном расподелом на
интервалу (−1, 1). Посматра се случаjна променљива W дефинисана са

W = kX +
√

1− k2 Y, 0 < |k| < 1, (2.3)

где jе k задати коефициjент корелациjе између случаjних променљивих X и W .
Случаjна променљива W дата изразом (2.3) представља се у облику

W = X1 + Y1,

где jе X1 = kX и Y1 =
√

1− k2 Y.

Случаjна променљива X1 има униформну U(−|k|, |k|) расподелу и случаjна
променљива Y1 има униформну U(−

√
1− k2,

√
1− k2) расподелу, поглавље А.2.

Из независности случаjних променљивих X и Y, следи независност случаjних
променљивих X1 и Y1.

Функциjа густине случаjне променљиве W одређена jе у потпоглављу А.3. Функциjе
густине дате са (А.1) и (А.2) се могу записати као

ϕW (w) =


w+A+B

4AB
, w ∈ (−A−B,−A+B]

1
2A
, w ∈ [−A+B,A−B]

−w+A+B
4AB

, w ∈ [A−B,A+B)

0, иначе

, (2.4)
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где jе A = max(|k|,
√

1− k2) и B = min(|k|,
√

1− k2).

Добиjена функциjа густине случаjне променљиве W , за k 6= ±
√

2
2
, приказана jе на

слици 2.1, a за k = ±
√

2
2
, приказана jе на слици 2.2.

−A−B −A+B 0 A−B A+B

1/(2A)

w

ϕW (w)

Слика 2.1: Функциjа густине случаjне променљиве W за k 6= ±
√

2
2

−
√

2 0
√

2

√
2/2

w

ϕW (w)

Слика 2.2: Функциjа густине случаjне променљиве W за k = ±
√

2
2

Функциjа расподеле случаjне променљиве W, чиjе jе извођење дато у потпоглављу
А.3, jе

FW (w) =



0, w ∈ (−∞,−A−B]
w2+2(A+B)w+(A+B)2

8AB
, w ∈ (−A−B,−A+B]

w+A
2A

, w ∈ (−A+B,A−B]

1 + −w2+2(A+B)w−(A+B)2

8AB
, w ∈ (A−B,A+B]

1, w ∈ (A+B,∞)

. (2.5)

Даље се посматра случаjна променљива

W1 =
W

A
, (2.6)
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чиjа jе функциjа густине

ϕW1(w1) =


Aw1+A+B

4B
, −1− B

A
< w1 ≤ −1 + B

A
1
2
, −1 + B

A
≤ w1 ≤ 1− B

A
−Aw1+A+B

4B
, 1− B

A
≤ w1 < 1 + B

A

0, иначе

, (2.7)

а извођењe je датo у потпоглављу А.4.

Функциjа густине случаjне променљиве W1 за задати коефициjент корелациjе k 6=
±
√

2
2

приказана jе на слици 2.3, док jе за задати коефициjент корелациjе k = ±
√

2
2

приказана на слици 2.4.

−1−
B

A
−1 +

B

A

0
1−

B

A
1 +

B

A

1/2

w1

ϕW1(w1)

Слика 2.3: Функциjа густине случаjне променљиве W1 за k 6= ±
√

2
2

−2 0 2

1/2

w1

ϕW1(w1)

Слика 2.4: Функциjа густине случаjне променљиве W1 за k = ±
√

2
2

За добиjање случаjне променљиве са униформном U(−1, 1) расподелом, неопходно
jе извршити одговараjућу геометриjску трансформациjу.



ГЛАВА 2. ТЕОРИJСКЕ ОСНОВЕ 29

На сликама 2.5 и 2.6 приказане су геометриjске трансформациjе за k 6= ±
√

2
2

и за
k = ±

√
2

2
, редом.

−1 0 1−1− B
A

−1 + B
A

1− B
A

1 + B
A

1/4

1/2

T1

T2

T3

T4

Слика 2.5: Геометриjска трансформациjа примењена на функциjу густине случаjне
променљиве W1 за k 6= ±

√
2

2

−2 −1 0 1 2

1/4

1/2

T1

T2

T3

T4

Слика 2.6: Геометриjска трансформациjа примењена на функциjу густине случаjне
променљиве W1 за k = ±

√
2

2

На слици 2.3 jе приказан трапез одређен графиком функциjе густине ϕW1(w1) и
w1-осом за w1 ∈ [−1 − B

A
, 1 + B

A
]. Jедна бочна страница трапеза jе одређена тачкама

(−1 − B
A
, 0) и (−1 + B

A
, 1

2
) и њена средина jе одређена тачком (−1, 1

4
). Слично, друга

бочна страница jе одређена тачкама (1 − B
A
, 1

2
) и (1 + B

A
, 0) и њена средина jе одређена

тачком (1, 1
4
).

Површина троугла T1, чиjа темена припрадаjу скупу {(−1 − B
A
, 0), (−1, 0), (−1, 1

4
)}

jеднака jе површини троугла T2, чиjа темена припадаjу скупу
{(−1, 1

4
), (−1, 1

2
), (−1 + B

A
, 1

2
)}. Такође, троугао T3, чиjа темена припадаjу скупу

{(1, 0), (1, 1
4
), (1 + B

A
, 0)} и за троугао T4, чиjа темена припадаjу скупу

{(1 − B
A
, 1

2
), (1, 1

4
), (1, 1

2
)}, имаjу међусобно jеднаке површине. Како би се случаjна

променљива W1 са трапезном расподелом трансформисала у случаjну променљиву са
униформном U(−1, 1) расподелом неопходно jе троугао T1 пресликати на троугао T2,
као и троугао T3 пресликати на троугао T4, као што jе приказано на слици 2.5.
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За свако w1 ∈ (−1− B
A
,−1] jе w1 = −1− d, где jе d = | − 1− w1| растоjање w1 од -1.

Нека jе w′1 = −1 + d, w′1 ∈ [−1,−1 + B
A

). Тада jе

ϕW1(w1) + ϕW1(w
′
1) =

1

2
. (2.8)

Слично, за свако w1 ∈ [1, 1 + B
A

) где jе w1 = 1 + d, где jе d = |1− w1| важи (2.8), где
jе w′1 = 1− d, w′1 ∈ [1− B

A
, 1).

У случаjу када jе k = ±
√

2
2

геометриjска трансформациjа се примењуjе слично, као
што jе и приказано на слици 2.6. Троугао T1 се пресликава на троугаo T2 и троугао T3

се пресликава на троугao T4, тако да важи jеднакост (2.8).

Описана геометриjска трансформациjа, трапез, тj. троугао трансформише у
полуотворени правоугаоник (−1, 1) × (0, 1

2
], приказан на слици 2.7, ограничен x-осом и

хоризонталном линиjом f(x) = 1
2
за x ∈ (−1, 1).

−1 0 1

1/2

x

f(x)

Слика 2.7: Полуотворени правоугаоник добиjен након примене геометриjске
трансформациjе на трапез и троугао

Посматра се функциjа

ϕV (v) =

{
1
2
, v ∈ (−1, 1)

0, иначе
. (2.9)

Ова функциjа jе ненегативна и
∞∫
−∞

ϕV (v)dv = 1, одакле се може закључити да

функциjа ϕV (v) представља функциjу густине случаjне променљиве са униформном
расподелом на интервалу (−1, 1). У даљем тексту случаjна променљива одређена са
(2.9) jе означена са V, тj. случаjна променљива V jе трансформациjа случаjне
променљиве W1. Као што jе показано, случаjна променљива V има униформну
U(−1, 1) расподелу.
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Описана геометриjска трансформациjа случаjне променљиве W1 у случаjну
променљиву V може се записати изразом

V =


−2−W1, W1 ≤ −1
2−W1, 1 ≤ W1

W1, иначе
. (2.10)

2.2.2 Имплементациjа FOLD методе

Како би се потврдили резултати добиjени теориjским извођењем у претходном
потпоглављу, реализован jе код у ком jе имплементиран описани поступак. Алгоритам
извршавања дат jе псеудокодом у алгоритму 1.

Алгоритам 1: Псеудокод имплементациjе FOLD методе
постави k на задату вредност корелациjе у опсегу(−1, 1)\{0}
постави l на

√
1− k2

постави A на max(|k|, l)
преузми X позивом функциjе nympy.random.uniform
преузми Y позивом функциjе nympy.random.uniform
постави V на празан низ
за сваки елемент у X и Y

постави W1 на (kX + lY )/A
ако jе W1 ≤ −1 ондa

додаj (−2−W1) на V
а ако jе W1 ≥ 1 ондa

додаj (2−W1) на V
у супротном

додаj W1 на V
краj

Првобитно jе код написан у Паjтон програмском jезику због jедноставности
имплементациjе. Проблем коjи се jавио jе непостоjање реализациjе стандардне методе,
па jе стога код реализован и у R програмском jезику. Због коришћења већ
реализованих функциjа у Паjтон и R програмском jезику чиjим реализациjама jе
тешко приступити, а како би се добиjени резултати додатно потврдили, извршена jе
реализациjа и у С++ програмском jезику без коришћења додатних функциjа.
Реализовани кодови дати су у Б.1, Б.2 и Б.3.

Симулациjе су извршаване на рачунару са 16 GB RAM мемориjе радног такта
2667 MHz и процесором Intel i7 8700 радног такта 3,2 GHz. Како би се смањио утицаj
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оперативног система са позадинским процесима, код jе покретан на Manjaro
оперативном систему базираном на Arch Linux дистрибуциjи. Сви кодови су покретани
без графичког интерфеjса из командне линиjе како би се вероватноћа за поjавом
позадинског програма, коjи би продужио време извршавања кода свела на минимум.

Код описан алгоритмом 1 започиње дефинисањем вредности задатог коефициjента
корелациjе, коjи мора бити у опсегу (−1, 1)\{0} и додељуjе се променљивоj означеноj
са k. Пошто се у генерисању случаjне променљиве V више пута рачуна

√
1− k2, а

како би се код максимално оптимизовао, ова константа jе одређена на почетку
извршавања кода и додељуjе се променљивоj l. Након тога се одређуjе константа A
као max(|k|,

√
1− k2). Реализациjе случаjних променљивих, у псеудокоду означене са

X и Y , се добиjаjу као низови броjева коjи представљаjу реализоване вредности
случаjних променљивих X и Y са униформном U(−1, 1) расподелом. У Паjтон
програмском jезику се добиjаjу реализоване вредности случаjне променљиве са
униформном расподелом коришћењем функциjе random.uniform из пакета numpy, у
R програмском jезику коришћењем функциjе runif и у C++ програмском jезику
коришћењем класе uniform_real_distribution из библиотеке random. У симулациjама
за поређење перформанси алгоритма за генерисање случаjних броjева са задатим
коефициjентом корелациjе симулирани вектори су садржали 106 елемената. На
слици 2.8 приказане су функциjе густине случаjне променљиве (X, Y ), као и
проjекциjа функциjе густине на xy-раван и хистограми реализованих вредности за
случаjне променљиве X и Y.

Слика 2.8: Функциjа густине случаjне променљиве (X, Y ), проjекциjа функциjе густине
на xy-раван и хистограми реализованих вредности за случаjне променљиве X и Y
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На слици 2.8 десно може се уочити равномерна расподела на квадрату чиjа су темена
(−1,−1), (−1, 1), (1,−1) и (1, 1) за генерисане независне случаjне променљиве X и Y.

Након генерисања формиран jе низ за смештање резултата добиjених
трансформациjом FOLD методом и означен jе са V. У међукораку су реализоване
вредности случаjне променљиве W1, коjа jе дефинисана изразом (2.6).

Функциjа густине случаjне променљиве (X,W1), проjекциjа функциjе густине на
xw1-раван и хистограми реализованих вредности за случаjне променљиве X и W1 за
коефициjент корелациjе k = 0, 4 приказани су на слици 2.9.

Слика 2.9: Функциjа густине случаjне променљиве (X,W1), проjекциjа функциjе густине
на xw1-раван и хистограми реализованих вредности за случаjне променљиве X и W1 за
k = 0, 4

Функциjа густине случаjне променљиве (X,W1), проjекциjа функциjе густине на
xw1-раван и хистограми реализованих вредности за случаjне променљиве X и W1 за
коефициjент корелациjе k = ±

√
2

2
приказани су на слици 2.10.

Прикази хистограма реализованих вредности случаjне променљиве W1 добиjених
симулационим путем приказаних на сликама 2.9 и 2.10 су у сагласности са резултатима
добиjеним теориjским путем датим изразом за функциjу густине (2.7) и приказаним на
сликама 2.3 и 2.4. Важно jе истаћи да се троугаона расподела добиjа само за коефициjент
корелациjе k = ±

√
2

2
.
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Слика 2.10: Функциjа густине случаjне променљиве (X,W1), проjекциjа функциjе
густине на xw1-раван и хистограми реализованих вредности за случаjне променљиве
X и W1 за k = ±

√
2

2

Након генерисања променљиве W1 у коду њена вредност се проверава и у случаjу
да jе мања од −1 или већа од 1 врши се трансформациjа описана jедначином (2.10).
Резултуjући низ V представља низ 106 реализациjа случаjне променљиве V, коjа има
униформну U(−1, 1) расподелу.

Проjекциjа функциjе густине на xv-раван и хистограми реализованих вредности за
случаjне променљиве X и V за коефициjенте корелациjе у опсегу између 0, 1 и 0, 9 са
кораком 0, 1 приказани су на слици 2.11.

На слици 2.11 се могу уочити тамниjи троуглови, ограничени тачкама A1B1H1 и
F1E1D1 за задати коефициjент корелациjе мањи од

√
2

2
, као и троуглови A1B1F1 и

C1D1E1 у случаjу да jе задати коефициjент корелациjе већи од
√

2
2
. Ови троуглови су

директна последица геометриjске трансформациjе FOLD методе. Такође, битно jе
истаћи да за било коjу вредност задатог коефициjента корелациjе маргинална густина
случаjне променљиве V jе униформна на интервалу (−1, 1).
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Слика 2.11: Проjекциjа функциjе густине на xv-раван и хистограми реализованих
вредности за случаjне променљиве X и V за различите вредности задатог коефициjента
корелациjе
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2.2.3 Пирсонов коефициjент корелациjе

Пирсонов коефициjент корелациjе између случаjних променљивих X и V дат jе са

ρXV (k) =

 −3
8

(
|k|√
1−k2

)2

+ |k|√
1−k2 , 0 < |k| ≤

√
2

2

1
8

(√
1−k2
|k|

)3

− 1
2

(√
1−k2
|k|

)2

+ 1,
√

2
2
< |k| < 1

. (2.11)

Целокупно извођење ρXV дато jе у потпоглављу А.5.

Слика 2.12: Зависност Пирсоновог од задатог коефициjента корелациjе и зависност
жељеног од задатог коефициjента корелациjе

На основу израза (2.11) уочено jе да постоjи разлика између задатог коефициjента
корелациjе k, коjи jе дефинисан на почетку алгоритма, и Пирсоновог коефициjента
корелациjе након трансформациjе ρXV . На слици 2.12 jе приказан график ρXV (k), као
и график коjи представља жељену вредност ρXV = k.
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2.2.4 Корекциjа одступања добиjеног Пирсоновог коефициjента
корелациjе од задатог коефициjента корелациjе

Услед одступања Пирсоновог коефициjента корелациjе ρXV од задатог
коефициjента корелациjе k, извршена jе корекциjа коришћењем инверзне функциjе
ρ−1
XV (k). Одређивање инверзне функциjе jе описано у потпоглављу А.6. Добиjена

инверзна функциjа дата jе са

ρ−1
XV (k) =


1−
√

1− 3
2
k√(√

1− 3
2
k−1

)2
+ 9

16

, 0 < |k| ≤ 5
8

6√
(− 3√4((1−

√
3i) 3√Σ−∆+(1+

√
3i) 3√Σ+∆)+8)

2
+36

, 5
8
< |k| < 1

, (2.12)

где jе Σ = 27k − 11 и ∆ = 3
√

3
√

27k2 − 22k − 5.

Задати коефициjент корелациjе k се прослеђуjе као параметар инверзноj функциjи
ρ−1
XV (k), а добиjена вредност се прослеђуjе као кориговани задати коефициjент

корелациjе r алгоритму описаном у алгоритму 1. На пример, у случаjу да се жели
добити Пирсонов коефициjент корелациjе ρXV = 0.5 између случаjних променљивих X
и V неопходно jе одредити r = ρ−1

XV (k) = 0.5547 и та вредност се прослеђуjе као улазни
параметар FOLD методи. Након корекциjе и примене FOLD трансформациjе,
Пирсонов коефициjент корелациjе између случаjних променљивих X и V jе
ρXV (k) = 0.5. Поменути пример приказан jе на слици 2.13. Такође, приказане су и
зависности r = ρ−1

XV (k), као и k = ρXV (r). Важно jе истаћи да у (2.12) инверзна
функциjа за 5

8
< |k| < 1 jе комплексна, али jе кодомен за

√
2

2
< |k| < 1 подскуп скупа

реалних броjева. Да би се применила корекциjа неопходно jе користити или
реализовати библиотеку за рад са комплексним броjевима што би додатно
закомпликовало и продужило време извршавања FOLD методе.
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Слика 2.13: Зависност коефициjента корелациjе k = k(r) коришћењем инверзне
функциjе ρ−1

XV (r)



Глава 3

Поређење постоjеће и развиjене методе

У овом поглављу описано jе поређење постоjеће MVUD и развиjене FOLD методе.
Поређење на основу емпириjских података jе извршено по два параметра: брзини
извршавања алгоритма и поређењу одступања задатог од узорачког коефициjента
корелациjе. Поређење по брзини детаљно jе дискутовано у потпоглављу 3.1.
Одступање задатог од узорачког коефициjента корелациjе изложено jе у потпоглављу
3.2.

На основу резултата добиjених у делу 2.2.4 извршена jе корекциjа резултата и
добиjени резултати приказани су у делу 3.3.1. Како би се избегла потреба за
коришћењем математичког апарата комплексне анализе за одређивање инверзне
функциjе, а самим тим и убрзао алгоритам одређивања корекциjе, на основу
резултата добиjених симулациjама апроксимирана jе инверзна функциjа коришћењем
полиномиjалне функциjе што jе приказано у делу 3.3.2.

На краjу jе у потпоглављу 3.4 дат приказ одступања задатог од узорачког
коефициjента корелациjе након примењених корекциjа. Такође, извршено jе поређење
стандардне и развиjене методе по одступању задатог од узорачког коефициjента након
корекциjе развиjене методе.

3.1 Поређење по брзини извршавања

Како би се извршило поређење MVUD и FOLD методе, симулациjе су извршене у
R програмском jезику. Разлог за коришћење R програмског jезика jе библиотека
MULTIRNG коjа се може преузети са CRAN (Comprehensive R Archive Network)
репозиториjума библиотека. MULTIRNG библиотека садржи функциjу

39
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draw.d.variate.uniform коjа на основу прослеђених параметара, корелационе матрице
и броjа елемената коjи ће се генерисати генерише низове броjева са међусобно
дефинисаним коефициjентом корелациjе, види [61].

Реализациjа FOLD методе у програмском jезику R извршена jе на основу кода датог
у потпоглављу Б.2.

(а) MVUD метода

(б) FOLD метода

Слика 3.1: Зависност времена извршавања од задатог коефициjента корелациjе
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Зависно од коефициjента корелациjе посматрано jе време потребно за генерисање
107 вредности по MVUD и FOLD методи. Прослеђени коефициjент jе мењан између
−1 и 1 са кораком 0, 05. На слици 3.1 прикани су добиjени резултати зависности
времена извршавања алгоритма од задатог коефициjента корелациjе. За сваку
вредност коефициjента корелациjе извршено jе 30 понављања са по 107 вредности у
сваком понављању. Зато су на графицима приказане средње вредности времена
потребног за генерисање како би се минимализовао утицаj позадинских процеса
оперативног система.

Добиjени резултати приказани на слици 3.1 показуjу да jе развиjена FOLD метода
временски ефикасниjа од стандардне MVUD методе. MVUD метода примењуjе
идентичну трансформациjу без обзира на задати коефициjент корелациjе, па jе због
тога и време неопходно за генерисање константно. FOLD метода наjвише инструкциjа
извршава у случаjу троугаоне расподеле за k =

√
2

2
, па jе тада и време неопходно за

генерисање случаjне променљиве наjвеће.

На слици 3.2 приказан jе однос времена извршавања ξ као количник времена
потребног за генерисање MVUD и FOLD методе. Резултати указуjу да jе развиjена
метода бар два пута временски ефикасниjа од стандардне методе.

Слика 3.2: Однос времена извршавања MVUD и FOLD методе

Овде jе важно истаћи да се draw.d.variate.uniform функциjа може користити за
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генерисање случаjне променљиве са униформном расподелом и дефинисаним
коефициjентом корелациjе (дате корелационом матрицом), види потпоглавље 2.1,
полазећи од две униформне расподеле било коjих граница, док за генерисање FOLD
метода мора полазити од случаjних променљивих са униформном U(−1, 1)
расподелом, види потпоглавље 2.2. Такође, MVUD метода може генерисати
вишедимензионалну случаjну променљиву, док FOLD метода може генерисати само
дводимензионалну случаjну променљиву. Због наведених разлога, MVUD метода
draw.d.variate.uniform имплементирана jе и оптимизована само за случаj генерисања
дводимензионалне случаjне променљиве са дефинисаним коефициjентом корелациjе.
Имплементациjа jе извршена у С++ програмском jезику, а код jе дат у листингу кода
Б.4.

На слици 3.3 приказана jе зависност времена од коефициjента корелациjе за FOLD
методу и оптимизовану MVUD методу.

Слика 3.3: Зависност времена извршавања од задатог коефициjента корелациjе након
оптимизациjе MVUD у С++ програмском jезику

Оптимизациjа jе извршена тако да MVUD метода сада полази од две униформне
U(−1, 1) расподеле, где се уз помоћ њих на сличан начин као и код FOLD методе,
израз (2.3), добиjа случаjна променљива са трапезном расподелом. Након генерисања
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трапезне случаjне променљиве она се применом PIT трансформациjе, види потпоглавље
2.1, трансформише у униформну U(−1, 1) расподелу.

Оптимизациjа jе пре свега извршена при генерисању случаjних променљивих. Како
би се генерисала случаjна променљива нормалне расподеле неопходно jе генерисати
више случаjних променљивих са униформном расподелом [62–64]. Зато jе потребно
више времена за генерисање случаjне променљиве нормалне расподеле, него у случаjу
генерисања случаjне променљиве униформне расподеле. Такође, важно jе истаћи да jе
за оваj случаj коришћена функциjа расподеле трапезне случаjне променљиве (2.5), где
jе прорачун коефициjената максимално оптимизован (константе c1, c2 и c3 у листингу
кода Б.4).

Након оптимизациjе, извршавање MVUD методе jе знатно брже, али jе и даље
FOLD метода бржа jер се извршава мањи броj инструкциjа због тога што FOLD
метода користи мање захтевне трансформациjе. Важно jе истаћи да се у резултатима
приказаним на слици 3.3 узимало у обзир и време неопходно за генерисање полазних
случаjних променљивих са униформном U(−1, 1) расподелом, па због тога сам
допринос jедноставности трансформациjе не долази до изражаjа.

3.2 Поређење одступања задатог од узорачког
коефициjента корелациjе

Приликом генерисања случаjних променљивих са задатим коефициjентом
корелациjе, поред мерења времена добиjена су и значаjна одступања задатог и
добиjеног коефициjента корелациjе. На слици 3.4 приказана jе грешка дефинисана као
разлика добиjеног и задатог коефициjента корелациjе (δ = rXV (k)− k), и то за МVUD
методу на слици 3.4(а), а за FOLD методу слика 3.4(б).

Одступање задатог од добиjеног коефициjента корелациjе jе и до четири пута веће
у случаjу коришћења FOLD методе у односу на MVUD методу.

3.3 Корекциjа одступања задатог од узорачког
коефициjента корелациjе

На основу резултата добиjених симулациjама уочено jе присуство систематске
грешке и у случаjу коришћења MVUD и у случаjу коришћења FOLD методе. Због
тога jе предложена корекциjа резултата добиjених FOLD методом, и то на основу
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добиjених теориjских резултата датих у делу 2.2.4, као и интерполациjом функциjе на
основу резултата добиjених симулациjама. Кориговање резултата биће приказано за
k > 0, jер се због симетриjе за вредности k < 0 добиjаjу исти резултати.

(а) MVUD метода

(б) FOLD метода

Слика 3.4: Зависност грешке од задатог коефициjента корелациjе

MVUD метода jе имплементирана у посебном пакету у R програмском jезику и на
њене резултате ниjе примењена корекциjа. Важно jе истаћи да се на MVUD методу
могу применити исте методе за корекциjу као и код FOLD методе, али ће у даљем раду
бити разматран само случаj корекциjе FOLD методе.
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3.3.1 Кориговање одступања тражењем инверзне функциjе

У потпоглављу А.6 одређена jе инверзна функциjа ρ−1
XV (k) применом коjе jе извршена

корекциjа одступања задатог од жељеног коефициjента корелациjе. Разлика задатог од
добиjеног коефициjента корелациjе након примењене корекциjе приказана jе на слици
3.5 за симулираних 107 елемената са променом задатог коефициjента корелациjе од 0
до 1 са кораком 0, 01.

Слика 3.5: Одступање задатог од добиjеног коефициjента корелациjе (δ∗) у зависности
од задатог коефициjента корелациjе након примењене корекциjе помоћу инверзне
функциjе ρ−1

XV (k)

Проблем коjи се jавља приликом коришћења оваквог начина корекциjе jе потреба
за коришћењем алата комплексне анализе како би се одредила коригована вредност
коефициjента корелациjе коjу jе потребно задати алгоритму. У R програмском jезику,
као и у Паjтону могуће jе без коришћења додатних библиотека вршити израчунавања
са комплексним броjевима, док то, на пример, ниjе могуће у C++.

Због наведеног проблема предложено jе jедноставниjе решење где ће се, на основу
резултата добиjених емпириjским путем, интерполирати инверзна функциjа помоћу коjе
ће се извршити корекциjа коефициjента корелациjе.
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3.3.2 Кориговање одступања интерполациjом

Нека jе добиjени коефициjент корелациjе дефинисан као r = g(k), где g(·)
представља функциjу зависности коефициjента корелациjе између случаjних
променљивих X и V од задатог коефициjента корелациjе k. У идеалном случаjу
задати и добиjени коефициjент корелациjе би требало да буду jеднаки. Одступање
добиjеног од задатог коефициjента корелациjе приказано jе на слици 3.4(б). Да би се
грешка редуковала, неопходно jе пронаћи инверзну функциjу g−1(k). Како би се
смањио броj операциjа приликом вршења корекциjе, одређена jе псеудоинверзна
функциjа g(−1)(k) на основу резултата симулациjе коришћењем функциjе polyfit из
пакета numpy. Псеудоинверзна функциjа jе интерполирана полиномиjалном
функциjом шестог степена кроз тачке са координатама (rXV , k), [65].

Одређена полиномиjална функциjа дата jе са g(−1)(k) = 7, 2852673k6−10, 533441k5 +
5, 8459962k4− 1, 9026393k3 + 0, 59244862k2 + 0, 9881977k+ 0, 000216031 за |k| ∈ (0, 5

8
] и са

g(−1)(k) = −23, 631979k6 + 111, 21638832k5 − 217, 168627k4 + 225, 7227k3 − 131, 39157k2 +
41, 039752k − 4, 7865495 за |k| ∈ (5

8
, 1).

На основу одређене полиномиjалне функциjе извршена jе корекциjа и резултати су
приказани на слици 3.6.

Слика 3.6: Одступање задатог од добиjеног коефициjента корелациjе (δ∗) у зависности
од задатог коефициjента корелациjе након примењене корекциjе полиномиjалном
функциjом
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3.4 Поређење одступања задатог од узорачког
коефициjента корелациjе након корекциjе

На основу резултата приказаних на слици 3.4(б) разлика задатог и узорачког
коефициjента корелациjе jе и до 0, 082. Применом корекциjе коришћењем инверзне
функциjе добиjене теориjским извођењем добиjена вредност разлике задатог и
узорачког коефициjента корелациjе jе до 0, 0006. У случаjу примене инверзне
функциjе добиjене интерполациjом разлика задатог и узорачког коефициjента
корелациjе jе до 0, 00061. Пошто jе одступање задатог и узорачког коефциjента
корелациjе након примене инверзне функциjе по обе методе истог реда величине, у
коду датом у потпоглављу Б.7 коришћена jе инверзна функциjа одређена
интерполациjом због jедноставних аритметичких операциjа. На таj начини постоjање
систематске грешке приказано на слици 3.4(б) jе отклоњено, па jе одступање сведено
на ниво случаjне грешке применом инверзних функциjа.

Поређењем одступања задатог и добиjеног коефциjента корелациjе MVUD методе
и FOLD методе, добиjа се да jе након примењене корекциjе одступање добиjено FOLD
методом и до 25 пута мање у односу на MVUD методу. Важно jе истаћи да се корекциjа
може применити на MVUD методу, али то jош увек ниjе имплементирано у функциjи
draw.d.variate.uniform.



Глава 4

Експериментална евалуациjа FOLD
методе

GUM представља стандардно аналитичко решење за одређивање мерне
несигурности. Како би се додатно потврдили добиjени резултати мерне несигурности
наjчешће се користи Монте Карло метода, jер обе методе користе различите
методологиjе за одређивање мерне несигурности.

У потпоглављу 4.1 приказана jе експериментална поставка за одређивање фактора
дељења коришћењем рациометриjске методе. Пошто се напон напаjања разделника, као
и напон на излазу разделника мере идентичним инструментом из добиjених резултата,
уочено jе присуство корелациjе. Утицаj корелациjе у рациометриjскоj методи разматран
jе у радовима [66–68].

У потпоглављу 4.2 одређена jе комбинована мерна несигурност коришћењем методе
пропагациjе мерне несигурности дефинисане GUM-ом. Мерна несигурност jе одређена
и у случаjу да су улазне величине некорелисане и у случаjу да су корелисане.

Одређивање мерне несигурности коришћењем Монте Карло методе дато jе у
потпоглављу 4.3. Монте Карло симулациjе извршене су у случаjу корелисаних улазних
величина. На основу добиjених резултата одређена jе и апроксимациjа функциjе
густине расподеле индиректно мерене величине.

У потпоглављу 4.4 дато jе поређење резултата мерне несигурности одређене GUM-ом
и Монте Карло методом. Такође, на основу добиjених резултата приказана jе важност
разматрања корелациjе улазних величина jер у супротном може доћи до потцењивања
или прецењивања мерне несигурности.

48
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4.1 Експериментална поставка

Експериментална потврда примене FOLD методе у Монте Карло симулациjама
извршена jе на примеру одређивања фактора дељења декадног делитеља отпорности,
тачниjе одређена jе мерна несигурност фактора дељења. Шема експерименталне
поставке приказана jе на слици 4.1.

Слика 4.1: Шема експерименталне поставке

Експериментална поставка се састоjи од:

• Time Electronics 5025 мултифункциjског калибратора [69],

• Genrad 1455-B отпорничког делитеља [70],

• Isotech 954 селектора [71] и

• Fluke 8846A мултиметра [72].

Time Electronics 5025 се у експерименту користи као извор jедносмерног напона,
коjи се доводи на отпорнички делитељ Genrad 1455-B. Напон се мери помоћу Fluke
8846A 61/2 цифарског мултиметра. Како би се посматрао утицаj корелациjе на резултат
мерења било jе неопходно обезбедити да мултиметар мери напон и на излазу извора,
као и на излазу делитеља напона, што jе обезбеђено коришћењем селектора Isotech 954.

Целокупан процес управљања селектором и очитавања вредности мултиметром
извршен jе посредством RS232 протокола. За контролу селектора и очитавање
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мултиметра написана jе скрипта у Паjтон програмском jезику, коjа jе дата листингом
кода Б.5. У експерименту извор jедносмерног напона подешен jе на 10 V, док се са
канала 1 (напон на излазу извора) и канала 2 (напон на излазу делитеља) селектора
напон доводи на мултиметар. На мултиметру су искључени дигитални филтри како би
се избегао њихов утицаj на резултат мерења, а самим тим и на корелациjу између
мерених напона. Напонски опсег jе подешен на 10 V, па су и мерења за све факторе
дељења добиjена на датом опсегу. Нпр. за фактор дељења 1 : 10, напон на излазу
делитеља износио би 1 V па би се напонски опсег могао спустити на 1 V. Напонски
опсег ниjе промењен како би се избегао утицаj промене опсега на коефициjент
корелациjе. Након слања команде READ, мултиметар врши очитавање напона на
улазу. У листингу кода Б.5 приликом очитавања напона шаљу се узастопно 2 команде
READ. Приликом промене канала 1 и канала 2 селектора долази до поjаве шума коjи
уноси грешку у резултат мерења. Како би се грешка елиминисала, први очитани
податак се одбацуjе, док се други користи као валидан. Због поменутог проблема
узастопно се врше два очитавања по сваком од канала селектора, а користи се по
jедан податак у даљим анализама. Измерени резултати се бележе у .csv фаjл.

У експерименту jе за сваки однос дељења, извршено по 300 мерења напона на
напонском извору U1 и на излазу делитеља U2. Коефициjент vr дељења jе вариран од
0, 05 до 0, 95, са кораком 0, 05.

Слика 4.2: Експериментална поставка
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Експериментална поставка приказана jе на слици 4.2, где jе са A означен
мултифункциjски калибратор Time Electronics 5025, са B напонски делитељ Genrad
1455-B, са C селектор Isotech 954 и са D мултиметар Fluke 8846A.

4.2 Одређивање мерне несигурности по GUM-у

На основу експерименталне поставке формиран jе математички модел. Фактор
дељења напонског делитеља дат jе изразом

vr =
U2

U1

, (4.1)

где U1 представља напон на излазу калибратора и U2 напон на излазу напонског
делитеља.

Сваки одбирак напона U1 се може описати као

U1 = U1m + δU1, (4.2)

где U1m представља измерену вредност напона U1, а δU1 представља корекциjу коjу jе
неопходно додати као естимациjу грешке инструмента. Пошто jе експеримент понављан
300 пута, наjбољу оцену U1m представља средњa вредност измерених вредности напона
U1m.

Компонента мерне несигурности типа А дефинисана jе изразом

uA(U1m) =
s(U1m)√

n
, (4.3)

где jе s(U1m) стандардна девиjациjа напона U1m, а n броj одбирака (у овом случаjу 300).

Компонента мерне несигурности типа B дефинисана jе изразом

uB(δU1) =
∆U1√

3
, (4.4)

где ∆U1 представља границе грешке узроковане инструментом коjе су дефинисане у
спецификациjи инструмента [72] као ∆U1 = ±(24 ppm измерене величине +5 ppm мерног
опсега инструмента). Пошто у спецификациjи инструмента ниjе наглашена расподела
грешке, претпостављено jе да jе она униформна, па се због тога ∆U1 дели са

√
3.

На основу вредности добиjених из израза (4.3) и (4.4) могуће jе одредити
комбиновану мерну несигурност напона U1

uC(U1) =
√
uA(U1m)2 + uB(δU1)2. (4.5)
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Такође, на исти начин могуће jе одредити комбиновану мерну несигурност напона
U2.

Релативно исказана мерна несигурност одређивања коефициjента дељења напонског
разделника vr може се посматрати у два случаjа:

• Напони U1 и U2 су некорелисани и

• Напони U1 и U2 су корелисани.

У случаjу некорелисаности напона U1 и U2 мерна несигурност vr jе дата изразом

u′C(vr) =

√(∂vr
∂U1

uC(U1)
)2

+
(∂vr
∂U2

uC(U2)
)2

=

√(
− U2

U2
1

uC(U1)
)2

+
( 1

U2

uC(U2)
)2

. (4.6)

На основу израза (4.6) релативнo исказана мерна несигурност vr jе

u′C(vr)

vr
=

√(uC(U1)

U1

)2

+
(uC(U2)

U2

)2

. (4.7)

Ако се узме у обзир да су вредности напона U1 и U2 корелисане, израз за мерну
несигурност vr jе тада

u′′C(vr) =

√(
∂vr
∂U1

uC(U1)
)2

+
(

∂vr
∂U2

uC(U2)
)2

+ 2 ∂vr
∂U1

∂vr
∂U2

uC(U1)uC(U2)rU1U2

=

√(
− U2

U2
1
uC(U1)

)2

+
(

1
U2
uC(U2)

)2

− 2 1
U2
1
uC(U1)uC(U2)rU1U2 ,

(4.8)

где rU1U2 представља израчунати коефициjент корелациjе између 300 парова напона U1

и U2.

На основу израза (4.8) релативнo исказана мерна несигурност vr у случаjу
корелисаних вредности напона U1 и U2 jе

u′′C(vr)

vr
=

√(uC(U1)

U1

)2

+
(uC(U2)

U2

)2

− 2
(uC(U1)

U1

)(uC(U2)

U2

)
rU1U2 , (4.9)

где rU1U2 представља узорачки коефициjент корелациjе између напона U1 и U2.

У изразима (4.7) и (4.9) важно jе уочити да ће у случаjу када U1 и U2 нису корелисане
долазити до смањења, односно повећања мерне несигурности коефициjента дељења у
зависности од предзнака коефициjента корелациjе између напона U1 и U2.
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У додатку В.1 дате су табеле буџета мерне несигурности за вредности фактора
дељења у опсегу од 0, 05 до 0, 95 са кораком 0, 05. У буџету мерне несигурности за
процену мерне несигурности узет jе у обзир коефициjент корелациjе одређен на основу
одбирака напона U1 и U2.

4.3 Одређивање мерне несигурности коришћењем
Монте Карло симулационе методе

Како би се потврдили резултати добиjени GUM-ом извршене су симулациjе
коришћењем Монте Карло методе. Симулациони модели за напоне U1 и U2 дати су са

U1 = U1m + uA(U1)Q+
√

3uB(U1)X

U2 = U2m + uA(U2)R +
√

3uB(U2)V,
(4.10)

где Q и R представљаjу независне случаjне променљиве са нормалном N (0, 1)
расподелом помоћу коjих се моделуjе мерна несигурност типа А. X и V представљаjу
случаjне променљиве са униформном U(−1, 1) расподелом и дефинисаним
коефициjентом корелациjе помоћу коjих се моделуjе мерна несигурност типа Б.

Пошто jе експеримент вршен на основу мерења истим инструментом, на истом опсегу
и каналу АД конвертора, претпостављено jе да jе извор корелисаности напона U1 и U2

грешка мерења инструмента. Такође, понављањем мерења мерна несигурност типа А
jе неколико десетина пута мања у односу на мерну несигурност типа Б, као што jе
приказано у табелама у прилогу В.1. Због тога jе мерна несигурност типа Б за напоне
U1 и U2 моделована помоћу MVUD и FOLD методе, са дефинисаним коефициjентом
корелациjе одређеним на основу резултата мерења.

Симулирано jе 100 милиона парова напона U1 и U2 на основу израза (4.10) након
чега jе одређен коефициjент дељења напонског делитеља дат изразом (4.1). Мерна
несигурност vr одређена jе као

u(vr) = s(vr), (4.11)

где s(vr) представља стандардну девиjациjу симулираних вредности vr.

Програмски код Монте Карло симулациjа по MVUD и FOLD методи дат jе у додатку
Б.6 и Б.7, редом.

На слици 4.3 приказана jе апроксимациjа функциjе густине на основу симулираних
вредности vr коришћем Монте Карло методе.
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Слика 4.3: Апроксимациjа функциjе густине vr добиjене Монте Карло методом
применом MVUD и FOLD методе

На слици 4.4(а) и 4.4(б) приказана jе апроксимациjа функциjе густине на основу
симулираних вредности vr коришћем Монте Карло методе применом MVUD и FOLD
методе узимаjући у обзир броj симулираних вредности vr. Симулациjе су извршене за
104, 106 и 108 вредности.

На основу услова (1.21) важно jе одабрати довољан броj симулираних вредности.
Резултати приказани на сликама 4.4(а) и 4.4(б) показуjу да што jе броj симулираних
вредности већи апроксимациjа функциjе густине jе боља. Са порастом броjа
симулираних вредности временска ефикасност FOLD методе долази до изражаjа.
Важно jе истаћи да jе узимање већег броjа симулираних вредности ограничено
количином RAM мемориjе персоналних рачунара.
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(а) MVUD метода

(б) FOLD метода

Слика 4.4: Апроксимациjа функциjе густине vr добиjене Монте Карло методом за
различит броj симулираних вредности
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4.4 Поређење резултата добиjених по GUM-у и Монте
Карло симулационом методом

Монте Карло метода коришћена jе за потврду резултата добиjених коришћењем
GUM-а. У табели 4.1 приказане су вредности задатог фактора дељења vr на делитељу
напона, вредности узорачког коефициjента корелациjе rU1U2 и вредности релативне
мерне несигурности.
Табела 4.1: Релативна мерна несигурност за различите вредности vr одређена
коришћењем GUM-а и Монте Карло методе

GUM Монте Карло Метода
vr rU1U2

u′
c(vr)
vr

u′′
c (vr)
vr

FOLD MVUD
ppm ppm ppm ppm

0.05 0.101 81.3 79.0 79.6 79.7
0.10 0.173 54.2 50.5 50.8 50.9
0.15 0.086 45.7 44.0 44.1 44.2
0.20 0.170 41.6 38.2 38.3 38.3
0.25 0.058 39.3 38.2 38.2 38.3
0.30 0.460 37.7 28.1 28.2 28.6
0.35 0.151 36.6 33.8 33.9 34.0
0.40 0.647 35.9 21.6 21.7 22.2
0.45 0.311 35.2 29.3 29.3 29.6
0.50 0.507 34.8 24.5 24.5 25.0
0.55 0.224 34.4 30.3 30.3 30.5
0.60 0.323 34.0 28.0 28.1 28.3
0.65 0.253 33.8 29.2 29.2 29.4
0.70 0.485 33.5 24.1 24.1 24.5
0.75 0.258 33.3 28.7 28.7 28.9
0.80 0.428 33.2 25.1 25.1 25.5
0.85 0.368 33.0 26.3 26.3 26.6
0.90 0.452 32.9 24.3 24.4 24.7
0.95 0.509 32.8 23.0 23.0 23.4

Релативне мерне несигурности фактора дељења vr добиjене су за:

• u′
c(vr)
vr

релативну мерну несигурност одређену применом GUM-а занемаруjући
корелисаност напона U1 и U2,

• u′′
c (vr)
vr

релативну мерну несигурност одређену применом GUM-а урачунаваjући
корелисаност напона U1 и U2,
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• FOLD методу, тj. релативну мерну несигурност одређену Монте Карло методом
уз примену развиjене FOLD методе за генерисање случаjних променљивих
униформне расподеле са дефинисаним коефициjентом корелациjе и

• MVUD методу, тj. релативну мерну несигурност одређену Монте Карло методом
уз примену стандарне MVUD методе за генерисање случаjних променљивих
униформне расподеле са дефинисаним коефициjентом корелациjе.

Табела 4.1 показуjе да се, ако се занемари корелисаност улазних величина, долази
до погрешне процене мерне несигурности. У овом случаjу, када jе узорачки
коефициjент корелациjе позитиван, процењена вредност мерне несигурности уз
претпоставку да улазне величине нису корелисане jе већа него у случаjу када су
улазне величине корелисане. Неповољниjи случаj би био да се приликом процене
мерне несигурности jави негативан коефициjент корелациjе. Тада би се приликом
процене мерне несигурности добила мања вредност него у случаjу процене мерне
несигурности корелисаних улазних величина. Приликом Монте Карло симулациjа
FOLD методе примењена jе корекциjа коефициjента корелациjе, па се због тога
добиjаjу мања одступања процењене мерне несигурности у односу на MVUD.

Слика 4.5: Зависност релативне мерне несигурности од фактора дељења vr
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На слици 4.5 и 4.6 приказана jе зависност релативне мерне несигурности од фактора
дељења vr и коефициjента корелациjе rU1U2 , редом. Релативна мерна несигурност jе
одређена на четири начина представљених у табели 4.1.

Слика 4.6: Зависност релативне мерне несигурности од фактора дељења rU1U2

За резултате приказане на слици 4.5 при мањим вредностима фактора дељења vr
добиjаjу се веће релативне мерне несигурности jер се мерење врши при дну опсега.
Компонента мерне несигурности типа Б тада постаjе већа. Резултати релативне мерне
несигурности добиjени узимањем у обзир коефициjента корелациjе су међусобно слични
и имаjу мању вредност од u′

c(vr)
vr

.

Занемаривањем коефициjента корелациjе, слика 4.6, долази до прецењивања
релативне мерне несигурности (uc(vr)

vr
). Са порастом коефициjента корелациjе rU1U2

разлика између вредности релативне мерне несигурности одређене узимањем у обзир
коефициjента корелациjе (u

′′
c (vr)
vr

, FOLD и MVUD) у односу на u′
c(vr)
vr

се повећава, за
случаj када jе rU1U2 > 0.
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Слика 4.7: Зависност узорачког коефициjента корелациjе rU1U2 од фактора дељења vr

На слици 4.7 приказана jе зависност узорачког коефициjента корелациjе мерених
напона U1 и U2 од фактора дељења. Добиjене вредности коефициjента корелациjе
rU1U2 су позитивне и не може се уочити постоjање систематске поjаве. Иако нису jасни
узроци постоjања корелисаности улазних напона U1 и U2, очигледно jе да корелациjа
постоjи и да треба бити урачуната приликом процене мерне несигурности. Узимаjући
у обзир израз (4.8) услед позитивног коефициjента корелациjе добиjа се мања мерна
несигурност.



Глава 5

Закључак

У тези jе изложен проблем одређивања мерне несигурности корелисаних мерених
величина. Ако се претпостави да улазне величине нису корелисане, долази до погрешне
процене мерне несигурности.

Као стандарно аналитичко решење за процену мерне несигурности користи се
метода пропагациjе мерне несигурности предложена GUM-ом. За потврду мерне
несигурности као симулационо решење користи се метода пропагациjе вероватноће, тj.
Монте Карло метода. У случаjу корелисаних случаjних променљивих неопходно jе
генерисање случаjних узорака са дефинисаним коефициjентом корелациjе. У том
случаjу као стандардно решење користи се MVUD из пакета MULTIRNG.

На основу добиjених резултата предложена jе нова метода − FOLD метода − за
генерисање случаjних променљивих униформне расподеле са дефинисаним
коефициjентом корелациjе. Стандардна и предложена метода поређене су по два
параметра: времену извршавања и одступању задатог од узорачког коефициjента
корелациjе. Потребно време за генерисање вектора случаjних броjева jе и до два пута
мање у односу на постоjеће решење. Приликом одређивања узорачког коефициjента
корелациjе уочено jе значаjно одступање, коjе износи и до 0, 082. У тези су
предложена два решења, прво на основу теориjских извођења коjе за одређивање
вредности корекциjе захтева коришћење алата комплексне анализе. Након ове
корекциjе одступање коефициjента корелациjе jе мање од 0, 0006. Друго предложено
решење засновано jе на основу резултата добиjених симулациjама интерполациjом
полиномиjалне функциjе и ово решење се показуjе ефикасниjим jер не захтева
коришћење додатних библиотека како би се извршила корекциjа. Оваj метод
корекциjе смањуjе одступање на вредности мање од 0, 00061. Након примене корекциjе
предложеног решења добиjа се да jе одступање у случаjу FOLD методе 25 пута мање
него у случаjу MVUD методе. Корекциjа коефициjента корелациjе би се могла

60
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извршити и у случаjу MVUD методе. За потребе поређења коришћено jе решење
реализовано у R програмском jезику, као и у Паjтон програмском jезику.

Развиjено решење презентовано у овоj тези има могућност генерисања две случаjне
променљиве са дефинисаним коефициjентом корелациjе. Пошто стандардно решење
може генерисати више случаjних променљивих, постоjећа библиотека jе додатно
оптимизована и реализована jе у C++ програмском jезику. Такође, извршена jе и
имплементациjа предложеног решења у C++ програмском jезику. Након
оптимизовања постоjећег решења и генерисања 107 одбирака по свакоj од метода
добиjено jе знатно скраћење времена извршавања стандардне методе. У случаjу већег
броjа одбирака време неопходно за проверу кроз if-elif-else контролу тока постаjе
доминантниjе у односу на време неопходно за примену трансформациjе. Иако jе однос
времена неопходног за генерисање смањен, FOLD метода jе због примене мање
захтевних трансформациjа и даље ефикасниjа.

Како би се дао практичан значаj развиjеноj методи извршен jе експеримент на
основу ког jе одређена мерна несигурност коришћењем GUM-а и Монте Карло методе.
Експеримент се састоjао из одређивања фактора дељења отпорничког делитеља. У
случаjу одређивања мерне несигурности GUM-ом разматран jе случаj корелисаних и
некорелисаних мерених величина. Уочено jе значаjно одступање резултата, ако се
корелациjа не узме у обзир. Применом Монте Карло методе евалуирани су резултати
коришћењем FOLD и MVUD методе. Пошто FOLD метода имплементира корекциjу,
добиjа се боља процена мерне несигурности него у случаjу MVUD методе.

У експерименту jе дељењем мерених величина одређена индиректно мерена
величина. Пошто jе узорачки коефициjент корелациjе имао позитивну вредност, jедан
од коефициjената осетљивости jе негативан, па jе и процењена мерна несигурност
мања у односу на мерну несигурност коjа би се добила када би се претпоставило да
улазне величине нису корелисане. Када би индиректно мерена величина била
одређена множењем, при позитивноj вредности коефициjената корелациjе, добиjала би
се већа мерна несигурност.

Даљи правци развоjа FOLD методе представљаjу додавање могућности генерисања
више случаjних променљивих задавањем корелационе матрице и прилагођавање даљоj
обради применом декомпозициjе Холеског. Декомпозициjа Холеског за случаj више од
две случаjне променљиве знатно усложњава метод генерисања. Након реализациjе
FOLD методе са могућношћу генерисања више случаjних променљивих развиjена
метода могла би да буде предложена као адекватна замена за MVUD методу.



Додатак А

А.1 Униформна случаjна променљива

n-димензионална случаjна променљива X = (X1, . . . , Xn), n ≥ 2, има униформну
расподелу над области D, где jе D Борелов скуп у Rn позитивне коначне Лебегове
мере, ако jе њена функциjа густине

ϕX1,...,Xn((x1, . . . , xn)) =


1

m(D)
, (x1, . . . , xn) ∈ D

0, иначе
,

где jе m(D) Лебегова мера скупа D.

Ако jе D интервал у R, онда jе Лебегова мера дужина интервала, у R2 Лебегова
мера jе површина области D, а у R3 запремина фигуре D. У општем случаjу m(D) =∫
·· ·
∫

D

dx1 . . . dxn.

За истраживање спроведено у оквиру тезе посебно jе значаjна униформна расподела
на интервалу (a, b), a, b ∈ R и a < b. Дакле, случаjна променљива X има униформну
U(a, b) расподелу ако jе њена функциjа густине

ϕx(x) =

{ 1

b− a
, x ∈ (a, b)

0, иначе
.

Функциjа расподеле случаjне променљиве са униформном U(a, b) расподелом jе

Fx(x) =


0, x < a
x− a
b− a

, a ≤ x < b

1, x ≥ b

.
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Математичко очекивање E(X), дисперзиjа (вариjанса) D(X) и стандардна
девиjациjа (стандардно одступање) σX случаjне променљиве са униформном U(a, b)
расподелом су:

E(X) =
a+ b

2
, D(X) =

(b− a)2

12
и σX =

√
(b− a)2

12
.

А.2 Расподела случаjне променљиве X1 и случаjне
променљиве Y1

За одређивање функциjе расподеле случаjне променљиве X1 треба посматрати два
случаjа:

1° за 0 < k < 1

FX1(x1) = P (X1 ≤ x1) = P (kX ≤ x1) = P
(
X ≤ x1

k

)
= FX

(x1

k

)
=


0, x1 < −k

x1+k
2k

, −k ≤ x1 < k
1, x1 ≥ k

.

2° за −1 < k < 0

FX1(x1) = P (X1 ≤ x1) = P (kX ≤ x1) = P
(
X ≥ x1

k

)
= 1− P

(
X <

x1

k

)
= 1− P

(
X ≤ x1

k

)
= 1− FX

(x1

k

)
= 1−


0, x1

k
< −1

x1
k

+1

2
, −1 ≤ x1

k
< 1

1, x1

k
≥ 1

FX1(x1) =


0, x1 < k

1− x1+k
2k

, k ≤ x1 < −k
1, x1 ≥ −k

.

Функциjа густине случаjне променљиве X1 jе

ϕX1(x1) = F ′X1
(x1) =

{ 1
2|k| , x1 ∈ (−|k|, |k|)
0, иначе

.

Функциjа расподеле случаjне променљиве Y1 за k ∈ (−1, 1) \ {0} jе
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FY1(y1) = P (Y1 ≤ y1) = P (
√

1− k2 Y ≤ y1) = P

(
Y ≤ y1√

1− k2

)
= FY

(
y1√

1− k2

)

=


0, y1 < −

√
1− k2

y1+
√

1−k2
2
√

1−k2 , −
√

1− k2 ≤ y1 <
√

1− k2

1, y1 ≥
√

1− k2

.

Даље следи да jе функциjа густине случаjне променљиве Y1

ϕY1(y1) = F ′Y1
(y1) =

{
1

2
√

1−k2 , y1 ∈ (−
√

1− k2,
√

1− k2)

0, иначе
.

А.3 Расподела случаjнe променљивe W

Случаjна променљива W добиjена збиром X1 и Y1 има функциjу густине ϕW (w),
коjа се може одредити као конволуциjа функциjа густине ϕX1(x1) и ϕY1(y1) [73].

ϕW (w) = ϕX1(w) ∗ ϕY1(w) =

∞∫
−∞

ϕX1(t)ϕY1(w − t) dt.

Такође, како би се одредила конволуциjа за све вредности задатог коефициjента
корелациjе k (k 6= 0 и |k| < 1), неопходно jе уочити два случаjа када jе |k| ≤

√
2

2
и када

jе |k| >
√

2
2
.

Случаj за |k| ≤
√

2
2

:

1° w < −|k| −
√

1− k2

ϕW (w) =
∞∫
−∞

0 dt = 0,

2° −|k| −
√

1− k2 ≤ w < |k| −
√

1− k2

ϕW (w) =
−|k|∫
−∞

0 dt+
w+
√

1−k2∫
−|k|

1
2|k|

1
2
√

1−k2 dt+
∞∫

w+
√

1−k2
0 dt = w+

√
1−k2+|k|

4|k|
√

1−k2 ,

3° |k| −
√

1− k2 ≤ w < −|k|+
√

1− k2
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ϕW (w) =
w−|k|∫
−∞

0 dt+
w+|k|∫
w−|k|

1
2|k|

1
2
√

1−k2 dt+
∞∫

w+|k|
0 dt = 1

2
√

1−k2 ,

4° −|k|+
√

1− k2 ≤ w < |k|+
√

1− k2

ϕW (w) =
w−
√

1−k2∫
−∞

0 dt+
|k|∫

w−
√

1−k2

1
2|k|

1
2
√

1−k2 dt+
∞∫
|k|

0 dt = −w+
√

1−k2+|k|
4|k|
√

1−k2

5° w ≥ |k|+
√

1− k2

ϕW (w) =
∞∫
−∞

0 dt = 0.

Функциjа густине случаjне променљиве W , за |k| ≤
√

2
2
, jе

ϕW (w) =


w+
√

1−k2+|k|
4|k|
√

1−k2 , w ∈ (−|k| −
√

1− k2, |k| −
√

1− k2]
1

2
√

1−k2 , w ∈ [|k| −
√

1− k2,−|k|+
√

1− k2]
−w+

√
1−k2+|k|

4|k|
√

1−k2 , w ∈ [−|k|+
√

1− k2, |k|+
√

1− k2)

0, иначе

. (А.1)

Случаj за |k| >
√

2
2

:

1° w < −|k| −
√

1− k2

ϕW (w) =
∞∫
−∞

0 dt = 0,

2° −|k| −
√

1− k2 ≤ w < −|k|+
√

1− k2

ϕW (w) =
−|k|∫
−∞

0 dt+
w+
√

1−k2∫
−|k|

1
2|k|

1
2
√

1−k2 dt+
∞∫

w+
√

1−k2
0 dt = w+

√
1−k2−|k|

4|k|
√

1−k2 ,

3° −|k|+
√

1− k2 ≤ w < |k| −
√

1− k2

ϕW (w) =
w−
√

1−k2∫
−∞

0 dt+
w+
√

1−k2∫
w−
√

1−k2

1
2|k|

1
2
√

1−k2 dt+
∞∫

w+
√

1−k2
0 dt = 1

2|k| ,

4° |k| −
√

1− k2 ≤ w < |k|+
√

1− k2

ϕW (w) =
w−
√

1−k2∫
−∞

0 dt+
|k|∫

w−
√

1−k2

1
2|k|

1
2
√

1−k2 dt+
∞∫
|k|

0 dt = −w+
√

1−k2+|k|
4|k|
√

1−k2 ,
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5° w ≥ |k|+
√

1− k2

ϕW (w) =
∞∫
−∞

0 dt = 0.

Функциjа густине случаjне променљиве W , за |k| >
√

2
2
, jе

ϕW (w) =


w+
√

1−k2+|k|
4|k|
√

1−k2 , w ∈ (−|k| −
√

1− k2,−|k|+
√

1− k2]
1

2|k| , w ∈ [−|k|+
√

1− k2, |k| −
√

1− k2]
−w+

√
1−k2+|k|

4|k|
√

1−k2 , w ∈ [|k| −
√

1− k2, |k|+
√

1− k2)

0, иначе

. (А.2)

Функциjа расподеле случаjне променљивеW се одређуjе преко дефинициjе функциjе
расподеле случаjне променљиве непрекидног типа

FW (w) =

w∫
−∞

ϕW (t) dt,

где jе ϕW (·) функциjа густине случаjне променљиве W дате са (2.4).

1° w ≤ −A−B

FW (w) =
w∫
−∞

0 dt = 0 ,

2° −A−B < w ≤ −A+B

FW (w) =
−A−B∫
−∞

0 dt+
w∫

−A−B

t+A+B
4AB

dt = w2+2(A+B)w+(A+B)2

8AB
,

3° −A+B < w ≤ A−B

FW (w) =
−A−B∫
−∞

0 dt+
−A+B∫
−A−B

t+A+B
4AB

dt+
w∫

−A+B

1
2A

dt = w+A
2A

,

4° A−B < w ≤ A+B

FW (w) =
−A−B∫
−∞

0 dt+
−A+B∫
−A−B

t+A+B
4AB

dt+
A−B∫
−A+B

1
2A

+
w∫

A−B

−t+A+B
4AB

dt

= 1 + −w2+2(A+B)w−(A+B)2

8AB

,
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5° A+B < w

FW (w) = 1.

Коначно, функциjа расподеле случаjне променљиве W дата jе са

FW (w) =



0, w ∈ (−∞,−A−B]
w2+2(A+B)w+(A+B)2

8AB
, w ∈ (−A−B,−A+B]

w+A
2A

, w ∈ (−A+B,A−B]

1 + −w2+2(A+B)w−(A+B)2

8AB
, w ∈ (A−B,A+B]

1, w ∈ (A+B,∞)

,

где jе A = max(|k|,
√

1− k2) и B = min(|k|,
√

1− k2).

А.4 Расподела случаjнe променљивe W1

Функциjа расподеле случаjне променљиве W1 jе

FW1(w1) = P (W1 ≤ w1) = P (
1

A
W ≤ w1) = P (W ≤ Aw1) = FW (Aw1)

FW1(w1) =



0, w1 < −1− B
A

(Aw1)2+2(A+B)Aw1+(A+B)2

8AB
, −1− B

A
≤ w1 < −1 + B

A
w1+1

2
, −1 + B

A
≤ w1 < 1− B

A

1 + −(Aw1)2+2(A+B)Aw1−(A+B)2

8AB
, 1− B

A
≤ w1 < 1 + B

A

1, w1 ≥ 1 + B
A

,

где jе A = max(|k|,
√

1− k2) и B = min(|k|,
√

1− k2). Функциjа густине случаjне
променљиве W1 jе

ϕW1(w1) = F ′W1
(w1) =


Aw1+A+B

4B
, −1− B

A
< w1 ≤ −1 + B

A
1
2
, −1 + B

A
≤ w1 ≤ 1− B

A
−Aw1+A+B

4B
, 1− B

A
≤ w1 < 1 + B

A

0, иначе

.
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А.5 Пирсонов коефициjент корелациjе ρXV

Пирсонов коефициjент корелациjе између случаjних променљивих X и V дат jе са

ρXV (k) =
E(XV )− E(X)E(V )

σXσV
, (А.3)

где E(·) представља математичко очекивање случаjне променљиве, а σX и σV
представљаjу стандардне девиjациjе случаjних променљивих X и V, редом.

Случаjне променљиве X и V имаjу униформну U(−1, 1) расподелу, па jе E(X) =
E(V ) = 0 и σX = σV = 1√

3
. Математичко очекивање случаjне променљиве XV jе дато

са

E(XV ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

xvϕXV (x, v) dxdv, (А.4)

где jе ϕXV (x, v) функциjа густине дводимензионалне случаjне променљиве (X, V ). Пре
одређивања E(XV ) неопходно jе одредити ϕXV (x, v) и уочити када jе 0 < |k| <

√
2

2
и

када jе
√

2
2
≤ |k| < 1.

За 0 < |k| <
√

2
2

посматра се фигура приказана на слици А.1, где jе приказана
проjекциjа функциjе густине на xw1-раван и хистограми реализованих вредности за
случаjне променљиве X и W1, коjа jе дефинисана облашћу на коjоj jе ϕXW1(x,w1) 6= 0.
ϕXW1(x,w1) jе ненегативна функциjа и

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕXW1(x,w1)dxdw1 = 1. (А.5)

У случаjу када jе задати коефициjент корелациjе по апсолутноj вредности мањи од√
2

2
добиjа се да jе функциjа густине ϕXW1(x,w1) случаjне променљиве (X,W1) по целоj

површини равномерно распоређења. Нека jе

ϕXW1(x,w1) =

{
c, (x,w1) ∈
0, иначе

, (А.6)

где jе област над коjом jе ϕXW1(x,w1) 6= 0.

Даље,
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c

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dxdw1 = 1⇔ cP = 1⇔ c =
1

P
, (А.7)

где P представља површину паралелограма приказаног на слици А.1.

Слика А.1: Проjекциjа функциjе густине на xw1-раван и хистограми реализованих
вредности за случаjне променљиве X и W1 за коjе jе задати коефициjент корелациjе по
апсолутноj вредности мањи од

√
2

2
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Површина паралелограма се може одредити као P = qhq, где су q и hq страница и
одговараjућа висина паралелограма, редом. Дужина странице jе
q =

(
1− B

A

)
−
(
−1− B

A

)
= 2, њоj одговараjућа висина jе hq = 1− (−1) = 2 и површина

паралелограма jе P = 4. Коришћењем (А.7) добиjа се

ϕXW1(x,w1) =

{
1
4
, x ∈ (−1, 1), w1 ∈ (B

A
x− 1, B

A
x+ 1)

0, иначе . (А.8)

Слика А.2: Проjекциjа функциjе густине на xv-раван и хистограми реализованих
вредности за случаjне променљиве X и V за коjе jе апсолутна вредност задатог
коефициjента корелациjе мања од

√
2

2
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Случаjна променљива W1 се трансформише у случаjну променљиву V
коришћењем трансформациjе (2.10). Ова трансформациjа резултуjе фигуром
приказаном на слици А.2, где су дужи F1E1 као и A1B1 заправо странице троуглова,
око коjих се врши геометриjска трансформациjа. Пошто jе функциjа густине
ϕXW1(x,w1) константна и дефинисана са (А.8), онда ће густина над троугловима
4A1B1H1 и 4F1E1D1, због пресликавања троуглова, бити дупло већа. Слично као за
|k| >

√
2

2
добиjа се да jе функциjа густине дводимензионалне случаjне променљиве

(X, V ) за 0 < |k| <
√

2
2

ϕXV (x, v) =


1
2
, (x, v) ∈ F1 ∪ F2

1
4
, (x, v) ∈ F3

0, иначе
, (А.9)

где су F1 и F2 троуглови4A1B1H1 и4D1E1F1, редом и F3 jе шестоугао B1C1D1F1G1H1.

Математичко очекивање случаjне променљиве XV jе

E(XV ) = 2

0∫
−1

B
A
x+1∫

−B
A
x−1

1

4
xv dvdx + 2

0∫
−1

−B
A
x−1∫

−1

1

2
xv dvdx

= −1

8

(
B

A

)2

+
1

3

B

A
.

На основу вредности добиjеног математичког очекивања, коришћењем (А.3) добиjа
се вредност коефициjента корелациjе

ρXV (k) = −3

8

(
B

A

)2

+
B

A
, 0 < |k| <

√
2

2
.

У случаjу
√

2
2
≤ |k| < 1 функциjа густине дводимензионалне случаjне променљиве

(X,W1) приказана jе на слици А.3. Са слике А.3 на коjоj jе приказана проjекциjа
функциjе густине на xw1-раван може се уочити равномерно прекривање дуж целе
површине паралелограма, па стога важи израз (А.7), где P представља површину
паралелограма приказаног на слици А.3.
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Слика А.3: Проjекциjа функциjе густине на xw1-раван и хистограми реализованих
вредности за случаjне променљиве X и W1 у случаjу

√
2

2
≤ |k| < 1

Дужина странице p посматраног паралелограма jе дужина дужи одређене тачкама
(−1,−1 − B

A
) и (−1,−1 + B

A
, тако да jе p =

(
−1 + B

A

)
−
(
−1− B

A

)
= 2B

A
и одговараjућа

висина jе hp = 1 − (−1) = 2. Површина паралелограма jе P = php = 4B
A
, на основу

чега површина паралелограма у овом случаjу зависи од дефинисаног коефициjента
корелациjе k, док jе у претходном случаjу константна и не зависи од k.Функциjа густине
дводимензионалне случаjне променљиве (X,W1) jе

ϕXW1(x,w1) =

{
A
4B
, x ∈ (−1, 1), w1 ∈ (x− B

A
, x+ B

A
)

0, иначе . (А.10)
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Слика А.4: Проjекциjа функциjе густине на xv−раван и хистограми реализованих
вредности за случаjне променљиве X и V за апсолутну вредност задатог коефициjента
корелациjе већу од

√
2

2

На слици А.4 могу се уочити дужи E1D1 и A1B1, око коjих се врши геометриjска
трансформациjе преклапањем два подударна троугла. Такође, над троугловима
4A1B1F1 и 4C1D1E1, као резултат трансформациjе, функциjа густине има дупло
већу вредност него на правоугаонику B1C1E1F1, тако да функциjа густине
дводимензионалне случаjне променљиве (X, V ) за

√
2

2
≤ |k| < 1 jе
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ϕXV (x, v) =


A
2B
, (x, v) ∈ F1 ∪ F1

A
4B
, (x, v) ∈ F3

0, иначе
, (А.11)

где су F1 троугао 4A1B1F1, F2 троугао 4C1D1E1 и F3 правоугаоник B1C1E1F1.

Математичко очекивање случаjне променљиве XV jе

E(XV ) = 2

−1+B
A∫

−1

−x−2+B
A∫

−1

1

2
xv dvdx+ 2

−1+B
A∫

−1

x+B
A∫

−x−2+B
A

1

4
xv dvdx+ 2

0∫
−1+B

A

x+B
A∫

x−B
A

1

4
xv dvdx

=
1

24

(
B

A

)3

− 1

6

(
B

A

)2

+
1

3
.

На основу (А.3) Пирсонов коефициjент корелациjе jе

ρXV (k) =
1

8

(
B

A

)3

− 1

2

(
B

A

)2

+ 1,

√
2

2
≤ |k| < 1.

Параметри A и B за 0 < |k| <
√

2
2

су A =
√

1− k2 и B = |k|, док за
√

2
2
≤ |k| < 1 су

B = |k| и A =
√

1− k2.

Пирсонов коефициjент корелациjе између случаjних променљивих X и V за |k| > 0
jе

ρXV (k) =

 −3
8

(
|k|√
1−k2

)2

+ |k|√
1−k2 , 0 < |k| ≤

√
2

2

1
8

(√
1−k2
|k|

)3

− 1
2

(√
1−k2
|k|

)2

+ 1,
√

2
2
< |k| < 1

. (А.12)

А.6 Одређивање инверзне функциjе ρ−1
XV (k)

Нека jе (А.12) записан као

ρXV (k) =

{
ρ1(k), 0 < |k| ≤

√
2

2

ρ2(k),
√

2
2
< |k| < 1

,
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где jе ρ1(k) = −3
8

(
|k|√
1−k2

)2

+ |k|√
1−k2 и ρ2(k) = 1

8

(√
1−k2
|k|

)3

− 1
2

(√
1−k2
|k|

)2

+ 1.

Функциjа ρ1(k) се може записати

ρ1(k) = (µ ◦M)(k),

где jе µ(M) = −3
8
M2 +M и M(k) = |k|√

1−k2 .

Даље,
µ−1(M) = 4±2

√
2
√

2−3M
3

где jе µ−1 инверзна функциjа функциjе µ.

Слично, инверзна функциjа функциjе M(k) jе

M−1(k) = k√
k2+1

.

Инверзна функциjа функциjе (µ ◦M)(k) jе

(M−1 ◦ µ−1)(k) =
1±
√

1− 3
2
k√(

1±
√

1− 3
2
k
)2

+ 9
16

. (А.13)

Треба приметити да су са (А.13) дате две функциjе, приказане на слици А.5, од
коjих тачно jедна одговара инверзноj функциjи ρ−1

1 функциjе ρ1. Инверзна функциjа
ρ−1

1 функциjе ρ1 приказана jе десно на слици А.5.

Слика А.5: Функциjе (M−1 ◦ µ−1)(k) за 0 < |k| < 5
8

Инверзна функциjа функциjе ρ1 за 0 < |k| < 5
8
jе
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ρ−1
1 (k) =

1−
√

1− 3
2
k√(

1−
√

1− 3
2
k
)2

+ 9
16

, (А.14)

где k представља задати коефициjент корелациjе коjи се прослеђуjе FOLD методи.

За
√

2
2
< |k| < 1 jе

ρ2(k) = (ν ◦N)(k),

где jе N(k) =
√

1−k2
|k| и ν(N) = 1

8
N3 − 1

2
N2 + 1. Као и у претходном случаjу, одређена jе

инверзна функциjа ρ−1
2 .

Инверзна функциjа N−1(k) функциjе N(k) jе

N−1(k) = 1√
1−k .

Даље, ради jедноставности записа уместо ν(N) користи се ознака ν. Из ν = 1
8
N3 −

1
2
N2 + 1 jе

N3 − 4N2 + (1− ν)8 = 0 . (А.15)

Jедначина (А.15) решава се коришћењем кубне (Карданове) формуле 1 [74] и њено
решење jе

N =
3√4
3

[
3

√
(27ν − 11)− 3

√
3
√
27ν2 − 22ν − 5 + 3

√
(27ν − 11) + 3

√
3
√
27ν2 − 22ν − 5

]
+ 4

3 .

Зато што кубни корен има три решења у скупу комплексних броjева, ν−1(N) ће
имати девет решења и то су

(i)

N1 =
3
√

4

3

[
3
√

Σ−∆ +
3
√

Σ + ∆
]

+
4

3
,

1Решења кубне jедначине
x3 + bx2 + cx+ d = 0

су

x =
3

√(
− b3

27 + b
c −

d
2

)
−
√(
− b3

27 + b
c −

d
2

)2
+
(
c
3 −

b2

9

)3
+

+
3

√(
− b3

27 + b
c −

d
2

)
+

√(
− b3

27 + b
c −

d
2

)2
+
(
c
3 −

b2

9

)3 − b
3
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(ii)

N2 =
3
√

4

3

[
3
√

Σ−∆ +

(
−1

2
−
√

3

2
i

)
3
√

Σ + ∆

]
+
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3
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(iii)
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3
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4

3
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3
√
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2
+

√
3

2
i

)
3
√
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]
+

4

3
,

(iv)

N4 =
3
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4

3
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−1

2
−
√

3

2
i

)
3
√

Σ−∆ +
3
√
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(v)
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(vi)

N6 =
3
√

4

3

[(
−1

2
−
√

3

2
i

)
3
√

Σ−∆ +

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
3
√

Σ + ∆

]
+

4

3
,

(vii)

N7 =
3
√

4

3

[(
−1

2
+

√
3

2
i
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Σ−∆ +
3
√

Σ + ∆
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(viii)

N8 =
3
√

4

3

[(
−1

2
+

√
3

2
i

)
3
√

Σ−∆ +

(
−1

2
−
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)
3
√
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(ix)

N9 =
3
√

4

3

[(
−1

2
+

√
3

2
i

)
3
√

Σ−∆ +

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
3
√

Σ + ∆

]
+

4

3
,

где jе Σ = 27ν − 11 и ∆ = 3
√

3
√

27ν2 − 22ν − 5.
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Слика А.6: Функциjе (N−1 ◦ ν−1)(k) за 0 < |k| < 5
8

На слици А.6 су приказане функциjе добиjене композициjом функциjа N−1 и ν−1.
На свим графицима на слици А.6 са представљен jе реални део (N−1 ◦ ν−1)(k), са

приказан jе имагинарни део (N−1 ◦ ν−1)(k) и са функциjа (N−1 ◦ ν−1)(k) = k.

Функциjа коjа одговара инверзноj функциjи ρ−1
2 приказана jе на графику (viii), па

jе
ρ−1

2 (k) = 6√
(− 3√4((1−

√
3i) 3√Σ−∆+(1+

√
3i) 3√Σ+∆)+8)

2
+36

, 5
8
< |k| < 1 , (А.16)

где су Σ = 27k − 11, ∆ = 3
√

3
√

27k2 − 22k − 5 и k представља коефициjент корелациjе
коjи се прослеђуjе FOLD методи.

Инверзна функциjа функциjе ρXV , добиjена на основу (А.14) и (А.16), jе
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ρ−1
XV (k) =


1−
√

1− 3
2
k√(√

1− 3
2
k−1

)2
+ 9

16

, 0 < |k| ≤ 5
8

6√
(− 3√4((1−

√
3i) 3√Σ−∆+(1+

√
3i) 3√Σ+∆)+8)

2
+36

, 5
8
< |k| < 1

,

где jе Σ = 27k − 11 и ∆ = 3
√

3
√

27k2 − 22k − 5.



Додатак Б

Б.1 Реализациjа FOLD методе у Паjтон програмском
jезику

Б.1.1 Верзиjа 1

1 k = 0.4
2
3 l = (1−k∗k)∗∗0.5
4
5 rnd1 = np.random.uniform(−1,1,max_samples)
6 rnd2 = np.random.uniform(−1,1, max_samples)
7
8 tmp = [(k∗x + l∗y)/max(abs(k),l) for x, y in zip(rnd1, rnd2)]
9 vectorV = []
10
11 for i in tmp[:]:
12 if(i<−1):
13 vectorV.append(−2−i)
14 else if(i>1):
15 vectorV.append(2−i)
16 else:
17 vectorV.append(i)

Б.1.2 Верзиjа 2

1 def fold(max_samples=10000, cf=0.4):

80
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2
3 k = cf
4 l = (1−k∗k)∗∗0.5
5
6 rnd1 = np.random.uniform(−1,1,max_samples)
7 rnd2 = np.random.uniform(−1,1, max_samples)
8
9 c1 = k/(max(k,l))
10 c2 = l/(max(k,l))
11
12 tmp = np.multiply(c1, rnd1) + np.multiply(c2, rnd2)
13
14 data = np.copy(tmp)
15 data[tmp < −1] = − 2 − tmp[tmp < −1]
16 data[tmp > 1] = 2 − tmp[tmp > 1]
17
18 return data
19
20 vectorV = fold()

Б.2 Реализациjа FOLD методе у R програмском
jезику

1 fold <− function(nrow,cmat)
2 {
3 result <− cbind(runif(nrow, −1, 1),runif(nrow, −1, 1))
4 result <− result %∗% cmat
5
6 tmp <− result[,2]
7 result[,2][tmp< −1]=−2−tmp[tmp< −1]
8 result[,2][tmp>1]=2−tmp[tmp>1]
9
10 return(result)
11 }
12
13 k <− 0.2
14 l <− sqrt(1−k∗k)
15
16 cmat <− matrix(c(1,0,k/max(k,l),l/max(k,l)), nrow=2, ncol=2)
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17 vectorV = fold(1e6,cmat)

Б.3 Реализациjа FOLD методе у C++ програмском
jезику

1 #include <iostream>
2 #include <random>
3
4 using namespace std;
5
6 double max(double, double);
7 double min(double, double);
8
9 int main()
10 {
11 const long long repNum = 10000000;
12 vector<double> vectorX(repNum), vectorY(repNum), vectorV(repNum);
13 default_random_engine generator;
14 uniform_real_distribution<double> distribution(−1.0, 1.0);
15
16 double k=0.4, l, a, temp;
17
18 l = sqrt(1 − k ∗ k);
19 a = max(abs(k), abs(l));
20 double ka = k / a, la = l / a;
21 for(int i = 0; i < repNum; i++) {
22 vectorX[i] = distribution(generator);
23 vectorY[i] = distribution(generator);
24 temp = ka∗vectorX[i] + la∗vectorY[i];
25
26 if(temp < −1) {
27 vectorV[i] = −2 − temp;
28 }else if(temp > 1) {
29 vectorV[i] = 2 − temp;
30 }else {
31 vectorV[i] = temp;
32 }
33 }
34
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35 return 0;
36 }

Б.4 Реализациjа MVUD методе у C++ програмском
jезику

1 #include <iostream>
2 #include <random>
3
4 using namespace std;
5
6 double max(double, double);
7 double min(double, double);
8
9 int main()
10 {
11 const long long repNum = 10000000;
12 vector<double> vectorX(repNum), vectorY(repNum), vectorV(repNum);
13 default_random_engine generator;
14 uniform_real_distribution<double> distribution(−1.0, 1.0);
15
16 double k=0.4, l, a, b, c1, c2, c3, cond1, cond2, temp;
17
18 l = sqrt(1 − k ∗ k);
19 a = max(abs(k), abs(l));
20 b = min(abs(k), abs(l));
21 c1 = 2 / (8 ∗ a ∗ b);
22 c2 = 4 ∗ (a + b) / (8 ∗ a ∗ b);
23 c3 = 2 ∗ pow((a + b), 2) / (8 ∗ a ∗ b) − 1;
24 cond1 = −a+b;
25 cond2 = a−b;
26
27 for(int i = 0; i < repNum; i++) {
28 vectorX[i] = distribution(generator);
29 vectorY[i] = distribution(generator);
30 temp = ka∗vectorX[i] + la∗vectorY[i];
31
32 if(temp < cond1) {
33 vectorV[i] = temp ∗ (c1 ∗ temp + c2) + c3;
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34 }else if(temp > cond2) {
35 vectorV[i] = temp ∗ (−c1 ∗ temp + c2) − c3;
36 }else {
37 vectorV[i] = temp / a;
38 }
39 }
40
41 return 0;
42 }

Б.5 Експериментална поставка − код за очитавање
напона мултиметра и контролу селектора

1
2 import serial
3 import time
4 import datetime
5
6 fluke = serial.Serial()
7 fluke.baudrate = 9600
8 fluke.bytesize = 8
9 fluke.stopbits = 1
10 fluke.xonxoff = 0
11 fluke.rtscts = 0
12 fluke.timeout = None
13 fluke.port = "/dev/ttyUSB1"
14
15 selector = serial.Serial()
16 selector.baudrate = 9600
17 selector.bytesize = 8
18 selector.stopbits = 1
19 selector.xonxoff = 0
20 selector.rtscts = 0
21 selector.timeout = None
22 selector.port = "/dev/ttyUSB0"
23
24 def read_data():
25 res = ’’
26 while True:
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27 a = fluke.read().decode()
28 if a == ’\r’:
29 break
30 else:
31 res += a
32 return res
33
34 fluke.open()
35 selector.open()
36 fluke.write(b’SYST:REM \r’)
37 fluke.write(b’CONF:VOLT:DC 10, MIN\r’)
38 fluke.write(b’SENS:VOLT:DC:FILT:STAT OFF\r’)
39 fluke.write(b’SENS:VOLT:DC:FILT:DIG:STAT OFF\r’)
40 fluke.write(b’TRIG:COUN 1\r’)
41 fluke.write(b’TRIG:DEL:AUTO OFF\r’)
42 fluke.write(b’TRIG:DEL 1\r’)
43 fluke.write(b’INIT\r’)
44
45 f = open(datetime.datetime.now().strftime(’%Y%m%d−%H%M’) +’.csv’,’w’)
46
47 selector.write(b’C01R’)
48 for i in range(100):
49
50 fluke.write(b’READ?\r’)
51 res1 = read_data()
52 fluke.write(b’READ?\r’)
53 res1 = read_data()
54 selector.write(b’C02R’)
55 ser.write(b’READ?\r’)
56 res2 = read_data()
57 ser.write(b’READ?\r’)
58 res2 = read_data()
59 f.write(str(float(res1))+’,’+str(float(res2))+’\n’)
60 selector.write(b’C01R’)
61
62 f.close()
63 ser.close()
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Б.6 Монте Карло симулациjе MVUD метода

1 library(MultiRNG)
2
3 repetition <− 1E8
4 k = 0.647
5 mydata = cbind(rnorm(repetition),rnorm(repetition))
6
7 std_u1 <− 0.00000059149490
8 u1_avg <− 10.0007679000
9
10 std_u2 <− 0.00000026629126
11 u2_avg <− 0.9998572400
12
13 u10 <− mydata[,1]∗std_u1 + u1_avg
14 u20 <− mydata[,2]∗std_u2 + u2_avg
15
16 cmat<−matrix(c(1,k,k,1), nrow=2, ncol=2)
17 mydata<−draw.d.variate.uniform(no.row=repetition,d=2,cov.mat=cmat)
18
19 end.time <− Sys.time()
20 delta_u1 <− 0.00016744221932∗mydata[,1]∗sqrt(3)
21 delta_u2 <− 0.00001385442854∗mydata[,2]∗sqrt(3)
22
23 u1 <− u10 + delta_u1
24 u2 <− u20 + delta_u2
25 ratio <− u2 / u1
26
27 u1_mean <− mean(u1)
28 u2_mean <− mean(u2)
29
30 ratio_mean <− mean(ratio)
31 ratio_stdev <− sd(ratio)
32 uncertainty <− ratio_stdev/ratio_mean
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Б.7 Монте Карло симулациjе FOLD метода

1 data <− matrix()
2 data1 <− c()
3
4 fold <− function(nrow,cmat){
5 result <− cbind(runif(nrow, −1, 1),runif(nrow, −1, 1))
6 data <<− result
7 result <− result %∗% cmat
8 data1 <<− result[,2]
9 tmp <− result[,2]
10 result[,2][tmp< −1]=−2−tmp[tmp< −1]
11 result[,2][tmp>1]=2−tmp[tmp>1]
12 return(result)
13 }
14
15 repetition <− 1e8
16 k = 0.647
17 mydata = cbind(rnorm(repetition),rnorm(repetition))
18
19 std_u1 <− 0.00000059149490
20 u1_avg <− 10.0007679000
21
22 std_u2 <− 0.00000026629126
23 u2_avg <− 0.9998572400
24
25 uB_U1 <− 0.00016744221840
26 uB_U2 <− 0.00001385442832
27
28 u10 <− mydata[,1]∗std_u1 + u1_avg
29 u20 <− mydata[,2]∗std_u2 + u2_avg
30
31 if(k>0 & k<=0.625){
32 k = 7.28527∗k∗∗6 − 10.53344∗k∗∗5 + 5.846∗k∗∗4−
33 1.90263∗k∗∗3 + 0.59244∗k∗∗2 + 0.98819∗k + 0.000216031
34 }else if(k>0.625 & k<1){
35 k = −23.63198∗k∗∗6 + 111.21638∗k∗∗5 − 217.16863∗k∗∗4 +
36 225.72274∗k∗∗3 − 131.39157∗k∗∗2 + 41.039752∗k − 4.78655
37 }
38
39 l <− sqrt(1−k∗k)
40 cmat <− matrix(c(1,0,k/max(abs(k),l),l/max(abs(k),l)), nrow=2, ncol=2)
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41 mydata = fold(repetition,cmat)
42
43 delta_u1 <− uB_U1∗mydata[,1]∗sqrt(3)
44 delta_u2 <− uB_U2∗mydata[,2]∗sqrt(3)
45
46 u1 <− u10 + delta_u1
47 u2 <− u20 + delta_u2
48
49 ratio <− u2 / u1
50 ratio_mean <− mean(ratio)
51 ratio_stdev <− sd(ratio)
52 uncertainty <− ratio_stdev/ratio_mean



Додатак В

В.1 Резултати добиjени експериментом одређивања
фактора дељења

Табела В.1: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 05

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 001007 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 0001007 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 0, 499965 V 0, 5 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 77, 9 ppm
U2 0, 499965 V 77, 9 ppm
vr 0, 04999 79, 0 ppm
rU1U2

0, 101

Табела В.2: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 1

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000776 V 0, 1 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000776 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 0, 999877 V 0, 3 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 49, 1 ppm
U2 0, 999877 V 49, 1 ppm
vr 0, 09998 50, 5 ppm
rU1U2

0, 172

89
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Табела В.3: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 15

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 001003 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 001003 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 1, 499771 V 0, 2 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 39, 5 ppm
U2 1, 499771 V 39, 5 ppm
vr 1, 4996 44, 0 ppm
rU1U2

0, 086

Табела В.4: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 2

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000807 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000807 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 1, 999687 V 0, 1 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 34, 6 ppm
U2 1, 999687 V 34, 6 ppm
vr 0, 19995 38, 2 ppm
rU1U2

0, 170

Табела В.5: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 25

Величина Расподела Очекивана вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 001004 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 001004 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 2, 499543 V 0, 1 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 31, 8 ppm
U2 2, 499543 V 31, 8 ppm
vr 0, 24993 38, 2 ppm
rU1U2

0, 058
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Табела В.6: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 3

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000767 V 0, 1 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000767 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 2, 999393 V 0, 1 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 29, 8 ppm
U2 2, 999393 V 29, 8 ppm
vr 0, 29992 28, 1 ppm
rU1U2

0, 460

Табела В.7: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 35

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000996 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000996 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 3, 499246 V 0, 1 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 28, 5 ppm
U2 3, 499246 V 28, 5 ppm
vr 0, 34989 33, 8 ppm
rU1U2

0, 151

Табела В.8: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 4

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000856 V 0, 1 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000856 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 3, 999219 V 0, 1 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 27, 4 ppm
U2 3, 999219 V 27, 4 ppm
vr 0, 39989 21, 6 ppm
rU1U2

0, 647
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Табела В.9: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 45

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000984 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000984 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 4, 499020 V 0, 1 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 26, 6 ppm
U2 4, 499020 V 26, 6 ppm
vr 0, 44986 29, 3 ppm
rU1U2

0, 311

Табела В.10: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 5

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000894 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000894 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 4, 999021 V 0, 1 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 26, 0 ppm
U2 4, 999021 V 26, 0 ppm
vr 0, 49986 24, 5 ppm
rU1U2

0, 507

Табела В.11: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 55

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000984 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000984 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 5, 498829 V 0, 1 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 25, 5 ppm
U2 5, 498829 V 25, 5 ppm
vr 0, 54983 30, 3 ppm
rU1U2

0, 224
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Табела В.12: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 6

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000917 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000917 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 5, 998954 V 0, 1 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 25, 0 ppm
U2 5, 998954 V 25, 0 ppm
vr 0, 59984 28, 0 ppm
rU1U2

0, 323

Табела В.13: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 65

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000979 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000979 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 6, 498840 V 0.0 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 24, 6 ppm
U2 6, 498840 V 24, 6 ppm
vr 0, 65000 29, 2 ppm
rU1U2

0, 253

Табела В.14: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 7

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000927 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000927 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 6, 999037 V 0, 0 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 24, 3 ppm
U2 6, 999037 V 24, 3 ppm
vr 0, 69984 24, 1 ppm
rU1U2

0, 485
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Табела В.15: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 75

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000975 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000975 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 7, 499007 V 0, 0 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 24, 1 ppm
U2 7, 499007 V 24, 1 ppm
vr 0, 74983 28, 7 ppm
rU1U2

0, 258

Табела В.16: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 8

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000943 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000943 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 7, 999481 V 0, 0 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 23, 8 ppm
U2 7, 999481 V 23, 8 ppm
vr 0, 79987 25, 1 ppm
rU1U2

0, 428

Табела В.17: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 85

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000969 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000969 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 8, 499540 V 0, 0 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 23, 6 ppm
U2 8, 499540 V 23, 6 ppm
vr 0, 84987 26, 3 ppm
rU1U2

0, 368
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Табела В.18: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 9

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000949 V 0, 0 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000949 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 9, 000034 V 0, 0 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 23, 4 ppm
U2 9, 000034 V 23, 4 ppm
vr 0, 89992 24, 3 ppm
rU1U2

0, 452

Табела В.19: Буџет мерне несигурности за vr = 0, 95

Величина Расподела Процењена вредност Рел. мерна несиг.
U1m Тип А (нормална) 10, 000965 V 0, 1 ppm
δU1 Тип Б (униформна) 0 V 23, 1 ppm
U1 10, 000965 V 23, 1 ppm
U2m Тип А (нормална) 9, 500209 V 0, 0 ppm
δU2 Тип Б (униформна) 0 V 23, 2 ppm
U2 9, 500209 V 23, 2 ppm
vr 0, 94993 23, 0 ppm
rU1U2

0, 509



Литература

[1] International Bureau of Weights and Measures. International vocabulary of basic and
general terms in metrology. International organization for standardization, 1993.

[2] Paul Tunbridge. Lord Kelvin: his influence on electrical measurements and units. Iet,
1992.

[3] Prithwiraj Purkait. Electrical and electronics measurements and instrumentation.
McGraw-Hill Education, 2013.
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nauka i umetnosti. Srpska akademija nauka i umetnosti, 1995.

[10] J. J. O’Connor and E. F. Robertson. The history of measurement, 2003.

96



ЛИТЕРАТУРА 97

[11] Norman Biggs. Quite Right: The Story of Mathematics, Measurement, and Money.
Oxford University Press, 2016.

[12] Stephen M Stigler. The history of statistics: The measurement of uncertainty before
1900. Harvard University Press, 1986.

[13] William R. Porter. A historical perspective on analytical measurement uncertainty:
From cotes, laplace and gauss to gum and implications for current practice. http:
//www.mbswonline.com/upload/presentation_5-27-2015-8-55-11.uploaded%20
bill%20porter%20mbsw.pptx, 2015. Приступљено: 28.11.2021.

[14] Marc E Himbert. A brief history of measurement. The European Physical Journal
Special Topics, 172(1):25–35, 2009.

[15] Walter Bich, Maurice G Cox, and Peter M Harris. Evolution of the ‘guide to the
expression of uncertainty in measurement’. Metrologia, 43(4):S161, 2006.

[16] William David Cooper. Electronic instrumentation and measurement techniques.
Prentice Hall, 1970.

[17] H S Kalsi. Electronic Instrumentation, 3e. Tata McGraw-Hill Education, 2018.

[18] Alessandro Ferrero and Simona Salicone. Measurement uncertainty. IEEE
instrumentation & measurement magazine, 9(3):44–51, 2006.

[19] Luca Mari. Epistemology of measurement. Measurement, 34(1):17–30, 2003.

[20] John A Rice. Mathematical statistics and data analysis. Cengage Learning, 2006.

[21] Предраг Осмокровић, Ковиљка Станковић, and Милош Вуjисић. Мерна
несигурност. Академска мисао, 2009.

[22] John Taylor. Introduction to error analysis, the study of uncertainties in physical
measurements. University Science Books, 1997.

[23] Simona Salicone. Measurement Uncertainty: an approach via the mathematical theory
of evidence. Springer Science & Business Media, 2007.

[24] Ronald H Dieck. Measurement uncertainty: methods and applications. ISA, 2007.

[25] Ricardo Bettencourt da Silva, Ewa Bulska, Beata Godlewska-Ży lkiewicz, Martina
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Овај  Образац  чини  саставни  део  докторске  дисертације,  односно
докторског уметничког пројекта који се брани на Универзитету у Новом
Саду.  Попуњен Образац укоричити иза текста докторске  дисертације,
односно докторског уметничког пројекта.

План третмана података

Назив пројекта/истраживања

Прилог одређивању мерне несигурности у случаjу корелисаних величина

Назив институције/институција у оквиру којих се спроводи истраживање

Факултет техничких наука, Универзитет у Новом Саду

Назив програма у оквиру ког се реализује истраживање

Истраживање се врши у оквиру израде  докторске  дисертације на студијском програму
Енергетика, електроника и телекомуникације

1. Опис података

1.1 Врста студије

Укратко описати тип студије у оквиру које се подаци прикупљају

Докторска дисертација

1.2 Врсте података

а) квантитативни

б) квалитативни

1.3. Начин прикупљања података

а) анкете, упитници, тестови

б) клиничке процене, медицински записи, електронски здравствени записи

в) генотипови: навести врсту ________________________________

г) административни подаци: навести врсту _______________________

д) узорци ткива: навести врсту_________________________________

ђ) снимци, фотографије: навести врсту_____________________________

е) текст, навести врсту _______________________________________

ж) мапа, навести врсту ______________________________________

з) остало: описати                 лабораторијска мерења и рачунарски експерименти        
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1.3 Формат података, употребљене скале, количина података

1.3.1 Употребљени софтвер и формат датотеке:

a) Excel фајл, датотека         .xlsx, .csv                 

b) SPSS фајл, датотека  __________________

c) PDF фајл, датотека               .pdf                      

d) Текст фајл, датотека __________________

e) JPG фајл, датотека                .jpg                      

f) Остало, датотека        .  R, .py, .cpp                 

 

1.3.2. Број записа (код квантитативних података)

а) број варијабли         велики број                

б) број мерења (испитаника, процена, снимака и сл.)      велики број          

1.3.3. Поновљена мерења

а) да

б) не

Уколико је одговор да, одговорити на следећа питања:

а) временски размак измедју поновљених мера је                   променљив                         

б) варијабле које се више пута мере односе се на    време извршавања, коефицијент              
корелације, напон               

в) нове верзије фајлова који садрже поновљена мерења су именоване као

Напомене:  ______________________________________________________________

Да ли формати и софтвер омогућавају дељење и дугорочну валидност података?

а) Да

б) Не

Ако је одговор не, образложити ______________________________________________

_______________________________________________________________________
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2. Прикупљање података

2.1 Методологија за прикупљање/генерисање података

2.1.1. У оквиру ког истраживачког нацрта су подаци прикупљени?

а) експеримент, навести тип      лабораторијска мерења и рачунарски експерименти    

б) корелационо истраживање, навести тип ______________________________________

ц) анализа текста, навести тип                      анализа доступне литературе                       

д) остало, навести шта _______________________________________________________

2.1.2 Навести врсте мерних инструмената или стандарде података специфичних за одређену 
научну дисциплину (ако постоје).

Fluke 8846A дигитални мултиметар

2.2 Квалитет података и стандарди

2.2.1. Третман недостајућих података

а) Да ли матрица садржи недостајуће податке? Да Не

Ако је одговор да, одговорити на следећа питања:

а) Колики је број недостајућих података? __________________________

б) Да ли се кориснику матрице препоручује замена недостајућих података? Да    Не

в) Ако је одговор да, навести сугестије за третман замене недостајућих података

______________________________________________________________________________

2.2.2. На који начин је контролисан квалитет података? Описати

Kвалитет података је контролисан поређењем експерименталних и теоријских података.

2.2.3. На који начин је извршена контрола уноса података у матрицу?

Контрола уноса података је изведена на основу експертног знања.

Национални портал отворене науке – open.ac.rs
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3. Третман података и пратећа документација

3.1. Третман и чување података

3.1.1. Подаци ће бити депоновани у Репозиторијуму докторских дисертација на 
Универзитету у Новом Саду.

3.1.2. URL адреса https://www.cris.uns.ac.rs/searchDissertations.jsf

3.1.3. DOI ______________________________________________________________________

3.1.4. Да ли ће подаци бити у отвореном приступу?

а) Да

б) Да, али после ембарга који ће трајати до ___________________________________

в) Не

Ако је одговор не, навести разлог ________________________________________

3.1.5. Подаци неће бити депоновани у репозиторијум, али ће бити чувани.

Образложење

______________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________

3.2 Метаподаци и документација података

3.2.1. Који стандард за метаподатке ће бити примењен? Стандард који примењује 
Репозиторијум докторских дисертација Универзитета у Новом Саду

3.2.1. Навести метаподатке на основу којих су подаци депоновани у репозиторијум.

______________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________

Ако је потребно, навести методе које се користе за преузимање података, аналитичке и 
процедуралне информације, њихово кодирање, детаљне описе варијабли, записа итд.

______________________________________________________________________________

Национални портал отворене науке – open.ac.rs
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______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

3.3 Стратегија и стандарди за чување података 

3.3.1. До ког периода ће подаци  бити чувани у репозиторијуму? _______________________ 

3.3.2. Да ли ће подаци бити депоновани под шифром? Да   Не 

3.3.3. Да ли ће шифра бити доступна одређеном кругу истраживача? Да   Не 

3.3.4. Да ли се подаци морају уклонити из отвореног приступа после извесног времена?  

Да   Не 

Образложити 

______________________________________________________________________________ 

 

4. Безбедност података и заштита поверљивих информација 

 

Овај одељак МОРА бити попуњен ако ваши подаци  укључују личне податке који се односе на 

учеснике у истраживању. За друга истраживања треба такође размотрити заштиту и сигурност 

података.  

4.1 Формални стандарди за сигурност информација/података 

Истраживачи који спроводе испитивања с људима морају да се придржавају Закона о заштити 

података о личности (https://www.paragraf.rs/propisi/zakon_o_zastiti_podataka_o_licnosti.html) и 

одговарајућег институционалног кодекса о академском интегритету.   

 

 

4.1.2. Да ли је истраживање одобрено од стране етичке комисије? Да Не 

Ако је одговор Да, навести датум и назив етичке комисије која је одобрила истраживање 

______________________________________________________________________________ 

 

4.1.2. Да ли подаци укључују личне податке учесника у истраживању? Да Не 

Ако је одговор да, наведите на који начин сте осигурали поверљивост и сигурност информација 

везаних за испитанике: 

а) Подаци нису у отвореном приступу 

б) Подаци су анонимизирани 

ц) Остало, навести шта 

______________________________________________________________________________ 

______________________________________________________________________________ 
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5. Доступност података 

 

5.1. Подаци ће бити  

а) јавно доступни 

б) доступни само уском кругу истраживача у одређеној научној области   

ц) затворени 

 

Ако су подаци доступни само уском кругу истраживача, навести под којим условима могу да их 

користе: 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

Ако су подаци доступни само уском кругу истраживача, навести на који начин могу 

приступити подацима: 

______________________________________________________________________________ 

 

______________________________________________________________________________ 

 

5.4. Навести лиценцу под којом ће прикупљени подаци бити архивирани. 

Ауторство-некомерцијално 

 

6. Улоге и одговорност 

 

6.1. Навести име и презиме и мејл адресу власника (аутора) података 

Новаковић Ђорђе, djordjenovakovic@uns.ac.rs 

 

6.2. Навести име и презиме и мејл адресу особе која одржава матрицу с подацимa 

Новаковић Ђорђе, djordjenovakovic@uns.ac.rs 

 

6.3. Навести име и презиме и мејл адресу особе која омогућује приступ подацима другим 

истраживачима 

Новаковић Ђорђе, djordjenovakovic@uns.ac.rs 

 

 

 


